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Vorlesung 6
Mittelwersatze, I'Hospital
Taylorreihen

Die ins Netz gestellten Kopien der Vorlesungsfolien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der
Veranstaltung gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen).
Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz

erfolgt NICHT! Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Zur Erinnerung:

Satz von Rolle: Sei f : |a,b] — R stetig und im Inneren des Intervalls diffe-
renzierbar. Dann folgt aus f(a) = f(b), dass f’ mindestens eine Nullstelle in

[a,b] hat.

Speziell fir f(a) = f(b) = 0:

Zwischen zwei Nullstellen der Funktion liegt mindestens eine Nullstelle
der Ableitung!

Satz 6.1) Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Sei f :|a,b] — R stetig und im Inneren des Intervalls differenzierbar dann gibt
es (mindestens) ein x( in (a,b) mit

BEWEIS: Satz von Rolle anwenden auf g := f— Sekante:



Folgerungen: f sei differenzierbar auf I = [a, b], Dann gilt

e f konstant <— f/(z) =0 Vaxel
e f (streng) monoton wachsend <— f'(z) >0(>0) Vzel

e f (streng) monoton fallend <— f'(z) <0(<0) Vzel



Satz 6.2) Verallgemeinerte Mittelwertsatz

sind f,g : [a,b] — R stetig und im Inneren des Intervalls differenzierbar, und
g'(z) # 0 auf (a,b), so gibt es (mindestens) ein xg in (a,b) mit




Regeln von (Bernoulli) de I'Hospital

Satz 6.3) f und g seien differenzierbar in I =|a, b| und

f(zo) = g(xg) =0 fiir ein g € I, g(x) #0
Dann gilt
lim @ = lim fz)
v g(x) w0 g'(x)
BEWEIS:
f(z) = f(zo)
M:f(x)_f(xo): T — Xg _>f/($o)
g(x)  g(x) —g(xo) 9&@) —g@o) ~ g'(z0)

fir x — xg

BEMERKUNG : analoges gilt bei lim f(zg) = lim gxo) = fo0.

T—rx( T—X()



Beispiele: a,b > 0:

A) g &) o, 8@
z—0 T z—0 1
B) lim — =
r—oo I
. eCLiB B . b B
O A =ht )=

Jede Exponentialfunktion geht fiir £ — oo schneller gegen oo als jede Potenz!

In(x)

D) lim = lim =

T —> 00 ij T — 00

Wegen In(z) = In(a) log,(x) folgt

Jede Logarithmusfunktion geht fiir £ — oo langsamer gegen oo als jede Potenz!
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Taylorreihen /-polynome
Probleme in den Anwendungen :
oft hohe Dimension, meist nichtpolynomial
—> meist schwer /unmoglich exakt |6sbar

e FRAGE: Kann man das Problem zumindest lokal hinreichend gut durch ein
polynomiales Model beschreiben?

e WOZU? Bei Polynomen meist einfacher : Nullstellen, Verlauf, Ableitungen,
Integrale etc.

e WAS IST GUT? Im Mittel? Maximale Abweichung im vorgegebenem Bereich?
Flache zwischen Funktionsgraphen minimal? Oder - - -



HIER : moglichst gut in einem Punkt xg

GENAUER: zu f und einem festen Punkt suchen wir ein Polynom p , fiir das

f(xo) = p(w0), f'(z0) =0 (20), [f"(z0)=p"(0)
f(”>(x0) = p(n)(mo)
mit moglichst hohem n gilt.

O-ter Versuch : Polynom nullten grades : po(z) = a9 ag = f(xo)

Weitere Forderungen : i.A. nicht erfiillbar!



Soll nicht nur der Funktionswert sondern auch die Steigung stimmen, braucht
man noch einen Parameter

p1(x) := a9+ a1(x — xg) = pi(z) = a1 = f'(xp)

Also

p1(z) := f(zo) + f'(xo)(x — w0)

p1 stimmt in g mit f in Funktionwert und Steigung iiberein

Nachste Forderung f"(xg) = p”(x¢) i.A. mit linearen Polynomen nicht erfiillbar!

Sollen nicht nur der Funktionswert und Steigung sondern auch die zweite
Ableitung stimmen, braucht man noch einen Parameter

p2(x) := f(z0) + f'(w0)(z — 20) + az(x — 20)?
Muss jetzt etwa as = f”(x() gelten? Probieren Sie es!
Fir
pn(T) = ag+ ay(x — x0) + as(x — 20)* + -+ + a,(x — 2)"
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gilt

py) (o) = klay
Soll

pi (o) = f ) (o)

gelten, so muss gelten:
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Satz 6.3) : Taylorsche Formel mit Lagrangescher Restgliedformel

Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine auf I (n+1)-mal differenzierfunktion
und x,xg € I. Dann gilt

Fiir das sogenannte Restglied R,, gilt

_ f(n+1)(¢) (x o xO)n+1

ftn(2) (n+1)!

wobei die (in der Regel unbekannte) Zwischenstelle i) ein Wert zwischen z
und xq ist.
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heiBt Taylorpolynom n-ten Grades zu f mit dem Entwicklungspunkt 2x.

BEWEIS: Fir x = xq sind die Behauptungen sofort klar. Sei also x # xy. Dann gibt es zu
festem x sicher eine Konstante K mit

f’(QUO) 1 f”(l‘O) 2
f(z) = f(xo) + 1 (x —x0) + o1 (z — o)
f(n)(x())

(x — z0)" + K(x —xo)" .

_|__|_ '
.

Wir halten nun x fest und definieren

Fe) = 1)+ H2 @ oy D oy
o
+_|_f ()(Qj—z)n+K(CU—Z)n+1

n!

.
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Es gilt

Rolle :

Also

F(z) = f(z) = F(x0)
T1) zwischen z und o mit F'(1) = 0

d

—F(2) = F(2) = f'(2) + f'(2)(=1) + (&) (@ — 2)'
"( . (3) 2
+ LB oy o B oy
£ (2) o IV -
R e TCR —Z(—n) (@ — =)
(n+1)
g n.( N — 2" = K(n+1)(x - 2)".
(n+1)
0= F@w) = Dayy Kt e -

f(”+1)(¢) B B f(”H)(?,b)
— — =Kn+1) — K = (n—l—l)!'
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BEISPIELE:

e Exponentialfunktion: g := 0

Flz) = fl(z) = f"(z) = f™M)(z) = e”
F(0) = f'(0) = f"(0) = f™(0) = * = 1

(n) (0

n.
. 1 1 1 2 1 n
=2

k=0

Approximation : lokal gut. Fehlerabschiatzung : wo??
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Zum Beispiel fiir z € [-0.1, 0.1] und n = 4:

o = [T ] o (0D,
< (0~1)560.1 < (0 1)5605 < (0.1)° o5 _ 107
120 120 120 60
fir x € [—1,1] und n = 4:
1)° 1
R0 < Derc < B o0

120 12 120 40
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Fiir festes = gilt

. . . ex n+1|
nh_)rglo R (z;0)| < nh_)rglo CE 1)!x =0
Beweis ?
no ok

, T
lim E — =" oder
n—00 k!

OO:C
=2

Taylorreihe von e um Null/mit Entwicklungspunkt x¢ = 0
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e Sinusreihe, zg:=0, I =[-0.2, 0.2]

f(x) = sin(r) = f(zg) = 0
fl(x) = cos(r) = fl(xg) = 1
@) = —sin(e) = ['a) = 0
f"(z) = —cos(z) = f"(zy) = -1
f(4)(:1:) — sin(z) — f(4)(:130) = 0
FE@) = sin(@)  fO@) = —sin()
fH(x) = cos(x) fEF(z) = —cos(x)
f240) = 0 fEEED0) = (-1)*
00 2k+1 3 b T
T(w:0) = ;(_l)k P I T T
n p2k+1
Tan+1(z0) :;(_ ) B!
$3 x2n—|—1
— T — y + -+ (_1>n (Qn I 1)' — T2n+2(x; O)
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| Rony1(2;0) | = | Ropga(z;0) | =

HalC:

(2n + 3)!
7 (2n+3)
~ (2n+ 3)!
o0 g2k
sinx = ]; (—1) ok 1)

(CI? . O) (2n+3)
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BEISPIEL:
Polynom fiinften Grades, o :=0, I = [-0.2, 0.2]

.’173 .’175
(o
Ro(a)] = |Bo(@)] = |12
cos(ar) - 27 1 g
VS e T e <P

e Cosinusreihe, xp :=0, I = [—0.2, 0.2]




e Binomische Reihe,

Zur Erinnerung: (14 x)" = Z (Z) " VneN
k=0

fAay=n-n-1)-(n—2)---(n—k+1)(14+2)"Fk

f(k)(()) B n-(n—1)-(n—=2)---(n—k+1) B (n)
- \k

k! k!

T (2:0) > f“:'(O) o Z (Z) o

k=0 | k=0
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Sei nun a € R beliebig, also nicht unbedingt aus N.

Wir definieren

(a):a-(a—l)-(a—2)~-(a—/€—|—1) LN <a>:

k k!

Dann erhdlt man vollig analog zum Fall n € N fiir f(x) := (1 + 2)* zum
Entwicklungspukt o = 0 die Taylorreihe

T(z;0) = i (Z) o

k=0

1

BEISPIEL: Berechnen Sie T5(x;0) fir f(x) =
14+

Schatzen Sie den Fehler ab.

und = € [—1,1].
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