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Differentialrechnung

Die ins Netz gestellten Kopien der Vorlesungsfolien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der
Veranstaltung gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen).
Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz

erfolgt NICHT! Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Differentialrechnung:
Motivation: eindimensionale Bewegung,
t: Zeit, y = f(t): zuriickgelegte Strecke

Zuriickgelegte Strecke in der Zeitspanne |[tg, t1]:

Ay = f(t1) — f(to)

Durchschnittsgeschwindigkeit in der Zeitspanne [tg, t1]

. _J() = fto) Ay
NN




Fir t1 — to : Durchschnittsgeschwindigkeit

— Momentangeschwindigkeit v(tg)

o(to) = lim / (ti) - f o) _. #rt)
1—1to 1 — 1o

f(t1) — f(to)

Differenzenquotient
t1 — 1o

b f(t1) — f(to)

Differentialquotient
t1—t0 t1 — 1o

Ableitung von f in tg



Beispiel : Ein Camembert wird zum Zeitpunkt t; = 0 von der Spitze des
Eifelturms (ca. 370 m) fallen gelassen. Nach t Sekunden hat er unter Ver-

nachlassigung von Reibungseffekten

gt | .
y(t) = TR g =~ 10  der Einfachheithalber!!

Meter zuriickgelegt. Berechnen Sie die Geschwindigkeit zu jedem Zeitpunkt des
freien Falls als Grenzwert des Differenzenquotienten.



Geometrische Interpretation Schule: y = f(x)

Differenzenquotient: Steigung der Sekante durch die Punkte (zq, f(z¢))? und
(21, f(z1))"

Differentialquotient: Steigung der Tangente

Aber was ist eigentlich die Tangente???



Definition f: I — R heiBt differenzierbar in zy € I°, wenn der Grenzwert

i &) = flxo) . f(@o + Az) — f(zo)
T—xQ T — X Azx—0 Ax

existiert. Im  Falle der Existenz heiBt der Grenzwert Ablei-
tung /Differentialquotient von f in xg.

Schreibweise: | f'(xo), %f(xo), % (x0)

Einseitige Differenzierbarkeit : analog einseitiger Stetigkeit

Tangente von f in xy oder

Linearisierung von f in g (mit Entwicklungspkt x):

t(x) := f(xo) + f'(zo)(z — o)




Ist f : I — R in jedem Punkt aus I differenzierbar, so heit f differenzierbar
auf 1. Randpunkte : einseitige Grenzwerte der Differenzenquotienten

Ableitungsfunktion: f': I - R, f':z— f'(x)
Ist f stetig in xg (in I), so heiBt f stetig differenzierbar in xq (auf I).

Beispiel: Zeigen Sie :
f(z)=2",neN = f/(z) =na"1



Satz 5.1)

I := Intervall oder Vereinigung von Intervallen. Dann ist jede auf I differenzier-
bare Funktion dort stetig.

Beweis: ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen.

Beispiel: Fiir welchen Werte von a und b ist die Funktion

f(t)_{th t<1

a + bt t>1

stetig differenzierbar?



Einige Rechenregeln:

f,g: 1 — Rdiff.barinzg el

:>f—|—g,CVf(Oé€R),f'g,

f/g ( falls g(xg) # 0) diffbar in x.

Homogenitat: (af) (xo) =  af'(xo)

Summenregel: (f +9)(@0) = [f'(=o)+ g'(0)

Produktregel: (f-9)(z0) = [f'(mo) - g(mo) + g'(z0) - f(z0)
Quotientenregel: (g)/(wo) = f (o) - 9(x) = g (o) - F(o)

(9(x0))?



Beweis: exemplarisch fiir die Produktregel

. f(x) - g(x) — f(=zo) - g(x0)

T—x() r — Xy

— lim f(z) - g(z) — f(z) - g(zo) + f(z) - g(zo) — F(zo) - g(xo)

T—x() xr — Xo
— lim (x)g(x) — g(xo) + lim g(xg)f(x) — f(zo)
T—rx() T — X T—T( X — To

= g'(x0) - f(z0) + f'(x0) - g(x0)

Bemerkung: mit £ ist also jedes Polynom und jede rationale Funktion in ihrem
Definitionsbereich diff.bar!
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Kettenregel /Umkehrfunktion

Sei f: Dy — By C D, in x differenzierbar und

g: Dy, — R in f(zg) differenzierbar

Dannist g(f) : Dy = R, g(f) : © — g(f(x)) in x¢ diff.bar und

Spezialfall:

— (7
= (1) (@) = 55 mity = /(@)
— (W) =
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BEISPIEL: Oben berechnet
flx)=2", = f'(z) = nx™ 1

1 1 —n+1 1 1 1
— n_i. & " =—an
1 1
(Vo) = gar! =
Kettenregel: (z?)" = =1 VqgeQ

Beispiel 1: 25/2 = f
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Elementare Funktionen:
sin’(z) = cos(z), cos'(xz) = —sin(z), () =¢€"

Beweis: Sinus/Cosinus : geometrisch, oder Additionstheoreme.

Beispiel 2: f(z) = sin(z?), §(z) = sin®*(z).
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Exponentialfunktion

> k

exXp T = Z %

k=0

Daraus ergibt sich

: zum Beispiel iiber die Reihe
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Beispiele

(cos(z® + 1))

/

(exp(cos(z? +1)))

) = ((€)7) =+

(tan(z))’ = (Sin(f’f)>’ _

cos(x)

(arctan(zx)) =
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Hohere Ableitungen:

Eingangsbeispiel:

1

Zuriickgelegte Strecke: y(t) = —gt*.

Geschwindigkeit: 3/(t) =

Beschleunigung :

v'(t) = (9t)" = g =: alt)

2

1 1
§g(t2)’ = —g -2t = gt =: v(t).

2

(Erdbeschleunigung)

(y'(t)) =:9"(t) zweite Ableitung von y
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analog : k mal (stetig) differenzierbar in xy bzw. auf |

y" = y®(t), y (), - ™)

Begriff der C* Funktionen auf [a,b], C*([a, b]).
BEISPIELE:

o f(z)=2a® f'(z) =62,
o f"(x) =06 52" f"(x) =654z
o cos’(x) =

e sin”(z) =
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e Gegeben sei die Funktion f(z) = %
e e

Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass die k-te Ableitung von f fiir

alle &k € Ny durch
(—1)F 21 (22 — k)
2x

F¥) () =

€
gegeben ist.
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Definition: Ist f auf D n—mal differenzierbar und ist die n—te Ableitung stetig,
so heiBt f n—mal stetig differenzierbar oder C"™—Funktion.

C%a,b] : stetig auf [a,b]
C*la,b] : beliebig oft stetig diff.bar auf [a,b]
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