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Vorlesung 4

Funktionen, Stetigkeit

Die ins Netz gestellten Kopien der Vorlesungsfolien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der
Veranstaltung gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen).
Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz

erfolgt NICHT! Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



4.1) Topologische Grundbegriffe

Gegeben sei ein normierter Raum V (z.B. R™).
Im R, R? R? sei ¢ := (21,--- ,2,)’. Dann gibt

|l == y/23 + - + a2

den (aus dem Alltag gewohnten) Abstand des Punktes  zum Nullpunkt wieder.

Verallgemeinerung : auch im R™ nennt man
||| : die (Zwei-)Norm von x und
| — y || : den Abstand zweier Punkte  und y € R”

Normen und Abstinde kénnen in viel allgemeineren Raume definiert werden
(siehe L.A.)

Definition 4.1: Sei o € V und ¢ € R*. Dann heiBit
Kc(xg) ={z eV |x—x < €}

offene Kugel mit Radius ¢ um xy oder e—Umgebung von x.



Definition 4.2: x5 € D C V heiBt innerer Punkt von D, genau dann wenn
D eine Umgebung von z( enthalt, d.h.:

Jee RY : K. (z9) C D.

Die Menge aller inneren Punkte von D heiBt das Innere von D oder der offene
Kern von D.

D°:={zxeD:3JecR" : K. (x) C D}

Die Menge D heiBt offen, wenn sie nur innere Punkte enthilt, d.h. D = D°.

Die Menge D heiBt beschriankt, wenn es ein r € R™ und ein g € D gibt,
sodass D C K, (x9) gilt.

Definition 4.3: x € V heiBt Haufungspunkt einer Teilmenge D C V, wenn
in jeder Umgebung von x unendlich viele Punkte aus D liegen.

D" :={x € V : x ist Haufungspunkt von D} |

D := DU D’ = abgeschlossene Hiille von D.



Beispiel 1: V:=R, D:=]0,1] = D'=D =0,1].

Beispiel 2:

Vo) = R, [.]), D:={0}U]1,2] = D° =]1,2],

D'=11,2], D={0} U[1,2] D C K3(2) = D ist beschrinkt.



4.2) Stetige Funktionen
Definition 4.4 Sei f : D — R und zq ein innerer Punkt von D C V.

Man sagt f(x) konvergiert fiir v+ — x(y gegen den Grenzwert yy € R, genau
dann wenn

V(Zn)nen, mit lim z, = r¢ = lim f(z,) =: lim f(z) = yo.

n— 00 n—00 T—x(

links— bzw. rechtsseitige Grenzwerte

V(Tn)nen, mit x, < xg, A lim x, = ro = lim f(z,) =: lim f(z) = yo.
n— 00 n— 00 T—rxr0—

bzw.

V(Tn)nen, mit x, > xg, A lim x, = o = lim f(z,) =: lim f(z) = yo.

n— o0 n— 00 Tr—xo+



Definition 4.5 : Stetigkeit
Sei D CV.DannheiBt f: D— R

o stetiginxge DND' < (xg€ DND)A(lim f(x) = f(xo),

T—rX(

e stetig erganzbar in xp € D' <= (zg€ D') A(lim f(x) € R existiert,

T—rX(

e stetig, genau dann, wenn f in allen Punkten aus D N D’ stetig ist.

Satz 4.1: ¢ — — Definition der Stetigkeit

fist stetiginxzg e DND <—
Ve > 0:d0 > 0:
re DAl|x—x| < = | f(x)— flzxg)| < €.

Beweis:
" —"" Annahme : f ist stetig und es gibt ein ¢ > 0, so dass fiir alle 6 > 0
einx € D mit

lz = ol <0 A [f(z) = flzo)l = €



existiert. Wir wahlen speziell o,, := % und z,,, so dass

1
n

gilt. Dann folgt im Widerspruch zur Stetigkeitsannahme

lim x, = 29 A lim f(x,) # f(xo)-.

n—oo n—oo

" «<=" Annahme : Ve > 0 : 36 > 0:
re DA l|lx—x| < = | f(x)— f(zo)]| < € und lim =z, = x. Dann

n—oo

gibt es zu jedem € > 0 ein N(e) mit
|xn — x0|| < 6 Vn > N(e)
Nach Annahme gilt dann

1f(zn) = flzo)l| <€ ¥Yn=N(e).



Beispiele :

a) Treppenfunktionen, z. B. Heavyside-Funktion

0 <0
T) = nur rechtsseitig stetig,
f(x) {1 >0 g stetig

Heavyside Funktion

y

0.8

0.6

021

-0.2—

Abbildung 1: Sprungstelle



1
b) f(r) =—, D:=R\{0} nicht stetig ergdnzbar in zo = 0,

Abbildung 2: Pol

c) =", sin(x), cos(z), exp(x), In(x), ¥/z sind in ihren Definitionsbereichen
stetig.

d) sind f, g stetig, ¢ € R und die Definitionsbereiche geeignet, so sind auch

stetig. (Beweis : einfaches Rechnen mit Folgen oder der € — § Definition).



e) Oszillation ¢ : R — R

COS(%) x # 0
a x =0

y:cos(llxz)

Abbildung 3: Oszillation



Satz 4.2 : Nullenstellensatz
[ f:la,b] =R, (Ve [a,b]) stetigund f(a)- f(b) < o}
—> f hat mindestens eine Nullstelle in |a, b].

Beweis: Intervallhalbierung
e Anfangswerte : n := 0 ap ;= a bo =0

e lteration : solange |a, — b,| > 0
m = (an + bp)/2

falls f(m) - f(an) <0 :ant1 = apn,bpr1 :=m
falls f(m) - f(bn) <0 :bpi1:=0bp,ap11:=m

falls f(m) = 0 : Ausgabe von Nullstelle m , STOP.
n:=mn-+1
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ACHTUNG : Beim echten Programmieren wird man
— Notbremsen einbauen (welche?)

— nur nach |f(m)| < Toleranz fragen.

— absoluter Fehler nach N Schritten < (%)N - |b— al

labs. Fehler| - |abs. Fehler]|

— relativer Fehler :=
N exakte Lsg.| — min{|z|,z € [an, by]}
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Zwischenwertsatz :
[f . |a,b] — R, stetig und ¢ € R zwischen f(a) und f(b)}
— Es gibt mindestens ein & € |a,b] : f(Z) = c.
Beispiel:
f(z) := 2* — 422 + 3 cos(x) hat mindestens vier Nullstellen im Intervall [—4, 4].

Beweis : Symmetrie + Zwischenwertsatz

f(0) =3cos(0) =3
f(1) = =3+ 3cos(x) <0
f(4) =4%(4—1) + 3cos(4) >0

Es gibt jeweils mindestens eine Nullstelle in [—4, —1], [—1,0], [0,1], [1,4].
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Extrema (Minima, Maxima)

Oft gesucht : maximale bzw. minimale Werte einer abhingigen
Variablen (z.B. p(T')) fiir bestimmte Bereiche der unabhingigen
Variablen (z.B. T' € [a, b]).

FRAGE: Gibt es die iiberhaupt? Lohnt es sich zu suchen?
Zur Erinnerung: Sei D CRund f: D — R

f nach oben beschrankt
«— dCeR: f(x) <C VxeD
C' ist eine obere Schranke von f
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Supremum von f:
s :=sup,ep f(x) := kleinste obere Schranke von f
Gibt es ein £ € D mit f(Z) = s
also f(x) < f(z) VxeD
so heiBt f(z) Maximum von f.

Analog: untere Schranke, Infimum von f = inf.cp f(x), Mi-
nimum von f.

f beschrankt : f nach oben und unten beschrankt.

BGiSpiG'Z D1 — [O, 1], D2 — (O, 1], D3 — [O, 1),
f(z) = 2.
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Satz 4.3) Jede stetige Funktion f auf einem abgeschlossene und
beschrankten (kompakten) Intervall I := [a,b| ist beschrankt.

Beweis: Annahme f ist nicht nach oben beschrankt

— Vn € N: dx, € I mit f(z,) > n.

Folge (x,,)nen beschrankt = 3 konvergente Teilfolge (z,,) —
el

mit nilinoof((xnk) = 00

f stetig = lim f((zn,) = f(Z) WIDERSRUCH!!

Ng— 00

Beschranktheit nach unten analog.
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Satz 4.4) Jede stetige Funktion f auf einem abgeschlossenen
und beschrankten (kompakten) Intervall I := [a,b] nimmt auf [
Minimum und Maximum an.

Beweis: (Fiir Maximum, Minimum: analog)
Nach Satz 4.2 existiert s :=sup,; f(x).
— VneN Fxz,:s—+< f(z,) <s

Andernfalls : s kein Supremum!!!

lim f(x,) =s (%).

n—oo
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Folge (x,,)nen beschrankt = 3 konvergente
Teilfolge (xnk) — T € I  (Abgschlossenheit),
f stetig = lim f(x, )= f(Z)

Ng—> 00

wegen (*) gilt lgnoof((xnk) =S

N

Also f(z) =s > f(z) Vz € |a,b]

D.h. wenn f stetig und das Intervall beschrankt ist, gibt es immer
ein globales Maximum und ein globales Minimum. Naheres zu den
Extrema liefert die Differentialrechnung.

Definition: Eine Funktion f: D — R, D C R" heilit gleichmaBig
stetig , falls gilt

Ve >0:d0 >0:Vx,z0€ D
|z —zo|| <0 = | f(x) = flzo)]| <.
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Veranschaulichung vor Ort.

Ohne Beweis: Jede stetige Funktion auf einem Kompaktum ist
gleichmaBig stetig.

Beispiele : Untersuche f(z) := 2* bzw. f(z) := /7 auf
gleichmaBige Stetigkeit.
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