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Burgers-Gleichung
Normalformen von linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung

Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit wihrend der Veranstal-
tung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen zusétzlichen Erlauterungen sind diese
Unterlagen unvollstéindig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreib-
fehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wiahrend der Veranstaltung angesagt. Eine
Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Eine Verdffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!

Ergénzende Skizzen : vor Ort
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Burgers-Gleichung

2

2
up + u, = up + (u_) =0, u(x,0) = up(x)

Charakteristiken: x(t) lost Ocll—f =u

Entlang der Kurven (z(t),t) gilt :

d—u—i((t)t)— d—x+ = +
dt_dtux , _uxdt Up = Uy U+ U

also fiir jede Losung der PDE

= Uz -u+tu =0
Losung konstant entlang Charakteristik
u konstant entlang Charakteristik
#(t) = u konstant entlang Charakteristik

Charakteristik hat konstante Steigung

A

u Charakteristiken sind Geraden

Idee : Bestimme zu (z(t),t) den Startwert xo = x(0) in der Form
xo = xo(x,t)
Dann gilt  w(z,t) = ug (zo(z,t))
Frage : Geht das immer eindeutig?
Fall 1) wug stetig und  wup(a) <up(b) Va<b.
Dann erhélt man mit #,(t) = up(a) und Z(t) = up(b)
Ty > Ty Vb>a

x wichst auf der Charakteristik durch (b,0) schneller als auf der Charakteristik durch (a,0). Qua-
litativ erhélt man folgendes Bild
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x=a+0.25

x=h+05t

Die Charakteristik durch (a,0) kann die Charakteristik durch (b,0) nicht einholen. Es gibt keine
Schnittpunkte von Charakteristiken! Losung ist eindeutig.

Fall 2) wg stetig und ug(a) > up(b) fir irgendein a < b. Dann gilt
Ty > Tp

Die Charakteristik durch (a,0) holt die Charakteristik durch (b,0) irgendwann ein! Es kommt zu
Mehrdeutigkeiten!!

X=a+t
x=h+05t

Die Mehrdeutigkeit tritt spétestens dann auf, wenn fiir ein xp und ein § € R folgendes gilt:

xo + uo(zo) -t = (zo+9) + uo(zo +9) - t.
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Fall 3) up monoton steigend aber nicht stetig.
Es gibt irgendwo einen Sprung in den Steigungen und damit Gebiete in denen keine Charakteristiken

verlaufen.

-1 r<T
Beispiel: Burgers-Gleichung mit u(z,0) = 0
2 T > g
u="?

-1 r<xy—t, t>0

u(z,t) =< 7? xo—t<x<xo+t2
2 x> w0+ 2t.

u=-1 u=2

Bemerkung (irrelevant fiir die Ubungen): Der charakteristikenfreie Bereich wird durch eine soge-

— %0 aufgefiillt.

x
nannte Verdinungswelle u(x,t) =

Fall 4) ug springt nach unten.
Es gibt irgendwo einen Sprung in den Steigungen und die Charakteristiken schneiden sich.
up = 2 T < X0

Beispiel: Burgersgleichung mit u(zx,0) =
Up = —1 T > T
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u=-

Bemerkung  (irrelevant  fir  die
Ubungen): Die Unstetigkeit bewegt
sich entlang einer sogenannten
Stofsswelle  (Schock) die  (der)

sich  mit der Geschwindigkeit

Uy + Uy
S =

bewegt.

t
2 Tz < x9+ =,
2
u(x,t) = ’
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Differentialgleichungen zweiter Ordnung

a(x, )y + 2b(x, t)uy + c(, t)uy = h(z, t,u, uy, uy)

Typen:

D = ac —b*> < 0 : hyperbolisch,
D = ac—b*> =0 : parabolisch,
D = ac—b*> >0 : elliptisch.

Der Typ kann von x und t abhéngen!

Unterschiedliche Verfahren sind geeignet, unterschiedliche Vorgabe von Anfangs- bzw. Rand-
daten fiir verniinftige Aufgabenstellung erforderlich. Normalformen:

hyperbolisch: wu,, —uy; = G(x,t,u, u,, uy)
oder: integrable Nrmalform w,; = G(x,t, u, ug, uy)

parabolisch: u,, = G(x,t, u, u, u;)
elliptisch: wu,, + uy = G(x,t, u, ug, uy)

Ziel: Herstellung der Normalform durch Einfiihrung neuer Variablen

n= n(xat)’ T = T(l’,t),
sowie der neuen Funktion: v(n(z,t), 7(x,t)) = u(x,t) ein.
Regularitiatsbedingung: 7,7 — 7, # 0.

Differentialausdriicke werden mittels Kettenregel umgerechnet:

Uy = Un'n:c“—v'r'Txa

Ut = Up N+ Vr - T,

Upy = Uy - (771,)2 + 21}777- N T + Vpr * (’Tx)2 + (Unn:c:c + 'UTTJ::(:) s
Ugt = Unpy Tl + Unr - (Ttnm + TmTh) T VUrr - TeTy + (Uﬁnmt + UTTmt) )
Uyt = Upp - (ne)? + 2007 - T+ Vrr (7)* + (UnThet + V- Tae) -

Einsetzen liefert neue DGL

Avyy, + 2Bvy + Cu,r = iz(n, T, U, Uy, Ur)

Frage: Wie sollte man n, 7 wahlen?
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Lineare PDE zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten der
Ableitungen zweiter Ordnung

11 Ugz + 2a12Ugt + agouy + b1 (2, t)uy + bo(x, t)up + c(x, t)u = h(z,t) ‘

oder in Matrixschreibwese:

(VIAV)u+ (b'V)u+cu=h, A= (“n am)
12 Q22

A ist reell und symmetrisch: Bestimme EWe A;, Ay und zugehorige, orthonormierte EV'n
wi, Wo.

Setze S = (wq, ws), (Z) =57 (f)

9 9
Dann gilt V,; = (?) =SV, =85" (?)
ot ar

und Koordinatenwechsel fiithrt zur Diagonalform:
MUpy + AUz + p1vy + povr +dv = H
Im hyperbolischen und elliptischen Fall fiihrt die Skalierung :

z=n/vVa, t=7/VA

auf die Normalformen
’(75050 + Vi —+ P1Vz -+ DaVf + dv=H

Im parabolischen Fall fehlt eine der zweiten Ableitungen z.B. ., . Man l6st dann nach .,
auf.

Beispiel 1: u,, — %uzt + uy + 3u, = cos(z)

—_

A= (1 F) = =a-ar-

=\ = %, A\ =3 (elliptisch)

o () ()
(0-7()- ()05

Umrechnung der Terme niedriger Ordnung:

1 1
Uy = Uy Np TV Ty = —=VUy + —=Vr,
Y NCRNG
1
+7 =22 = cos(z) =cos | —=(n+7) ).
" (@) = cos (st 7))

Alte DGL: uy, — Q%um + uy + 3u, = cos(z)
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Neue DGL hat Diagonalform:

%Umv + %UTT + %Un + %UT = cos <%(7) + 7')) .
Erneute Transformation: Z = n/vA, t = 7/v X,
liefert die Normalform:

Bz + vy + 2Lz + %v; = cos (%(%i + %f)) .

Zuriick zum allg. Fall: nicht konstante Koeffizienten

Wir hatten
a(z, y) gy + 2b(x, )ty + c(z, y)uy, = h(z,y,u, uy, uy)

und nach der Transformation die neue DGL
Avyy + 2Bvy, + Cvpp = iL(U, T,V, Uy, Ur)

Um eine moglichst einfache Form zu erhalten fordere A = C' = 0. Umrechnungen der
Differentialausdriicke fiihrt fiir die Hohenlinien von n bzw. 7 zur Forderung:

a(y')? =20y +c=0

Integration der zwei Losungen y; , liefert Charakteristiken C) = n(x,y), Cy = 7(z,y)
Beispiel 2:

12Uy + Tugy — 12uy, = 0

Typ: 12(—12) — (3)* < 0 = hyperbolisch.

Charakteristische DGL: 12(y)*> — Ty’ —12=0

_ T 49 _ 7 25
Y=t tl=g+35

!/
’ Yo = —

>

Wik Wik

l’+61, ygz—%l"l'ég
n=C, = 3y — 4z, T=0y =4y + 3z
Regularitatsbed.: 1,7, —n,7, = —4-4—-3-3#0.

Uge = 'Unn : (nx)2 + 2'U77'r N Tx + (e (Tx)2 + Unn:c:c + VrTrx
= vy, - (—4)% = 24v,, + v,

Uy * Nally + Onr - (TyNe + Tally) + Ve« TyTo + Ugllay + VrTay,

Ugy

Uyy = YUy + 240, + 160,,.
Neue DGL:

120p + Tugy — 12uyy, = 0 <
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0 vy + (—24-12—7-7—12-24)0, + 0 - v = 0
= v, =0 (integrable Normalform)
(0(n,7)n)r = 0= v(n,7)y = f(n)
v(n,7)y = f(n) == v(n,7) = F(n) + g(7)
Jede Funktion der Form
u(z,y) = F(3y — 4z) + g(4y + 3x)
16st die PDE. Sind Anfangswerte gegeben, z.B.:
u(x,0) =0 uy(z,0) =z Ve e R

so erhélt man:
F(—4z) 4 g(3z) = 0, 3F'(—4x) +4¢'(3x) = x

Multiplikation der ersten Gleichung mit % und Integration der zweiten Gleichung liefert:

2 P(—4a) + Sg(30) = 0

4
4 2
—ZF(—M:) + gg(Bx) = % +c.

1
<— ¢(3x) = —F(—4x) = 3E (627 4 12¢)
Setze z =3z . Dann ist g(z) = 5 (322 + 12¢).
Analog liefert z = —4x: F(z) = —5 (222 + 12¢) .

Damit erhalt man:

u(z,y) =5 [3(4y +32)* — §(3y — 4x)?]

Bemerkungen:

e Im Beispiel 2: konstante Koeffizienten! Man hétte wie im Beispiel 1) vorgehen kénnen.
Dabei hédtte man aber die Normalform w,, — u,, = 0 hergeleitet, und nicht die integ-
rable Form!

e Im parabolischen Fall erhédlt man nur eine charakt. Richtung C. Als zweite Variable
geht meist eine der alten Variablen (z,y,t,etc.). Siehe Beispiel 3.

e Im elliptischen Fall erhilt man komplexe Richtungen C; = C, und verwendet Real-
und Imaginarteile als neue Variablen. Siehe Beispiel 4.
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Beispiel 3:

Upe — 40Uz + 47Uy + Uy — 22U = 0

Typ: a =1,b = —2z,c = 42> = ac — b> = 0 = parabolisch.
Charakteristische DGL: (/)% + 4at’ + 422 = (' +22)*> = 0

Es gibt nur eine Losung t' = —2z <=t = —a2> + C.

Wihle als neue Variable 7 =t + 22

und 7 unabh. von 7 z.B. n=2

Errechnen von g, uy, Uy, Uy, uyy und Einsetzen in die DGL liefert neue DGL:

Upy + 20 + vy = 0 <= v, = —3(Uyy + vy)

Beispiel 4:

T Uy + YPuyy + 220u, —zy —x =0 2,y >0.
Typ: a=2%,b=0,c =y*> = ac — b* = 2%* =
parabolisch fiir x =0 oder y = 0, sonst elliptisch.
Charakteristische DGL: z2(y/)? + y?> == 0

Es gibt ein Paar komplex konjugierter Losungen:

, — :
vo_ /_21: I
y x T
d d
(:)?y: j:i?x:>ln(y):0j:iln(x).

C=ln(y) £iln(x) — n=1(y), 7 = In(z)

Errechnen von g, y, Ugg, Ugy, Uy, und Einsetzen in die DGL liefert neue DGL:

Vrr + Uy + 0, — v, —€"(e"+1) = 0.

10



