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Anleitung zu Blatt 4 Differentialgleichungen I1

Laplace Gleichung im zweidimensionalen Raum

Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit wihrend der Veranstal-
tung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen zusétzlichen Erlduterungen sind diese
Unterlagen unvollstéindig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreib-
fehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wiahrend der Veranstaltung angesagt. Eine
Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Eine Verdffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Definition: Sei 0 C R? ein beschrinktes, zusammenhéngendes, offenes Gebiet mit dem
Rand 6Q. Eine Funktion v € C?*(Q) N C(QU Q) heift harmonisch in Q, wenn

Au = Uy +uy =0 V(z,y) e Q

Hinweise zur Aufgabe 1) Fiir harmonische Funktionen gelten das Maximumprinzip
und die Mittelwerteigenschaft:

e Eine in 2 harmonische Funktion nimmt ihr Maximum und Minimum auf dem Rand
von €2 an.

e Sei u harmonisch im Kreis B,(xg, o) mit Radius a um (zg,yo) und stetig auf dem
Rand des Kreises dB,(z, o) fortsetzbar. Dann gilt

1
_ d
u(zo, Yo) 270 o u(z,y)ds

Es folgen Produktansétze fiir die Aufgaben 2 und 3.
Laplacegleichung auf Rechtecken
Au =10 u € (0,a) x (0,b), u = g auf Rand (0,a) x (0,0).
Produktansatz: u(z,y) = v(z) - w(y) liefert
Au = Uy + Uy, = V' (2)w(y) +v(z)w"(y) = 0,

Vi) o w'(y)

v(z)  w(y)

= A

1z
Eine der gewdhlichen DGL z.B. v'(z) = A liefert je nach Vorzeichen von A folgende

Losungen
A=0: vy = Ao+ Box

A<0: Ay cos(V—Az) + Bysin(v—Ax)
A>0: AAe_ﬁx + B,\eﬁx

Welche A in Frage kommen, héngt von den Randdaten ab. Diese liefern die v, . Mit den so
gewonnenen A 16st man die zweite DGL w” = —A\w.

Jede Funktion wu), = vy - wy 16st die Dgl. und damit 16st auch jede Linearkombination
> vx-wy die Dgl.
A



Beispiel A:
Au=0 auf R := (0,7) x (0,1)

u(z,0) =0, wu(z,1)= —msin(z) z € [0,
w(0,y) =0, wu(my)=0 y € [0,1]

Da wu fiir zwei verschiedene x— Werte Null wird, fangen wir mit der DGL fiir v an. Die
Randwerte liefern fiir nichttriviale Losungen

u(0,y) = v(0)w(y) = 0= v(0) =0, u(m,y) =v(r)w(y) =0= v(r) =0

Die RWA fiir v lautet
V' (z) = dv(x), v(0) =v(m) =0

Wie bei der Wellengleichung erhalten wir nur fiir negative A nichttriviale Losungen

v(z) = Ay cos(v/—Az) + Bysin(v—Az)
v(0)=0= A\=0 o(r)=0= A=k
vp(7) := sin(kz), A = —k?, ke N.

Mit diesen A— Werten losen wir die zweite DGL
w’(y) = —dw(y) = KPw(y) = wp = Are™ ™ + Bye"v

u(z,0) =v(z) - w(0) =0 = w(0) =0 = By =—A4;

Superposition:
u(z,y) = Z cr(e™ — M) sin(kx)
k=1
Zu erfiillen ist noch u(z,1) = —msin(x) also

u(x,1) = Z cr(e™™ — ) sin(kx) = —msin(x)

k=1

Im allgemeien Fall ist hier wieder nach den Fourierkoeffizienten der ungeraden, periodischen
Fortsetzung der rechten Seite gefragt. Hier konnen wir ablesen:

clet —e'l = -, g, =0 fiir k#1.

m(e ¥ — ¢eY)

u(r,t) = —5——

. sin(x)

e
Was mache ich wenn die Randdaten nicht auf drei Seiten verschwinden? Problem
in maximal 4 Teilprobleme zerlegen, bei denen jeweils auf drei Kanten Null vorgegeben ist
und auf der vierten die urspriinglichen Randdaten. Teilprobleme 16sen und addieren liefert
zwar fast das richtige Ergebnis. Nur gibt es in den Ecken Kompatibilitdtsprobleme und das
Ergebnis stimmt in den Ecken nicht unbedingt.



Beispiel: Au =0 auf (0,1) x (0,1) mit
w(z,0) =0, u(z,l)=1-—2x z € 0,1]
T
u(07 y) = Sln(gy) ) U(]_, y) =0 Y€ [07 1]
zerlegung in
Au; =0 auf R :=(0,1) x (0,1)
u(x,0) =0, w(z,l)=1—2z  2€]0,]]
u(0,9) =0, wi(l,y)=0 yel01]

und
Aus =0 auf R :=(0,1) x (0,1)

ug(,0) =0, wug(z,1)=0  x€][0,]1]
u2(0,y) = Sin(gy), us(l,y) =0 yel01]

l6sen der Probleme und Addision der Ergebnisse briachte mit u = u; + us auf den ersten
Blick das richtige Ergebnis.

Aber: 1) Was ist mit den Randdaten fiir u; bzw. uy im Punkt (0,1)?

2) Welchen Wert wiirde u in (0,1) annehmen? Vorgegeben war u(0,1) = 1.

Ausweg: Wir ziehen zunéchst eine bilineare Eckenfunktion
ug(z,y) = a+ bx + cy + dzy, u = wug in den Ecken
von u ab. v:=u—ug l6st die DGL mit angepassten Daten, die in den Ecken verschwinden.
Beispiel B:
Au=0 auf R := (0,7) x (0,1)

T =X

u(z,0) =0, wu(z,1)=

—msin(z) € [0,7]
u<07 y) =Y—- Sin(ﬂ-y) ) u(ﬂ-a y) =0 y e [07 1]

Schritt 1: Definiere ugp = a + bx + cy + dry mit

ug(0,0) =u(0,0) =0 = a=0

up(0,1) = u(0,1) = "=V _rgin(0) = 1 — c—1
T

up(m,0) =u(r,0) =0 = b=0

up(m,1) =u(r,1) =0 = c+dr =0 = d:—%

Fir v=u—ug=u—(y — %:Ey) erhalten wir das System

Av =0 auf R := (0,7) x (0,1)

T—T msin(z) — (1 — %x) = —7sin(x)

v(z,0) =0, o(z,1)=
v(0,y) =y —sin(ry) —y = —sin(ry), ov(my)=0—(y— %Wy) =0

Schritt 2: Zerlegung in
Av; =0 auf R := (0,7) x (0,1)
v1(z,0) =0, wv(x,1) = —7sin(z) z € [0,7]
vi(0,9) =0, w(my)=0 ye[0,1]



und
Avy =0 auf R := (0,7) x (0,1)

vo(2,0) =0, wvy(x,1)=0 x € [0, 7]
UQ(Oa y) == SiIl(’]Ty), U2(7T’y) =0 y e [07 1]
Schritt 3: Losen der einzelnen Probleme.
Problem 1) haben wir oben gelost mit dem Ergebnis

(e ¥ —eY) |
vi(z,y) = 21_7 sin()

Skizze der Losung von Problem 2)

Produktansatz: ve(z,y) = X () - Y(y) liefert wieder
X"=)X, Y'=-A\Y,Y(0)=Y(1)=X(x) =0
Da zwei Randwerte fiir Y Null sind, fangen wir mit der DGL
Y =AY, Y(0) = V(1) =0
an und erhalten wie iiblich
Yi(y) = ar, cos(VAy) + by, sin(vVAy)
und die Randdaten liefern a; = 0, A\, = k272

Yi(y) = by sin(kmy) ke N.
Die zweite DGL lautet
X! (r) = K*n?X (z) = Xp(2) = Ape ™™™ + Bieh™

Xk(ﬂ') =0 = Ak = —62k7r2 By,

Superposition:
vo(z,y) = Z B, (ek” — e e’k”) sin(kmy)
k=1
Zu erfiillen ist noch v9(0,y) = —sin(7y) also

v9(0,y) = Z By, (1 — 62’”2> sin(kry) = —sin(my)
k=1

Die Fourierkoeffizienten der rechten Seite konnen hier wieder abgelesen werden:

Bi(l1—e*)=—1, B,=0fir k#£1.

o2 —mx e

e e .

Ug(fﬂ,y) =

Die 16sung des urspriinglichen Problems ist u© = ug + vy + v9
Bemerkung: Die Exponentialterme in den Lésungen konnen in sinh Terme umgeschrieben
werden.



Laplacegleichung auf Ringen, Kreissegmenten,
Innerhalb oder auflerhalb von Kreisscheiben etc.

Laplace Operator in Polarkoordinaten: | Au = 0 <= r?u,, + ru, + Upp = 0.

Ansatz: u(r, o) = w(r) - v(e)

Neue Dgl.:  r?w”-v +rw' v +w-v" =0

Sortieren nach v und w: v(r*w” + ru') = —w 0"
7”211}” + ruw’ 4
—_— = —— = \.
w v

System gewdhnlicher Dgl'n:

V'(¢) = —v(9), r?w”(r) + rw'(r) — Aw =0

Die Gleichung fiir v kennen wir mittlerweile. v sollte 27— periodisch sein, daher kommen
nur die Losungen fiir A > 0, ndmlich

ax cos(VA@) + bysin(VAg), mit \, = k% ke N,

in Frage. Definiere daher

ve(@) = agcos(kp) + brsin(ko), k€N, vy(¢) =ag

Die passenden wj, miissen die Gleichung
r?w"(r) + rw'(r) — k*w =0
erfiillen.

Fiir £ =0 erhalten wir

do
r

w'" = _lw/ s w =

T

wo = ¢o + doIn(r) .

Fiir k # 0 erhalten wir eine Fulersche Dgl, die man mit der Substitution
r = e’ auf eine Dgl mit konstanten Koeffizienten zuriickfiihren kann (vgl. Blatt1). Alternativ
macht man gleich den Ansatz w(r) = r? und setzt dies ein:

_k2.r7+7ﬂ.fy.r7_1+7ﬂ2.ry.(r)/_l).yf"y_Q:0
= (kK +y+72 =) =0 < y=+k

und damit wi(r) = cr ™ + dyrk

Jede Funktion der wy, - vy 16st die DGL. Da die Dgl linear ist, ist Jede Lin.Komb. auch eine
Losung

u(r, ) = co + doIn(r) + Z (crr™® + dpr®)(ay, cos(kg) + by sin(ke))




Beispiel:
Au = 0 fir 22 + % > 9, u(z,y) =1—2% auf 2? +y* =9.
Allgemeine Vorgehensweise auf dem Auflenraum 22 +13?> > R :

Da die Losungen beschriankt bleiben sollen : di, =0, Vk.

Ansatz : = EO + Z " (ag cos(ko) + by sin(ko))

k=1

Randwerte: u(R, @) = ug() (hier u(3,¢) =1 — (3cos(¢))?)

u(R, ¢) = % + Z R™" (ay, cos(k¢) + by sin(ko)) = uo(e)

k=1

Entwickle ug in eine Fourierreihe

up(¢p) = AO + Z Ay cos(k¢) + By sin(ko)
k=1
1 2m
A = % . uo(¢) cos(ko) do
1 2
By = o ; uo(¢) sin(ke) do

Dann muss gelten
R_kak = Ak < ap = Rk . Ak, und analog b, = Rk - By
und wir erhalten die Losung

u(r, ¢) = % + Z (%) (Ag cos(ko) + By sin(ko))

k=1
Zuriick zum Beispiel :
RWE: fir R=3 : u(3,¢) =1—9cos?(¢) = 1— 5 (cos(2¢) +1)
Die Fourierkoeffizienten von wuq sind

%zl—%z—%, A2:—g, Ax = B, =0 sonst.

nutze cos(2¢) = cos?(¢) — sin*(¢) = r_Y

7 81 2 —q?




Zusammenfassung

Allgemeiner Ansatz bei Auflen—/Innenraum eines Kreises, bei Ringen, bei Kreis-/ Ringseg-
menten

u(r, ) = co + doIn(r) + Z (ckr_k + dkrk)(ak cos(ko) + by sin(ko))

00
k=1

Um beschriankte Losungen zu erhalten setzt man

e im Innenraum mit RWE u(R, ¢) = uy(¢)
¢, =0 und dy = 0 und erhalt:

u(r,¢) = % + Z (%)k (Ag cos(ko) + Bysin(ko))

e im Auflenraum mit RWE (R, ¢) = ug(¢)
dr = 0 und:

u(r,¢) = =2 + Z <§> (Ag cos(ko) + By sin(ko))

Ay -
2
k=1

e im Ring mit RWE u(Ry,¢) = ui(¢), u(Ra, @) = usg

volle Ansatzfunktion, Koeffizienten {iber die zwei Randbedingungen bestimmen!

Ubungsaufgabe: Rechtzeitig Randwerte in Ansatz w(r) - v(¢) einsetzen. Es ergeben sich
etwas andere Ansatzfunktionen fiir v und damit andere A\ und w.

Hinweise zur Aufgabe 4:

e Machen Sie wie gewohnt einen Produktansatz
e Losen Sie erst die gewohnliche Dgl fiir die Raumvariable

e Machen Sie sich klar welches Vorzeichen die Eigenwerte haben miissen, damit die
Losung beschréankt bleibt.

Zeigen Sie, dass es keine zeitlich periodischen Eigenfunktionen gibt

ax

Ortliche Démpfung konnte z.B. mit e~ erreicht werden

linear ortsabhéngige Phasenverschiebung: cos oder sin Funktion mit
Argument (ot — fx).



