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Laplace Transformation

Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit während der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstal-

tung gegebenen zusätzlichen Erläuterungen sind diese Unterlagen unvollständig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp– oder

Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur mündlich während der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT! Eine

Veröffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!
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Laplace Transformation

Ziel: Führe die Lösung von Anfangswertaufgaben auf die Lösung algebraischer
Gleichungen zurück.

Originalfunktionen: f : R 7→ R oder C heißt Originalfunktion, wenn

f und die Ableitungen von f bis auf Sprungstellen stetig sind, wobei in jedem endlichen
Intervall höchstens endlich viele Sprungstellen auftauchen,

|f(t)| ≤ Meσt ∀t ≥ 0 : Wachstumskoeffizient σ

f(t) = 0 ∀t < 0 .

Vorgehen:

Problem im Originalraum −→ Problem im Bildraum
Laplace Transf. ↓

↓

Rücktransf. ↓
Lösung im Originalraum ←− Lösung im Bildraum

y ←− Y

Laplace Transformation:

f(t) ◦—•
∫ ∞

0
e−stf(t)dt = : F (s) für <(s) > σ

f ◦—• F heißt Korrespondenz

Anwendung auf Differentialgleichungen:

DGL ◦—• algebr. Gleichung

↓ lösen

y = Lösung der DGL ◦—• Y

Beim gewöhnlichen Integrieren ist man darauf angewiesen möglichst viele elementare Inte-
grale zu kennen bzw. nachschlagen zu können. Bei der Laplace Transformation muss man
viele Korrespondenzen kennen bzw. gute Tabellen haben. Die Tabellen beziehen sich immer
auf Originalfunktionen. D.h. f(t) = 0,∀t < 0 .
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f F σ

1 d.h. h0(t)
1
s

0

ha(t) e−as 1
s

0

tn, n ∈ N
n!

sn+1
0

eat, a ∈ C
1

s− a
<(a)

sin(ωt), ω ∈ R
ω

s2 + ω2
0

cos(ωt), ω ∈ R
s

s2 + ω2
0

δ(t) 1 0

einige Rechenregeln: Es seien f ◦—•F, g ◦—•G sowie ha(t) =

{
1 t ≥ a

0 t < a
. Dann gilt

I) αf + βg ◦—• αF + βG Linearität

II) f(αt) ◦—• 1
α

F
( s

α

)
Streckung im O–Raum

α > 0

III) ha(t)f(t− a) ◦—• e−saF (s) Verschiebung im O–Raum
a > 0

IV ) eatf(t) ◦—• F (s− a) Verschiebung im
a ∈ C Bildraum/ Mult. mit

exp-Fkt im O–Raum

V ) f (n)(t) ◦—• snF (s)− sn−1f(0)− Ableitungen im O-Raum
sn−2f ′(0)− · · · − s0f (n−1)(0)

V I) (−t)nf(t) ◦—• F (n)(s) Ableitungen im Bildraum
n ∈ N Mult. mit tn im O–Raum

V II)
∫ t

0
f(τ)dτ ◦—• F (s)

s
Integration im O–Raum

V III)
f(t)

t
◦—•

∫ ∞

s
f(µ)dµ Integration im Bildraum
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Für die Lösung unserer Differentialgleichungen wichtig:

Gesucht Lösung y . Wir nehmen an, dass y eine Originalfunktion ist und nennen die Lapla-
cetransformierte Y . Es gilt also y ◦—• Y . Dann ist

y′ ◦—• sY − y(0)

y′′ ◦—• s2Y − sy(0)− y′(0)

y′′′ ◦—• s3Y − s2y(0)− sy′(0)− y′′(0)

Beispiel 1 : (Klausur 2003, Str./Ki)

Lösen Sie die AWA

y′′ − y′ − 6y = e−2t, y(0) = 0, y′(0) = 1,

mit Hilfe der Laplace Transformation.

Wir bezeichnen mit Y (s) die Bildfunktion der noch unbekannten Lösung y(t) . Schritt 1)
Laplacetransformation der einzelnen Terme der AWA :

y′ ◦—• sY − y(0) = sY − 0

y′′ ◦—• s(sY − 0)− y′(0) = s2Y − 1

e−2t ◦—• 1

(s + 2)

Transformation der AWA ergibt also

s2Y − 1− sY − 6Y =
1

(s + 2)
⇐⇒

(
s2 − s− 6

)
Y =

s + 3

(s + 2)

Schritt 2) Lösung der algebraischen Gleichung :

(s− 3)(s + 2)Y =
s + 3

(s + 2)
⇐⇒ Y (s) =

s + 3

(s− 3)(s + 2)2

Schritt 3) Rücktransformation :

bekannt ist :
1

(s− a)n+1
•—◦ eat t

n

n!

also machen wir eine PBZ:
s + 3

(s− 3)(s + 2)2
=

a

s− 3
+

b

(s + 2)2
+

c

s + 2

⇐⇒ s + 3 = a(s + 2)2 + b(s− 3) + c(s− 3)(s + 2)

⇐⇒ a = −c = 6/25 , b = −5/25

⇐⇒ Y (s) =
1

25

(
6

s− 3
− 5

(s + 2)2
− 6

s + 2

)
Damit erhält man

y(t) =
1

25
(6e3t − 6e−2t − 5te−2t)
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Beispiel 2 : Zu Lösen sei die AWA:

y′′ + 9y = h1(t)− h2(t) y(0) = y′(0) = 0

Schritt 1) Laplacetransformation der AWA :

s2Y + 9Y =
e−s − e−2s

s

Schritt 2) Lösung der algebraischen Gleichung :

Y (s) =
e−s − e−2s

s(s2 + 9)

Schritt 3) Rücktransformation :

Der Ansatz

1

s(s2 + 9)
=

α

s
+

βs + γ

s2 + 9

liefert

Y (s) =
e−s − e−2s

9

(
1

s
− s

s2 + 9

)
und damit wegen

1

s
•—◦ h0(t),

s

s2 + 9
•—◦ cos(3t)

y(t) =
1

9

(
h0(t− 1)

[
1− cos(3(t− 1))

]
− h0(t− 2)

[
1 + cos(3(t− 2))

])
.
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Beispiel 3 : Zu Lösen sei das System:

u′′ − 2(v − u) = 1 u(0) = v(0) = 0

v′′ + 2(v − u) = 0 u′(0) = v′(0) = 1

Schritt 1) Laplacetransformation der AWA :

s2U − 1− 2V + 2U =
1

s
s2V − 1 + 2V − 2U = 0

Schritt 2) Lösung der algebraischen Gleichung :

s2U + s2V = 2 +
1

s
⇐⇒ U =

2

s2
+

1

s3
− V

Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt

(s2 + 2)V − 4

s2
− 2

s3
+ 2V = 1

⇐⇒ V =
1

s2 + 4
+

4

s2(s2 + 4)
+

2

s3(s2 + 4)

Der Ansatz
a

s
+

b

s2
+

c

s3
+

k + ds

s2 + 4
=

2 + 4s

s3(s2 + 4)

liefert a = −1
8
, b = 1, c = 1

2
, k = −1, d = 1

8
.

Schritt 3) Rücktransformation :

V =
1

s2 + 4
− 1

8
· 1
s

+
1

s2
+

1

2
· 1

s3
+

1

8
· s− 8

s2 + 4

•—◦ − 1

8
+ t +

1

4
t2 +

1

8
cos(2t) = v(t)

U =
2

s2
+

1

s3
− V •—◦ 2t +

t2

2
− v

= t− 1

8
cos(2t) +

1

4
t2 +

1

8
= u(t)
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Aufgabe 1:
Bestimmen Sie die Laplace Transformierten der folgenden Originalfunktionen

f(t) := 5e−2t, g(t) := t2 sin(3t),

h(t) := sinh(t) cos(αt), k(t) :=


t + 1 0 ≤ t < 1
3t− 1 1 ≤ t ≤ 2
0 sonst

Aufgabe 2:

Bestimmen Sie die Originalfunktionen der folgenden Bildfunktionen der Laplace Transfor-
mation

G(s) :=
s + 1

(s2 + 2s + 10)2
, F (s) :=

5s2 − 13s + 21

(s− 2)(s2 − 2s + 5)
.

Aufgabe 3: Lösen Sie die folgende Anfangswertaufgabe mit Hilfe der Laplace Transforma-
tion.

y′′ + 2y′ − 3y = et + 2e−3t y(0) = y′(0) = 0 .

Aufgabe 4:

Lösen Sie die folgenden Differentialgleichungssysteme mit Hilfe der Laplace Transformation

a)

x′ = y x(0) = 0 ,

y′ = −x + t y(0) = 1

b)

u′′ − 2(v − u) = 1 u(0) = v(0) = 0

v′′ + 2(v − u) = 0 u′(0) = v′(0) = 1.

Aufgabe 5:

Ermittlen Sie die Lösung u(x, t) der folgenden Anfangswertaufgabe

ut + 2ux + u = 0, x, t ≥ 0

u(x, 0) = 0 (x ≥ 0)

u(0, t) = t2 (t ≥ 0)

mittels Laplace–Transformation bzgl. der Variablen t . Bei der Transformation ist x als
Parameter aufzufassen. Im Bildraum ist eine Anfangswertaufgabe bzgl. einer gewöhnlichen
Differentialgleichung in x zu lösen.


