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Laplace Transformation

Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit widhrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstal-
tung gegebenen zusitzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstindig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder
Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wihrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT! Eine

Veréffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!
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Laplace Transformation

Ziel: Fiihre die Losung von Anfangswertaufgaben auf die Losung algebraischer
Gleichungen zuriick.

Originalfunktionen: f:R+— R oder C heifit Originalfunktion, wenn

f und die Ableitungen von f bis auf Sprungstellen stetig sind, wobei in jedem endlichen
Intervall hochstens endlich viele Sprungstellen auftauchen,

Ilf ()] < Me® Vit >0 : Wachstumskoeffizient o

f(t)=0 Vt<O0.
Vorgehen:
Problem im Originalraum — Problem im Bildraum
Laplace Transf. i}
!
Riicktransf. 1
Losung im Originalraum — Losung im Bildraum
Y — Y

Laplace Transformation:

f(t)o—e /Uoo e Stf(t)dt =: F(s) fiir R(s) > o

foeF heifit Korrespondenz

Anwendung auf Differentialgleichungen:

DGL o—e algebr. Gleichung
| losen
y = Losung der DGL o Y

Beim gewohnlichen Integrieren ist man darauf angewiesen moglichst viele elementare Inte-
grale zu kennen bzw. nachschlagen zu konnen. Bei der Laplace Transformation muss man
viele Korrespondenzen kennen bzw. gute Tabellen haben. Die Tabellen beziehen sich immer
auf Originalfunktionen. D.h. f(t) =0,Vt < 0.
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einige Rechenregeln: Es seien fo—eF, go—e(

I) af + Bg
1) flat)
a>0
) ha(t)f(t—a)
a>0
V) e f(t)
aeC
V) Fmt)
vI)  (=t)"f(t)
néeN

VII) /0 flrydr

~
—~

~
~—

VIII)

~+ ‘

f F o
1
1 d.h. ho(t) - 0
S
hq(t) e_asg 0
n!
at 1
e, aeC R(a)
s—a
w
i t eR 0
sin(wt), w 2
(wt), weR| 0
cos(w w
’ 52 4+ w?
5(t) 1 0

aF +

lF<
o

3G

2)

e % F(s)

F(s—a)

s"F(s) — s"1f(0)—

. — 50 (=10

FM)(s)

F(s)

S

| s

sowie  hg(t) = {

1 t>a .
. Dann gilt
0 t<a

Linearitat

Streckung im O—Raum

Verschiebung im O-Raum

Verschiebung im
Bildraum/ Mult. mit
exp-Fkt im O-Raum

Ableitungen im O-Raum

Ableitungen im Bildraum
Mult. mit ¢" im O-Raum

Integration im O-Raum

Integration im Bildraum
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Fiir die Losung unserer Differentialgleichungen wichtig:

Gesucht Losung y. Wir nehmen an, dass y eine Originalfunktion ist und nennen die Lapla-
cetransformierte Y . Es gilt also yo—eY . Dann ist

f o—esY — y(0)
y"o-es?Y —sy(0) —y'(0)

y" o—es?Y —s%y(0) — sy/(0) — y"(0)
Beispiel 1 : (Klausur 2003, Str./Ki)
Losen Sie die AWA

y'—y —6y=e* y(0)=0,y(0) =1,
mit Hilfe der Laplace Transformation.

Wir bezeichnen mit Y (s) die Bildfunktion der noch unbekannten Losung y(t). Schritt 1)
Laplacetransformation der einzelnen Terme der AWA :

Yy o—esY —y(0) = sY —0

Y o—es(sY —0)—y(0) =s2Y — 1

1
—2t
c o (s +2)
Transformation der AWA ergibt also
1
Y —1—8Y —6Y = ——— (82—8—6)Y: s+3
(s+2) (s +2)

Schritt 2) Lésung der algebraischen Gleichung :

Schritt 3) Riicktransformation :

tn
bekannt ist 1 ————— &0 % —
(s —a)nt! n!
also machen wir eine PBZ:
s+3 a b c
+ S+

(S—3)<S+2)2:S—3 (s+2)2 s+2

< s+3=ua(s+2)?+b(s—3)+c(s—3)(s+2)
= a=—c=6/25, b=—5/25

1/ 6 5 6
Y(s) = — - -
= Y =5 (3—3 (51 2) 3+2>

Damit erhalt man
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Beispiel 2 : Zu Losen sei die AWA:
y'+9y = hi(t) = hao(t)  y(0) =4'(0) =0

Schritt 1) Laplacetransformation der AWA :

—-s __ ,—2s
2y poy - e
S

Schritt 2) Losung der algebraischen Gleichung :

—s 2s

(& — e

YO =Smroy

Schritt 3) Riicktransformation :

Der Ansatz

1 _a  fBs+vy
s(24+9) s 249
liefert

ef—e 2 (1 S
Y(s) =—7 (E_ s2+9)

und damit wegen

1 s
- ho(t
oo hy(t), 250

e—o cos(3t)

(t) = 5 (holt — 1)[1 ~ cos(3(t — 1))
— ho(t — 2) [1+4 cos(3(t — 2))])
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Beispiel 3 : Zu Losen sei das System:

u' —2v—u)=1 u(0) =v(0) =0
V' 4+2w—u)=0 u'(0) =0'(0) =1

Schritt 1) Laplacetransformation der AWA :

» |

SPU —1—2V +2U =
SV —1+2V —2U =0

Schritt 2) Losung der algebraischen Gleichung :

1 2 1
SU+sV=2+4+- = U=—=+—-V
S 52 s

Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt

4 2
(524—2)‘/—?—5—1-2‘/:1
1 4 2

— V=
s2+4 * s2(s? +4) * s3(s? +4)

Der Ansatz
b c k+ds 2+4s

a
E+§+§+52+4_33(32+4)

: 1 1 1
liefert a=—g, b=1,c=3, k=-1,d=3.

Schritt 3) Riicktransformation :

1 11 1 1 1 1 s-8

Ve—  _ 4. 4. 272
s24+4 8 s+32+2 s3+8 s2+4

1 1 1
*o —2 +t+ Zt2+ gcos(2t) = v(t)

2 1 t2

1 1 1
=t— 3 cos(2t) + Zt2 + 3= u(t)
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Aufgabe 1:
Bestimmen Sie die Laplace Transformierten der folgenden Originalfunktionen
f(t) :==b5e %, g(t) = t*sin(3t),
t+1 0 < t <1
h(t) :=sinh(t) cos(at),  k(t):=¢ 3t—1 1 < t <2
0 sonst
Aufgabe 2:

Bestimmen Sie die Originalfunktionen der folgenden Bildfunktionen der Laplace Transfor-
mation

1 5s? — 13 21
G(s) = s+ s s+

P T A Rl oy o

Aufgabe 3: Losen Sie die folgende Anfangswertaufgabe mit Hilfe der Laplace Transforma-
tion.

y' 4+ 2y — 3y = el + 273 y(0) =¢/(0) =0.

Aufgabe 4:

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungssysteme mit Hilfe der Laplace Transformation

a)

Aufgabe 5:

Ermittlen Sie die Losung u(x,t) der folgenden Anfangswertaufgabe

U + 2uy +u = 0, x,t >0
u(x,0) = 0 (x > 0)
u(0,t) = > (t > 0)

mittels Laplace-Transformation bzgl. der Variablen t¢. Bei der Transformation ist z als
Parameter aufzufassen. Im Bildraum ist eine Anfangswertaufgabe bzgl. einer gewohnlichen
Differentialgleichung in z zu lésen.



