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Anleitung zu Blatt 6 Differentialgleichungen I fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Randwertaufgaben,
Variationsrechnung

Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit wiahrend der Veranstal-
tung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen zusitzlichen Erlduterungen sind diese
Unterlagen unvollstéindig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreib-
fehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wiahrend der Veranstaltung angesagt. Eine
Korrektur im Netz erfolgt NICHT! Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist
untersagt!
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Randwertaufgaben:
A) Lineare Systeme
Gesucht: v : [a,b] — R*  mit
y'(t) = Llyl(t) = A@)y(t) + h(t)  t€ab]

n

Ryly] = Z (ajryr(a) + biryr(b)) = d; j=1,2,--.,n.
k=1

Andere Schreibweise der Randbedingungen: mit geeigneten Matrizen B ,, B

B,y(a) + Byy() = d

Fundamentalsystem homogene Aufgabe: y gy ... ol

Partikulire Losung der inhomogenen Aufgabe :  y .
Allgemeine Losung:  y(x) = Z cr y 4+ Y,

k=1
Einsetzen in Randbedingungen =~ —— lineares System fiir die ¢ :

doaRy™ =d - Rly,] j=1--n
k=1

eindeutig 16sbar genau dann, wenn

Rl[yﬁ] Rl[’yﬂ] Rl[yﬂ]

R 1 R 2 R n

Do—det B — det | T2 Q[fy ] 2[9 | £ 0
R, [y[l]] R, [y[2]] o R, [y[n}]

Alternativ: Ist Y (¢) eine Fundamentalmatrix, so ist die RWA genau dann eindeutig 16sbar,
wenn die Shooting-Matrix S regulér ist, wobei

S = BaY(ta) —+ BbY<tb>
Beachten Sie:
Eindeutige Losbarkeit ist unabhéngig von den Inhomogenititen h, d, y,,.

Beispiel 1) [Klausur 2005, Prof. Oberle/Kiani]

Gegeben ist die Randwertaufgabe

zi(t) = —2x(t) + 3xo(t) + 8t + 3
xh(t) = 10x(t) — 3Bxe(t) — 16t — 6

221(0) + 22(0) = o, a1(1) —22(1) = B, o, B €R.

a) Formulieren Sie die Randwertaufgabe in Matrixschreibweise.
b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des homogenen Dgl.systems.
c) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung des inhomogenen Dgl.systems mit Hilfe des An-
satzes
z(t) = (at+b, ct+d)" a, b, c,d € R.

d) Zeigen Sie, dass die Randwertaufgabe fiir beliebige «, 5 € R eindeutig losbar ist.
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Losung:
a) x'=Ax+h(t)

w A= (5 3) o= () o= ()

By x(0) +B;x(1) =d

und

b) Losung des homogenen Systems:

—2-=A 3
det( A —)\E)—‘ 10 _3_)\‘
= (=2-XN)(=-3-X)=30= N +5A-24= (A+8)(A=3)=0.
- . —2+38 3 - B (1
A= —8: < 10 _3+8)V—0:>2U1——U2:>V—<_2)
—-2-3 3 3
A=3: ( 10 _3_3)W—O:>5w1—3w2=>W—<5>

Homogene Losung:

c) Losung iiber speziellem Ansatz:

at +b

Setzt man den Ansatz x,(t) = (ct Ld

) in das System ein, so folgt:

a=—2at —2b+3ct +3d+ 8+ 3
¢ = 10at + 10b — 3¢t — 3d — 16t — 6

<
a = —20+3d+3 , 2a = 3c+8
c = 10b—3d—6 10a = 3c+ 16
liefert
da=8 &< a=1=c= -2
2b=3d+ 2
1 1
10b:3d+4<:>8b:2:>bzzz>d:_§

o tt1
P2t -1
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Alternativ : Variation der Konstanten

x,(t) = X(t)c(t) “Variation der Konstanten”
X0 =00 o (S ot ) (i) = (i)

I3 (t) +e Bey(t) = St+3

IT : 5% (t) — 273, (t) = —16t—6
21 + 11 : 11e*d(t) = 0
= d(t)=0 = c1(t) = konst.

= e S (t) =8t +3 = dy(t) = (8t + 3)e™ =

1
ca(t) = /8t+3 /8t€8t+/368t St—/e8t+3/e8t = (t+;l)e8t

- x,(t) = X(t)c(t) = ( gg —22:3 ) ((t +0i)68t) - (—l;j—i %)

3e3t e—St

d) Oben hatten wir die Fundamentalmatrix X (t) = < o3t et

) . damit erhalten wir

die Shooting-Matrix

(21N (3 1), (0 0 (8 e
o 0 0 5 =2 1 -1 Hed —2¢8
_ (oY, 0 0\ [ 11 0
- 0 0 —2e3 38 ] T\ —2¢% 38

S ist reguldr. Das Randwertproblem ist fiir beliebige rechte Seiten eindeutig l6sbar.
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B) Lineare Differentialgleichung 2.0Ordnung
Gesucht:  y : [a,b] - R mit
Dly] = ¢" + ai(t)y’ + ao(t)y = h(t)  t€la,b]
Rily] = ajy(a) + Bjy'(a) + vy(b) + 59/'(b) = d;  j=12.
Fundamentalsystem homogene Aufgabe:  yy, yo .
Partikuldre Losung der inhomogenen Aufgabe : 1y, .
Allgemeine Losung: — y(t) = c1y1(t) + caya(t) + yp(t).
Einsetzen in Randbedingungen = —— lineares System fiir ¢y, ¢o:
c1 Rify] + c2 Rifye] = di — Rily,)
c1 Rolyn] + ¢ Ralye] = do — Ralyy)

eindeutig 16sbar genau dann, wenn

-t~ (ffn] ) 41

Beachten Sie: Eindeutige Losbarkeit ist wieder unabhéngig von den Inhomogenitéaten h,d, y, .
y(t) ) (y1 (t)>
t = =
v = (36) = (e

v = (10) = () () + ()

Matrixschreibweise:

Randbedingungen
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Beispiel 2)
Gegeben ist die Randwertaufgabe

3 4
" / o
e s L))

ay(l) — BY'(1) =n  y(?2) —¥(2) =

mit einer auf [1,2] stetigen Funktion f und «, 8 € R.

a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem ™M (z), y(2) fiir die zugehorige homogene

3
Differentialgleichung 3" — —¢" + —y = 0, mit Hilfe des Ansatzes
T x
yM(z) = 2% und anschlieBendem Reduktionsansatz 3 (z) = w(z)y (z).
b) Zeigen Sie, dass die gefundenen Losungen ein Fundamentalsystem bilden.

¢) Untersuchen Sie, fiir welche o und S die Aufgabe fiir alle v, 72 und jede stetige
rechte Seite f eindeutig losbar ist.

d) Losen Sie die Aufgabe aus a) fiir konkrete a, 3, 71, 72 und f(x).
Losung :

a) Einsetzen des Ansatzes in die Dgl. ergibt
" (k(k—1) =3k +4)= 0V € [1,2] <= k> —4k +4=0 < k =2.
Wir wihlen also y!!(z) = 2% und setzen y?(2) = 22 - w(x).
Einsetzen von y? in die Dgl. ergibt:
2 w" +dzw' + 2w — (bw+3z-w) +4-w=0 < 2(z- W +w)=0
Setzt man z(z) = w'(z), so erhélt man fiir z(z):

, dz dz c
7 +2=0= — = —— &= z(x) = —.
z T x

Wir kénnen daher w'(z) = z(z) = 1 und w(x) = In(x) wihlen.

Die Funktionen
yWz) = 2*, yP@) = 2* In(z)

sind Losungen der homogenen Differentialgleichung.
b) Die zugehorigen Losungen des dquivalenten Systems sind die Spalten der Matrix
vy = (0 Y (5 i) )
() (@) #) () 20 2xln(r) 4+
Fiir die Wronski-Determinante gilt z. B. fiir x =1

W) = det (; ‘i) "

Die beiden Losungen bilden ein Fundamentalsystem.
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c) Es gilt
Ry(yM) =ay(1) = By™M)'(1) = @ — 28,
Ri(y®) =ayP(1) = B(y?) (1) =0 - 5,
Ry(yM) =y™(2) — (y")'(2) =4 -4 =0,
Ro(y®) =4#(2) — (¥?)'(2) = 4In(2) — (4In(2) - 2) = 2.
Die RWA ist genau dann fiir alle v;,7, € R, f(x) eindeutig l6sbar, wenn die Matrix

@ () mim) - (07 )

regulér ist. Also genau dann, wenn

20 + 484 0 <= a £ 28.

d) Zur konkreten Berechnung schreibt man die Gleichung in Matrixschreibweise

3 4
e Lose nach y” auf: ¢y = - " - Y + f(x).
.. . n Yy
e Fiihre ein = =
Y (y2) (y>
‘ 3 4
Dann ist y; =y = o, yézy"ZE?/Q—ﬁyl‘l'f(x)

Das System lautet

(i) = (o 2) GE0) + ()

Variation der Konstanten, spezieller Ansatz oder Greensche Funktion liefern die
Losung, wobei man die Matrixschreibweise fiir die ersten beiden Methoden benotigt.

Ansatz bei Variation der Konstanten: Y - ¢’ = Inhomognitit!
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Variationsrechnung

Problem: Bestimme y € C'[a,b] so, dass

Iy = / f(ty(t). /(1)) dt = minl

unter den Rand-/Nebenbedingungen:

y(a) = yq, und/oder y(b) = yp .

natiirliche Randbedingungen:
Falls keine Randbedingung in a: fordere f,(a) = 0.
Falls keine Randbedingung in b: fordere f,(b) = 0 .

Notwendige Bedingung fiir ein lokales Minimum:
Euler-Lagrange-Gleichung

d fy(t90(t), y0(t)) = 0

fy(t> y0<t)7 y()(t)) - %

Bei Autonomen Systemen: f nicht explizit abhéngig von ¢. Also f(y(t),y'(t)) .

Notwendige Bedingung fiir lokales Minimum: Hamilton-Funktion = Konstante

H=f-y f,=C

Nachweis der Minimalit&t:
Gelegentlich durch direkten Vergleich von [I[yg] und I[yo + €z] moglich.

Interessant sind nur zuldssige Funktionen gy + €z .

Falls RB y(a) = y, vorhanden ist, muss gelten:
y(a) = yola) + €z(a) = y, <= z2(a) =0

Analog muss ggf. gelten z(b) = 0

bzw. bei vorhandener(n) natiirlichen Randbedingung(en)

fo(a) = 0 und/oder f..(b) = 0.

€ — h(G) = ][yo + EZ] hat ein Minimum bei € = 0.
€2 |e=
l Yo 0

So leitet man iibrigens auch die Euler-Lagrange-Gleichung her. Wir nutzen dies zum Nachweis der
Optimalitat. Siehe Beispiel.
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Beispiel) [Klausur 04/05, Prof. Oberle]

Gegeben ist die Variationsaufgabe :

Ify] = glﬁ(t2 + 4y® + (¢/)?) dt = min! , y(0) =1.

a) Stellen Sie die Euler-Lagrange Gleichung des Variationsproblems auf und geben Sie
die natiirliche Randbedingung an.

b) Losen Sie die sich aus a) ergebende Randwertaufgabe.

c) Zeigen Sie, dass die Losung aus b) zugleich die Variationsaufgabe 16st.

Losung:

a) I(y) = [y f(tyy)dt ftyy) = £ +4y7 +y7
fo =8y fy =2
Euler-Lagrange Dgln. 0 = f, — %fy/ =...
Natiirl. Randbed.  fy[1] =2¢y'(1) =0=¢'(1) =0

b) Randwertproblem:
y' =4y =0
y(0)=1, y(1)=0

Allg. Losung y(t) = Cre* + Coe™

y(0) = Ci+ Gy -1 e e

S = 2t ety — 0} O arer G= gy

e2(t=1) 4 —2(t-1) ~ cos h(2(t - 1))
e +e? ~ cosh(2)

y(t) =

c) Ist y =yo+ eu, u(0) =0, v/(1) =0 Vergleichskurve, so folgt:

I(yo +eu) = [+ 4(yo + eu)® + (y) + eu')?] dt

O\H

1
= / [(£ +4yg + y) + e(Byou + 2ypu’) + €*(4u® +u?) ] dt
0

Der Term mit e verschwindet da fiir ¢ = 0 ein Minimum vorliegt.
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Das kann man auch direkt nachrechnen:
1

I(yo +eu) = / [+ 4(yo + ew)® + (y) + eu')?] dt

0
1

= Iy —|—/(8ey0u—|—26y6 dt-|—/4€u 4 ) dt
0

1
/26 youdt =
0

1

= I[y] — 2e(yp(Du(l) — y5(0 ) + 2 /U 4yo — Yo)

v

0
1
1
ITy] + / 8eyo udt + 2eyju| —
0
0

Beispiel zur Hamilton-Funktion:

1

I(y) = / v+ (v')* — yy'dt min! y(0) =1
0

fy’ -

Natiirliche Randbedingung: f, (1) =

H=f—y -fy =¥+ W)P—-yy —20) +yy =C
dy

W) =y -C= - =y =+/y*-C

Dies ist eine separierbare DGL

:/dtiiarcosh%:t—kk

dy
/ +y2-C

10



