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Anleitung zu Blatt 2 Differentialgleichungen I fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Exakte Differentialgleichungen, integrierende Faktoren
spezielle Differentialgleichungen 2. Ordnung

Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit wihrend der
Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen zusétzlichen Erlaute-
rungen sind diese Unterlagen unvollstindig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen).
Tipp— oder Schreibfehler; die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wéhrend der Ver-
anstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT! Eine Veroffentlichung dieser
Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!
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Exakte Differentialgleichungen

g(t,y) + h(t,y)y'(t) =0 mit g,(t,y) = h(t,y)

Ziel: finde (Potential) ®(¢,y) mit

P4(t,y) = g(t,y) und @,(t,y) = h(t,y)

Dann gilt fiir jede Losung der DGL

d

Eq)(t,y(t)) = O,(t,y) + @(t,y)y'(t) = g(t,y) + ht,y)y'(t) =0

Durch | ®(t,y) = K |sind die Losungen der DGL gegeben.

Vorgehen:
Schritt 1: Priife die Integrabilitdtsbedingung : g, = hy

Schritt 2: Falls erfiillt, bestimme Potential ® . Falls nicht suche integrierenden Faktor (siehe
unten). Dann: weiter mit 1.

Schritt 3: Setze ®(t,y) = K . Falls moglich, 16se nach y auf.
Beispiele:

Beispiel a) e' -y + (1+¢€)-y(t) = 0.

gy = €' = hy = exakt. DGL ist aber auch linear und separierbar!

Beispiel b) (y(z))? — = + ¢/'(z) = 0.

gy = 2y # 0 = h, = nicht exakt. DGL ist Riccatisch.

Beispiel ¢) (12zy +3) + 622 -y’ = 0.

gy = 120 = h, = exakt.

P, (z,y) = 122y + 3 = ®(z,y) = 62y + 3z+ 77

Py (z,y) =62 + 0+ ¢'(y) = h(z,y) = 622

— (y) =0 < ¢(y) =c < P(zr,y) = 62’y + 3z +¢

Losungen der DGL : ®(z,y) = 622y + 32 +¢c = K <= 62%y+ 3z = K .

K — 3z
62

K wird wieder tiber Anfangswert festgelegt.
Zum Beispiel y(1) = 1 liefert K =9.

Allgemeine Losung: y(z) = fir z #0.
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Beispiel d) (5t* 4+ Ty*) + (l4ty + cosy)y = 0.
Oy = 5t + Ty? <= O(t,y) =

o, =

¢'(y) =

O(t,y) =

Explizites Auflésen nicht moglich. numerisch.

Fiir die Losungen gilt

Z(ty) = 383 + Ty’ + sin(y) = K

Losungen sind Hohenlinien von z .

Alternativ bei Anfangswertaufgabe: : numerische Losung z.B. mit ode45.
Zum Beispiel y(0) = 7 also K =1.

Hoéhenlinie zum z-Wert 1 mit Matlab:
nach der iiblichen Definition von x — y— Gitter und z
contour(x,y,z,[1 1]). Genauer:

%» Die Losung einer exakten DGL liegt i.d.R. nur implizit in

% Form von Phi(t,y)= K vor. Anfangswert liefert konkreten Wert
% fir K z.B. K_O Die Losungskurve kann mit Hilfe des Befehls
% contour(t,y,K,[K_O K_0]) veranschaulicht werden.

816
T=-3:.1:3; " o

Y=-5:.1:5; g

[t,y]l=meshgrid(T,Y); 1r K=
K=(5/3)*t. 3+7*y.*y.*t+sin(y); ok

cs=contour (t,y,K,20); F2
clabel(cs,’manual’); i

hold on Ki

contour(t,y,K,[1 1],°r’) =

37.2 1
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ode45:

tspan=[0 0.9];

yO=pi/2;

hold on
[t,y]l=ode45(@funkl,tspan,y0);
yend=y(end) Yder letzte y-wert,

halso falls alles gut geht
%y (t-end)=y(0.9)

plot(t,y,’--’)

xlabel(’t’)
ylabel (’numerical solution y’)

Extra m-file mit Namen funkl:

function dydt=funkl (t,y)

dydt= -(5*t"2+7xy~2)/(14*y*t+cos (y));

numerical solution y

161

14

12

0.8F

0.6

0.4r

0.2

=T
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odel5s: nur beim Aufruf odelbs statt odedb, sonst identisch, liefert

160
¥ = - (5+7y7)(L4ty+cos(y)

14
mit ode15s

12

08r

06F S

numerical solution y

0.4r =~

02r S

und eine Fehlermeldung;:

Warning: Failure at t=8.546910e-001. Unable to meet integration tolerances without reducing

the step size below the smallest value allowed (1.776357¢-015) at time t.

Erlauterung: vor Ort.
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Integrierende Faktoren:

Falls die urspriingliche DGL : g(¢,y) + h(t,y) ¢¥'(t) = 0 nicht exakt ist, dann
ist mit geeignetem m(t,y) evtl.

m(t,y) - g(t,y) + m(t,y) hity) y'(t) =0

A
vV vV

G H

exakt. m heiffit dann integrierender Faktor.

Die Integrabilitatsbedingung lautet

G, = H, < (m-g), = (m-h),

Oft: m(t,y) = m(u(t,y)), wobei
p(t,y) = t oder y oder t/y oder \/t>+ y? oder ...
Falls (hy — g,)/h nur von ¢ abhéngig: pu=1.

Falls (hy — gy)/g nur von y abhéngig: p=y.

2 2
Beispiel: y — % +2y-y =0

Wegen h; =0 # g, ist die DGL nicht exakt. Ansatz: p(t,y) =t -y

mut,y)) gt y) + miut y) - bt y) y'(t) = 0.
G H

Ziel: Berechnung von m, so dass G, = H;.

Gy(t,y) =m/(p) - py-g + m(p)-g, p=t-y

=m'(p) - t (y - 27y2> + m(p) - (1 - 4%)
=m/(p) (ty — 2y°) + m(p) - (1 — _>

Hy(t,y) =m'(p) - pe - b+ m(p) - hy =m'(n) -y -2y + m(p) - 0

t
= ) [y = 1) = ~mGo( (5
= m'(p) -y = —m(u)-%
o1 1
= m'(p) = —ﬁm(u) = —;m(u)
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Dies ist eine separierbare DGL fiir m(u) .

dm —1 dm dis
dp I m I
: _ k
Integration und Anwendung der exp-fkt liefert m(t,y) = . z.B.
Y
1
ty) = —

21/ ,
Alte DGL: y—7+2y-y =0

1 2 2
Neue DGL: ;——y—l—g'

2 y=0

—2
Probe: G = = H; : stimmt!

Neues Ziel: ®(¢,y) mit G = &, und H = P,.

2 2y
B, =+ = Bty = L + (1)

2y . 1 2
:><I>t:—t—2+g0(t):G(t,y):———

= o(t) = 1 < p(t) = In|t| +c
2
— B(ty) = 5 + Int|+c
2y(1)

t
Losungen der DGL: 5 + In|t| = K also y(t) = §(K —Inl|t]).
Bemerkung: alte DGL ist auch als Ahnlichkeitsdgl 16sbar.
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Spezielle Typen von DGL’n zweiter Ordnung

y'(t) = @ yt), y'(1)

Ziel: Zuriickfithrung auf DGL(-System) erster Ordnung

TYP 1) | 4'(t) = f(t, ¥ (1))
Substituiere: z(t) := y'(t). Dann ist 2/(t) := y"(¢).
Neue DGL: | 2/(t) = f (¢, 2(t)) | ist erster Ordnung.

BEISPIEL: y"(t) = =2ty (1), y(0) = yo,
7= =2z <— dz = 2tz
dt

= _ —/2tdt — In|z| = -+ C

dy = Ce¥dt = y = K + / Ce " dt

Oder bei einer Anfangswertaufgabe:

Yy t )
/ dn = / Ce " dr
Yo to

y(t) —yo = C- ¥ -erf(t)

Zweite Konstante C' muss durch vorgabe eines zweiten Anfangswertes be-
stimmt werden. Zum Beispiel y'(0) = 2 liefert C' = 2.
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TYP 2) Autonome DGL: rechte Seite hingt nicht explizit von ¢ ab.

y'(t) = fyt), (1)

Fiihre zuriick auf ein System erster Ordnung;:

y = y(t), o(t) = Y1),
y: - y’(lﬁ):v(t), V'(t) = () = fly(t),y' (1) = fly,v)
(1) = ()= ()
dv  f(y,v)

Losungen erfiillen — =
Yy v

(vgl. Stromlinien, Ubung 2, Analysis III).

BEISPIEL: (1 —y(0)y"(t) — 24/ ()2 =0, y#1.

Schritt 1: y” isolieren liefert

" 2(y'(1))* :
t) = — )./ (t
y (1) Ty fy(®),y'(¥))
Schritt 2: neue Variable v := ¢/ einfiihren, ergibt neue DGL:
2
V(1) = Fult),o(0) = T

Schritt 3: t los werden. Das heifit zur Phasengleichung {ibergehen und diese
16sen.
Oben hatten wir Z_Z = 1Y) Hier also

dv 1 20% 1 2v
5 = f(y7 U) - = =
dy v l—y v 1—y
Dies ist eine separierbare DGL fiir v(y) und liefert
d d 1
v 1—y (1-y)

Schritt 4: ¢ als Funktion von y berechnen. Nach Definition ist v = %

(O Y Py
y)?

dy v C C
(1-

—3C
Auflésen nach y ergibt y(t) = 1+ /3C(t— k).

Integrationskonstanten C, K : iiber Anfangswerte zu bestimmen

Integration liefert: t— K=
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Ist zum Beispiel vorgegeben:  y(0) =2, %/(0) = 3, so rechnet man:

o(y) = e = 3= =

I a—2p ¢

und damit

2=y(0) =1+ /3Ct-K) =1+/90-K) = K =-1/9
Also
y(t) = 1+/3Ct—K) = 14+4/9(t+ ).

Hinweis zur Aufgabe 4:

Wirmeleitungsgleichung: Awu — %ut = ¢(x,t)

homogen: ¢(x,t) =0,

stationdr= zeitunabhéngig : u; =0 und ¢(x,t) = ¢(x).

Im (réumlichen) R? : AU = Uyy + Uy,
im (rdumlichen) R3 : AU = Uyy + Uyy + Uz,

Radialsymmetrisch im R” : Loésung hdngt nur vom Abstand zu Null ab,
u = u(r), r= |l und

Au = u"(r) + =L/ (r) (vgl. Typ 1 oben)

r

Hinweis zur Aufgabe 3:

Es gibt einen integrierenden Faktor der Form m(u(z,y)) mit p = /x> + y?



