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Anleitung zu Blatt 1 Differentialgleichungen 1 fiir
Studierende der Ingenieurwissenschaften

Elementare Losungsmethoden fiir
explizite Differentialgleichungen 1. Ordnung

Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit
wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen
zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstédndig (z. Bsp. fehlen
oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig
auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine
Korrektur im Netz erfolgt NICHT! Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an
anderer Stelle ist untersagt!



Explizite Differentialgleichungen 1. Ordnung

Bisher : algebraische Gleichungen — L&sungen : Zahlen /Vektoren
Jetzt : Differentialgleichungen — Losungen: Funktionen

Gesucht : Funktiony: D — R, D C R mit \/ [KJ() :&\[%5

y(t) = f (& y(t))

Beispiel: DGL. gy(t) = 7 y(t t t>1 .
cspiel: DGL. (1) = fy(®) + ¢ ¢ Gk < e 2t
Jede Funktion  y(t) = ct + t?, ¢ € R erfiillt die DGL

/
— i.d.R. unendlich viele Losungen! _J;
— Anfangs- oder Randwerte nétig (AWe/RWe)

Physikalisch klar: Geschwindigkeit bekannt — Ort?

e DGL'n oft nur numerisch |6sber



e spezielle Typen auch analytisch losbar

Separierbare DGL/Trennung der Variablen

Jy \
vt = £(1 -g_(y(t)) =109 || y! = o SRS

N

Falls g(y
3y _|ec)st
1 / . - =
a@ "’ =10 = [ Q‘/f Lm

Substitution Y = y (t), dY/dt=y'(t), dY =y'(t)dt liefert

%/g(y)dY/f(t)dt

Ubliche Kurzschreibweise

v 1) =2 = fely) = % = f(0)at
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Transformation auf separierbere DGL
Bestimmte Typen konnen auf separierbare DGL transformiert wer-
den, z.B. y' = f(£) (siehe Vorlesung), oder 3y’ = f(ax + by + ¢).

Beispiel B)

2

() =1 \ firs—y+4>0,y0) =1
y(z) +x_y+4) irz—y+4>0,y(0)
Substitution : 2 =z — y + 4 liefert  Z(x) = X - (=) +4
~—— —~— — _
/ _ [ (%
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— = —— eine separierbare Dgl. @/ /
dx z R Y
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C

dz 2 ~
— =——- = [z-dz = F2-dx .
dx 2 LYy L <

T
2
/zdz = —/Qdac — % = —2rx+¢ = z(x) = £Vc—4x.

-

Die Losung ist natiirlich nur fiir ¢ — 42 > 0 definiert. Riicktrans-
formation ergibt die allgemeine Losung Z - -+ 4

yo) =z +4Fve—dr. | =" —T
—/

Der Anfangswert y(0) = 1 liefert \/(O )= O « 4 < E

\/ﬂ

l=y0)=0+4F+vVc—-0=c=9%ylx)=r+4—-Vv9 —4x



Lineare DGL 1.0rdnung = ¢/(¢) + a(t)y(t) = h(¢)

—_ oy¢h
Zugehdrige homogenen DGL : y; () + a(t)yn(t) = 0 § *
‘.t T Ay
Inhomogenitat : h(t) enthilt kein y . ~(£). (£ - _—
¥ ik )y (t) i
e Bestimme allgemeine Losung der homogenen Glelchung Qj
di — <:>f % dt <— D

<> In \y[ t)dt —/cyp.)

e Bestimme eine (spezielle/partikuldre) Lsg. y, der inhom.Aufg.

e Setze zusammen zur allgemeinen Lésung der inhomog. Aufg.

t) = c-yn(t) + yp(t) ceR




—Spezielle Ansatze falls h Polynom/cos / sin etc. (s.unten)

—Variation der Konstanten: Ansatz | y,(t) := c(t)yn(?) ‘
Einsetzen in DGL




. _occky y ()
DGL@— 2. Y = at2e?3 —- h(t) \/W 7\/\

e———

yp — 0 yp = ¢ (H)yn(t) + (t)yh(t) — 2 c(yn(t) = (Oyn(t) %—L(Q)

Ansatz erfiillt dGL, wenn | ' (t)yn(t) = h(t) \/ln :JL ‘/L‘ Y
4(/
3 3 / _ JA A
Hier also, wenn d(t)eT = at?e ¢ (H = < &= ) 3
t3 3 .3
Zum Beispiel: ¢(t) = g = Yp(t) = ageé 7(>(£\? o
o — {
e Setze zusammen zur allg. Losung der inhomogenen Aufgabe.
t 3
y(t) = yp(t) + c-yn(t) = (a5 +ce?  ceR.

e



Bernoullische DGL:  3/(t) + a(t)y(t) — b(t)(y(t))* =0

a#0,1 A ﬂ\ N —<
Substitution : u := y' = liefert Al %) - (3 (<) > Aol
o u/(“ : (A/D{\ “_)(H \/ I(L\
Dies eingesetzt in die DGL ergibt o

y/. u, 3 [)z ) ) \
1 - ay by =0 vorausgesetzt y # 0 folgt l (4 s |
@ K -__r/—/—\

~S

v+ (1 —a)ay'~* — (1 —a)by’ =0 <
"

W+ (1—a)a-u=(1—a)b &

— 2. )X A :(uz)fﬁxg
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A
Beispiel D) y/ = 2z(20%2 — 1)y = - [ + 170

Sortieren:  y' + Qxy — 4x yo—
~—

%
Bernoullische DGL mit : a = 3, a(x) = 2z, b(x) = 4a°.
' N 1 - o
Substitution: u© = y~2 liefert die neue Dgl. : ) (w=19 )

/

i ARG —_—
W —2-2r - u=—2-4z° <:>kfu/—4:1:u:—8aj3 (

L _ )
Diese ist linear. Homogene Gleichung: LA\,\_" U = QO

P J‘M - JKLMJ* .

dx

S 1 C
= In|u| =22° + ¢ me {ZK\ <y
@@%/26—62—%% ceR l W,

)N ¢
_ A - C(%) C.

\ U\\,\("):C’ € v((o - CKEQ\#L /11\—/“1\-/
wel(=) = < (=) &2’%



Eine partikulire Losung der inhomogenen Dgl. v/ — 4xu = —8z° 13
erhalt man z.B. durch den polynomialen Ansatz C "( ) ¢ &
U, = ar® + bx + ¢ Yoz =~Tonz

2. _ 0
Einsetzen in die Dgl liefert /><7, ; ‘f@’“, ©
J dax’)— 4bx? — dex = —8a3 :>up—2:1:2—|—1 5 \Qf:ﬂ

—Lxu — \5><§ 20\ - -
Losung u = ce2®’ + 222 + 1
Fiir die urspriigliche Gleichung folgt (w= ~ -ﬂ:)
A

DNo|—

y = (062x2 + 22° + 1)_
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Riccatische Differentialgleichungen

Gegeben sei eine partikuldre Losung y,, der Differentialgleichung
v
y'+a(z)y'+ b(x)y* = c(x).
Weiterhin sei y eine beliebige Losung der Differentialgleichung.

Dann [6st die Differenz uw = y — y,, die Differentialgleichung:
u' + [a(z) + 2b(z)y,(z)]u + bu®* = 0.

Losungsmethode: Bernoulli DGL mit o = 2 —

1 A
Standardsubstitution: w := ul 7% = <
Yy — yp
Neue DGL: w —(a+2b-y,)w =0b.| &
1\ ‘nk K 2/
O /\[’ﬂ') N ff\‘\‘:?to 13

L L



Beispiel: A L 9

/ _

2 O +hY =—

y/ _ _y2 4+ t_2 7/“\‘ / C
2

Die Differentialgleichung ist Riccatisch mit a = 0, b= 1,¢(t) = 3.

1\’ 1. k
Wegen ) == liegt der Ansatz y, = m nahe.

Einsetzen in die DGL fiir y liefert

k k2 2
_t_2:_t_2+t_2 — k2—k—2=0

mit den Losungen k = —1 und k£ = 2.

| 1 1

1
yr—\qund w = = .
i i Y=Y ?JJF%

Die Differentialgleichung fiir w lautet

Wir setzen
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5 i =
w' — la+2by,lw=>b <= Mfl \/\/L\J« !
Losung der zugehorigen homogenen Dgl w; = —%wh: __9&’1 = *’_Zf
— — @b st
<— In|w|=-2In|t —|— C = w,=ct "

_ @mw. . (- L) C
\w\ = . L

Losung der inhomogenen Aufgabe mit Hilfe der Variation der _;

Konstanten: [/ \ B JQ*Z . E %EJC

w.() - C Ul) .}E'l w = C(t)t_2 Einsetzen in DGL fir W \,\)(J(,) = *C:g?’
—
C/CQ\JC =/ \J (%):C(Qﬁ%L
[ A
\\]! _C (Q\Ea
4+ C(k) ==




Damit lautet die allgemeine Losung der inhomogenen Aufgabe

1 1 3t2 1 213 —3C

Y= w t $8+3C t t*+3Ct
L e
\,\[0\( 393\0 C’\
A
W= —
N+ =
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Typ

DGL

Losung/Subst

ggf. neue DGL

separierbar

y(t) = h(t) - g(y)

[ 35 = [ h(t)dt

Ahnlichkeits yt) = f (@) u(t) := @ u = f(u)t— U
DGL separierbar
Ahnlichkeits y(t) = f(at +by(t) +c) | u:=at+by(t)+c U =a—+ bf(u)
DGL separierbar
Lineare DGL yn(t) = —a(t)y;:(t) fd;—hh = — [a(t)dt separierbar

Lineare DGL | y(t) = —a(t)yﬁ(t) + h(?) y=-c-yn+ Yp

v+ (1 —a)a-u=

Bernoullische v + a(t)y4— b(t)y® = 0 u =y (1 —a)b
DGL a # 0,1 linear
Riccatische | 3 + a(t)y4—|— b(t)y* = c(t) U = y_lyp U —[a+2b-yy -u=5>
DGL c nicht ident. O

linear
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Beispiele:

l_ul
Vo= ~+

a’f/u _ {(u;)

Typ

DGL

Substitution

ggf. neue Diff.gleichung

2 1 2 2 Z
Yy =y +x"ev

y/ - taixy+y2 — sin

2

X

42

'—%y—l-t%yz

49+ 2y +y° =0

y' = cos(2x — 3y)

Y + sin(t)y = cos(t)
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