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51 Vergleich von Mächtigkeiten in ZF

Definition 1.1

X y x isthöchstens somächtigwiegt Jf X y
X y X ist schmächtiger als y xey undix y

Satz
x x und g y x ey e x ey und xay es x g

Beispiel

f X x g y y h Ey

g hof X sy



Bemerkung 1.3

Für alle aß gilt LEß oder BAR.Daher aß oderaußoder

Satz 1.4 Satz 1.5

Ordnungseigenschaften L L

i XIX i xxx

ii Xy 1927 Xs z Iii yay z

liidxzynysx x

ycinkxylxsyvyfxlGACliiiltxlxa.gr x guy a AC



Satz 1.6 Satz von Cantor

Für alle ist Pott

Beweis

zig es gibt keine Surjektien

Ang F X Potex Dann ex z next u flu
Sei vex 9 d flu Z Dann vez und VEZ 4

n

Satz 1.7

KIß Lh ß
Beweis Hartogs für alle x ex a s d es kein f mit f c x gibt
Wähle also ßzu as.cl es keine Ing Gibt D h.BA



Definition 1.8 Aleph Operation Ho
Xy 0 falls x keineOrdinalzahl ist

Ho W

Hat kleinste y mit 448
Kg U Aß ß48

Anfangszahlen

021 24 TWEET Eur Hz
erste Zahlklasse zweite Zahlklasse



Satz 1.9

Für alle aß äquivalent
4 as ß ii ka Xp iii ka h Xp

Beweis i Cii und iii

ß O

Nachfolgeschritt für ß Ang 3X.DannKaEXp und

Xp Aßen Also Hah Xßte Dann Da Aßen

Limesschritt gelte für ß 8
Sei 872 Dann 0 1 g Ha 4 Man Xs

Hat Man 1 Hg X g M g
D



Soja süß an

ii a Xp a Aß
iii Xa ist Limeszahl

Beweis

C wen Dann ex Ey kg so Setze ß U pltigen
Dann ist a Xp

iii W Ex L Sla D

Satz 1.11 Satz von Hessenberg
Für alle a ist Hau Xxxxx
Beweis 127 129



92 Kardinalzahlen
ZFC

Jede unendliche Menge ist zu einem Aleph gleichmächtig

2 1 Definition Kardinalzahl

x heißt Kardinalzahl EXEW VIXX X

Schreibe K L µ
v für Kardinalzahlen



Bemerkung 2.2

C K X Und ii KEN Usd

Satz 2.3

VX K X K
Mächtigkeit von

Definiti 1 5 das n mit x K

µ
das i mit ni x endlich

dasDamit Xx X unendlich

Satz
4 xrystxllylliilxeyalxls.ly

a xayalxtslyl



2.6 Definition
i x heißt abzählbar 1 1 4 Xo
Iii x heißt abzählbar unendlich IK Xo

Ciii x heißt überabzählbar 1 1 40 1 1 n

Satz 2.7 Die Vereinigung vonhöchstens Ha vielen Mengeneiner

MächtigkeitXx hat Mächtigkeit SM
Als Han KyCy ex lyl xd IV XI Xx

Beweis
Sei NIE Xx g X IX Für alle yet sei lyle da
Dann Efffige X3 FO fe HalfinjlyeX
h Auswahlfunktion auf ty hffe Xxlfing ist lnj.vong.int

f UX sXaxXn z Go g jo istkleinsteOZ mit ze g 8



Or hgng Cz Also UX I X x Xx Xx
D



BEFÜLLT
um Cuxa um 91311

Kardinale Multiple K µ Kerl
Kardinale Exponent K mal

Bemerkung 2.9

i
lxuylslxltlylliilxngs.de

dann Ixuyl 1 1 4
xuy unendlich dann lxuyt lxlelyl maxklxlily13

ci lxxyl lxl.ly
Iv 19 1 1 1

K




Bes Xuy unendlich dann lxuyt lxlelyl maxklxlily13

ru g unendlich Iyl EIN
XS XU y x x 03 U y 13 Xx 903301 913

Xxx x

X lxuyl lxltlyl maxslxl.ly
Bemerkung

kardinale Add ist nicht für alle OZ definiert

Kardinal Add ist kommutativ

K unendlich Kt1 SCH KA K KEI K

schreibe Kt



Satz 2.10 hard Add KTM ICK 0 U µ x 13

i t ist kommutativ und assoziativ

ii µ so KME KTV

iii k Xo Key max min

Beweis zu ii

µ U CK SO U Mx 13 Klux 03 v82 13



2.11 Kard Multiplikation K.ME Kxpl
i kommutativ und assoziativ

Ii K A K µ neo

iii Msv K.pe K V

in K O O

o Mit k do und µ 0 ist Kyu max u µ

BIT a o und 0

r Sei k Xo und 14µs K Dann ist K K 0

F KM FKK K



2 12 Kard Exponentiation KM IM Ul
i KMH KNOW C KME KH
C K.NM KM.AM Liv MEH KM ERDEMsv
r O A und O 0 K FO Vi Ko I und Ki k IFO UM

Cui IPot 1 2 Giri kzx.AZ EMEK M 2

Beweis

Cii Seiner_MK MMK ULM

ordne f x ß FL ß LEM ß et K

g ß EG FUß ne e MK zu

g a flaß



Vi Ko I und Ki k i O K

KO OK 03 KO I

µ_ 03K K K

Sei nun Ki K KIM Ki OK K K K

wir K Xo 12 EM K M 2

Z EM SK E IPA K IK E ZU E ZK E 2K



KÄLTE xp max an

X1 X An Hz X2

Satz
i 121 Xo
Cii l Q1 Xo



Satz 2 15

i IRI 2 0

II I Ex c Pot R x offen31 IRI 2

Beweis 1 IRI 42 0

Tf g R R

fir GEE II 9hr E gof Bijektionvonlo.inR

noIR0,1 Ordne Xo 0,1 Dual darstellung zu Dasgibt
0 1 2 2

2 2 0 SIRI
T fetoz EE.it 1



ii l Exe Pot R x offen31 IRI 2

Beweis K I Ex c Pot R x offen31

g IR
Pot R

r r 1 ru D h IRI EK

t.zg.RS POtCQXQ

WeQXQtFUE T T T T T TG Ew

ist Suri von Pot Q Qt nach ExePotCR offen

K s Pot Axa

IQ QM Xo

KFZ OKO Z IRI B


