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- Definition '
Einfliihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

Notation.

m Sei k ein Korper.

m Sei A/k eine abelsche Varietat.

m Sei g =dim(A).
Die Kummer-Varietdt von A ist definiert als K := A/{+1}.
Fakten.

m /K ist eine projektive Varietat.

s Man kann K in P?’~! einbetten.

m Das Bild von K in P?’~1 kann durch quartische Gleichungen
beschrieben werden (Matev, 2010).
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- Einfliihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

Beispiel.

m Sei A = FE eine elliptische Kurve, gegeben durch eine
Weierstrass-Gleichung

E:y2+a1xy—|—a3y:a:3—|—a2x2—|—a4a:+a6, a; € k
mit Punkt co im Unendlichen.
= K =P!

m Eine Surjektion k : E — K ist explizit gegeben durch

(x:1), P=(z,y) € E\{x}
KJ(P):{(l:O), fg:oo
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- Einfliihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension -

m Sei char(k) # 2.

m Sei C/k eine glatte projektive Kurve vom Geschlecht 2

= Es gibt eine affine Gleichung y* = f(x) von C, mit

f(z) = fo+ fiz+ fox® + f32° + faz* + f52° + fea® € k[z]
und deg(f) € {5,6}.
m Sei A= Jac(C)
m K = A/{+£1} wird Kummer-Flache genannt.

m Klassisches Objekt im Fall £k = C (Kummer 1864, Cayley 1877,
Borchardt 1877, Hudson 1905)
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Explizite Kummer—Flache |

Einfliihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

Fragen.

(1) Kénnen wir eine Einbettung K < P3 und die induzierte Abbildung
k: A —» K < P3 explizit beschreiben?

(2) Kénnen wir x(A)C P? explizit beschreiben?
Strategie.

= Man benutzt A = Pic’(C).

m Aus Riemann-Roch folgt: Ein Punkt P = [P, — P»] € A\ {0} entspricht
genau einem ungeordneten Paar { P, P>} von Punkten auf C.

m Fir x1,29 € k sel

Fo(r1,22) = 2fo+ fi(z1 +x2) + 2fa(x122) + f3(21 + 22)T122
+2f1(x122)? + f5(x1 + x2) 2129 + 2f6(T122)°.
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- Explizite Kummer—Flache Il '
Einfliihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

Man kann k z.B. folgendermaBen explizit beschreiben: (Flynn, 1990)

m Seien P = (:Cl,yl), Py, = (:Cg,yg) € C'und P = [Pl — PQ] c A.

m Dannist k = (k1,...,K4) : A — K < P3 gegeben durch
Iil(P) = 1
HJQ(P) = X1+ X9
Iig(P) = T1I2
ka(P) = Fo(z1, ) — 2y192

(21 — 22)*

m Das Bild K = k(A) ist gegeben durch eine explizite quartische
Gleichung K(z) = 0 in P3.
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- Arithmetik auf K | '
Einfliihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

Die Gruppenstruktur auf A wird teilweise auf K reflektiert, z.B.:

m x(2P) = k(—2P) = Verdopplung auf K wohldefiniert.

m Q€ A2 = k(P+Q)=r(—P+ Q) = Addition von x(Q) auf K

wohldefiniert.

Genauer. (Flynn 1990): Es gibt ein Quadrupel 6 = (01, d2, 03, d4) von

homogenenen quartischen Polynomen §;(x1, . .

., x4) mit Koeffizienten in

Z[fo,- -, fé] und eine lineare Abbildung Wy, : P> — P?, sodass

2]

A—A
o

K—K und

kommutieren, wobei 7g(P) = P + (@ ist.

TQ
e

A A
L
K —2 K
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- Arithmetik auf K I '
Einfliihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

m Seien P, () € A.

m |.A. kdnnen wir k(P + Q) nicht aus {x(P), xk(Q)} berechnen.
m Aber: Wir konnen {k(P + Q), k(P — @)} aus {k(P), x(Q)} berechnen!

Genauer. (Flynn 1990):
Es gibt biquadratische Formen B5;; in den k;(P), ;(Q)) mit Koeffizienten in
Z| fo, - - -, fe], sodass projektiv

Bij(k(P),k(Q)) = ri(P+Q)ki(P—Q)+rij(P+Q)ri(P—Q), i # ]

gilt.
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- Geschlecht 2 in Charakteristik 2
Einfihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf hohere Dimension

Frage. Konnen wir Flynns Resultate auf beliebige Charakteristik
verallgemeinern?

m Sei k ein beliebiger Korper.
m Sei C/k eine glatte projektive Kurve vom Geschlecht 2.

= Es gibt eine affine Gleichung

v + h(z)y = f()

von C, mit
f@) = fo+ fiz+ for® + f32° + fax* + f52° + fea® € k[z]
h(z) = ho+ hiz + hox® + hax® € k[z].

m Seien A = Jac(C) und K = A/{£1}.
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- Kummer-Flache in Charakteristik 2
Einfihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf hohere Dimension

Sei P = [Pl — PQ] cAmit P = (:Cl,yl), Py, = (.CCQ,yQ) e C.
Dann kann k: A —» K < P3 durch

k1T = 1

Ky = 1+ X2

K3 = T1%2

oy — Fo(z1,22) — 2y1y2 — h(x1)y2 — h(z2)y1
(71 — 22)? ’

beschrieben werden.

Das Bild K = k(A) ist gegeben durch eine explizite quartische Gleichung
K(z) =0 in P3.

Frage. Wie konnen wir die Abbildungen 9, B;; und Wy finden?
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- Formeln in Charakteristik 2 '
Einfihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf hohere Dimension

Strategie fiir 9, B;; und W,.
(1) Wir nehmen char(k) # 2 an.

)
(2) Sei C'": y* = 4f(x) + h(x)?. Dann ist C birational dquivalent zu C".
(3) Sei K’ die Kummer-Fliche zur Jacobischen von C’. Dann gilt K = K’
)

(4) Wir finden einen expliziten Isomorphismus 7 : K — K’ und
transportieren die Formeln von K’ nach K.

(5) Wir modifizieren die erhaltenen Formeln, sodass sie wohldefiniert und
nichttrivial modulo 2 sind.

(6) Wir nehmen char(k) = 2 an und liften K und die Formeln zu Objekten
iber dem Ring W (k) der Witt-Vektoren von k. Vertraglichkeit mit
Reduktion modulo 2W (k) zeigt die Korrektheit der Formeln.
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- Verdopplung in Charakteristik 2 '
Einfihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf hohere Dimension

Sei char(k) # 2. Ein expliziter Isomorphismus ist z.B. gegeben durch

7 K — K

(21,29, T3,24) +— (x1,22,x3,4x4 — 2(hohoz1 + hohsxa + hihoxs)).

Sei 0 : K — K, sodass
K—>K

kommutiert, wobei ¢’ die Verdopplungsabbildung auf K’ ist.
Durch einfache Manipulationen erhalten wir

5:(51,...,54):K—>K

mit 0;(xz) € Zlfo,- .-, fs, ho, - - ., hg][z] nichttrivial modulo 2.
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- Verdopplung in Charakteristik 2 — Beweis '
Einfihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf hohere Dimension
m Sei char(k) = 2.

m Sei W (k) der Ring der Witt-Vektoren {iber k£ mit Quotientenkorper I.

m Sei Ay eine Jacobische Flache tiber [ mit Kummer-Flache Ky, sodass
Aw = A (mod 2W (k)) gilt.

m Sei P € Ay und P = P (mod 2W (k)). Wegen Sy (k(P)) = (2P) gilt

oder )
0i(k(P)) = 0 fiir alle 3.

m Wir zeigen explizit, dass fiir x € A* aus K(z) = 0 und
(61(x),...,04(x)) = (0,0,0,0) immer z = (0,0,0,0) folgt.

= ¢ ist die korrekte Verdopplungsabbildung auf K.
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- Biquadratische Formen in Charakteristik 2 -
Einfihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf hohere Dimension
Seien x,y € K und fiiri,j € {1,...,4} sei b}, gegeben durch

bgj = Bz/'j(T(x)vT(y))'

wobei B;; die beschriebenen biquadratischen Formen auf K’ sind.

m Wegen 7(k;) = r; fiiri =1,2,3 gilt By;(z,y) = bgj firi=1,2,3.

m Die Formen B;4 konnen als Linearkombinationen der b,’L-j berechnet
werden.

m Es gilt: Bz-j(x, y) = 1/16Bm(a?, y) c Z[f(), ..,y fe hoy e s hg][x, y] Ist
nichttrivial mod 2 fiir alle 7, 5.

m Liften iiber W (k) und Nichtverschwinden aller B;;(z,y) fiir
r,y € A*\ {0} zeigt die Korrektheit der B;;.
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- Alternative Ansatze | '
Einfihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf hohere Dimension

Duquesne (2008).

m K, 0,B;;, Wq fiir char(k) =2 und h3 =0

m Fiir diesen Spezialfall gleiche Resultate

m Methode: Imitation des Originalansatzes von Flynn

m Problem: Nicht auf beliebige Charakteristik zu verallgemeinern

m Ziel: Anwendungen in der Kryptographie
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- Alternative Ansatze Il '
Einfihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf hohere Dimension

Gaudry (2008).

m Sei char(k) # 2.

m Ansatz: Beschreibe K sowie Arithmetik auf K mittels Parametrisierung
durch Theta-Funktionen.

m Geht zuriick auf Hudson (1905).

m Vorteil: Einfachere Formeln als bei Flynn;

m Nachteil: Formeln nur iiber k(A[2]) definiert.
Gaudry-Lubicz (2009).

m Sei char(k) = 2.

m Ahnliche Methoden liefern Parametrisierungen mit den gleichen Vor- und
Nachteilen.
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- Schnelle Multiplikation | '
Einfiihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

m Sei k ein (groBer) endlicher Korper.
m Sei Pec A(k), n € Z.
Frage.
Wie kann man nP moglichst schnell berechnen?

m Wichtige Frage fiir die Effizienz von kryptographischen Verfahren, die
auf dem DLP in Geschlecht 2 aufbauen.

m Antwort hangt von k& und C' ab.
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- Schnelle Multiplikation 11 '
Einfiihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

Erinnerung.

m x(P), k(Q) fir P,Q € A(k) bekannt & k(P + Q) kann auf K
berechnet werden.

= K nicht interessant fiir Double-and-add oder Sliding-Window Methoden.
Aber.

m x(P), k(Q), k(P — Q) fir P,Q € A(k) bekannt = k(P + @) kann auf
K berechnet werden.

= K interessant fiir Montgomery-Leiter Methode!
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- Montgomery—Leiter: Algorithmus '
Einfiihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

m Sei P € A(k) und sei n = > 7" n;2" mit n; € {0,1} fiir alle 4.
m Setze (z,y) := (k(0), k(P)).
m Fir alle 2 von m bis 0

0 setze (z,y) := (2z,x + y) falls n; = 0;

T,y) :
0 setze (x,y) := (x + vy, 2y) falls n; = 1.
m Dann gilt x = xk(nP).
Fakten.
m In jedem Schritt gilt © = k(sP) und y = x((s + 1)P) fiir ein s € N.

= Alle Additionen sind wohldefiniert auf K.
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- Montgomery—Leiter: Eigenschaften '
Einfiihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

Effizienz.

m Besonders effizient fiir char(k) = 2;

m fiir Kurven mit char(k) = 2 und hg = ho = 0 # h; schnellste verfiigbare
Methode zur Multiplikation (Gaudry-Lubicz hier nicht moglich);

m Fiir Kurven mit char(k) = 2 und hg =0, ho = hy = 1 ist Gaudry-Lubicz
ca. 20% schneller;

m Bei vergleichbarer Sicherheit schneller als Montgomery-Leiter Methoden
fur elliptische Kurven.

Sicherheit.
m Nicht anfillig fiir Seitenkanalattacken

= Besonders interessant fiir Hardware-Implementierungen.
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Einfiihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

Sei k ein Zahlkorper oder Funktionenkorper.

Frage.
Wie kénnen wir Punkte P = [P} — P»] € A(k) konstruieren?

m P, P, € C(k) = einfache Punktsuche auf C(k).
2 LA PL.PcCl) mit[l: k] =2

m A lisst sich in P als Schnitt von 72 Quadriken einbetten = Suche
nicht praktikabel

m Ansatz (Flynn, Smart, Stoll): Es gilt P € A(k) = k(P) € K (k).

m Suche x € P?(k) sodass K (x) = 0 gilt (z.B. mittels Siebmethoden) und
versuche nach A(k) zu liften.
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- Hohenfunktion -
Einfiihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

m Sei k ein globaler Kérper und M. die Menge der Primstellen von k.

m Fiir N > 1 ist die Hohe auf PV (k) definiert durch

h(lCo,...,ZCN) — Z logmaX{‘x()’v?"'?’xN"U}‘
veMy

m Sei A/k eine abelsche Varietdt mit Kummer-Varietdt K und explizitem
ki A—» K< P¥1

m Die (naive) Hohe von P € A(k) ist definiert durch
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Kanonische Hohe

Einfiihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

Definition.
Die kanonische Hohe von P € A(k) ist definiert durch

h(P) = lim —h(2"P)).

n—oo 4n

Eigenschaften.

m } ist eine quadratische Form auf A(k).

m /L — h ist beschrinkt.
m A(P) >0 fiir alle P € A(k) und h(P) = 0 < P hat endliche Ordnung.
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- Anwendungen -
Einfiihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

Sei A eine Untergruppe des freien Anteils von A(k) von endlichem Index.
Angenommen wir konnen

(1) A(P) fiir P € A(k) berechnen,
(2) max{|h(P) — h(P)|: P € A(k)} beschrinken,
(3) {P € A(k) : h(P) < B} fiir geeignete B in R finden.
Anwendungen.
m Berechnung von Erzeugern von A(k),

m Numerische Verifikation der Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer
in Beispielen.
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- Lokale Zerlegung '
Einfiihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

Sei § : P?"~1 — P2~ sodass §(k(P)) = k(2P) fiir alle P € A gilt.

Satz. (Néron, Lang) Es gibt fiir alle v € M}, beschrankte Funktionen
ty : A(ky) — R, sodass

A

W(P) = h(P) =) no(k(P))

fir alle P € A(k) gilt. Hierbei durchlauft v die
m Stellen schlechter Reduktion von A

m archimedischen Stellen von k.

Fakt.
Man kann die Funktionen g, durch §°"(x(P)) ausdriicken.
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- Resultate fiir kleine Dimension
Einfiihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

Es gibt effiziente Algorithmen zur
(1) Berechnung von h(P) fiir P € A(k),
(2) Beschrankung von max{|h(P) — h(P)|: P € A(k)},
(3) Bestimmung von {P € A(k) : h(P) < B} fiir geeignete B in R.
in den Fallen
m g =1 (Néron, 1965, Tate, 1976; Silverman, 1988; Siksek, 1994)
m g =2 (Flynn-Smart, 1997; Stoll, 1999, 2001; M., 2009)
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- Schnitttheorie -
Einfiihrung Kummer-Flachen fiir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf héhere Dimension

Alternative fiir die Berechnung von h(P) ohne explizite Kummer-Varietit:
Arakelov-Schnitttheorie iiber Spec(QOy) (Hriljac, 1980).

Benotigt:
m Desingularisierung von arithmetischen Flachen,
m explizite Schnittzahlberechnung auf arithmetischen Flachen,
m Berechnung von Thetafunktionen iiber C.

Bis jetzt implementiert fiir hyperelliptische Kurven (Holmes, 2010; M., 2010).
Rekord: g = 10.

Problem.
Nicht bekannt, wie h(P) berechnet werden kann.
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- Verallgemeinerung auf ¢ = 3 -
Einfihrung Kummer-Flachen fir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf hhere Dimension

Frage.
Konnen wir die Resultate fiir g = 2 auf hohere Dimension verallgemeinern?

m Sei char(k) # 2.

m Sei C:y? = fo+ fiz+ ...+ frz7 eine glatte hyperelliptische Kurve
vom Geschlecht 3, A = Jac(C) und K = A/{+£1}.

Dann kennen wir
m eine explizite Beschreibung von x : A — K < P7 (Stubbs, 1999);

m eine explizite Beschreibung von x(A) C P als Schnitt von einer Quadrik
und 34 Quartiken (Stubbs, M., 2010),

m fiir alle Q € A[2] die lineare Abbildung Wy : P” — P7 mit
Wo(k(P)) = k(P + Q) fiir alle P € A (Duquesne, 2001).
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- Biquadratische Formen fiir ¢ = 3 '
Einfihrung Kummer-Flachen fir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf hhere Dimension

Proposition. (M., 2010) Es gibt keine biquadratischen Formen B;;(z,y),

1 <14,7 <8, sodass

Bij (R(P)v K(Q))
Bii(k(P), £(Q))

fir alle P, € A gilt.

Frage.

Iii(P + Q
5P+ Q)ri(P = Q)

N——"

ki(P— Q)+ rj(P+Q)ri(P—Q), i # j

Konnen wir solche biquadratischen Formen lokal finden?

Jan Steffen Miiller
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Ein Beispiel
Einfihrung Kummer-Flachen fir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf hhere Dimension

Beispiel. (Duquesne, 2010)

Sei

C:y?=4+2%+ 23+ 42t +22° — 42° + 27
und seien
und

P =[(z1,y1) + (4,y2) + (2,4) — 3(c0)] € 4

mit x1 beliebig. Dann ist

ka(P)rs(Q) + r5(P)ra(Q)

weder quadratisch noch quartisch in den k1 (P),. .., ks(P).
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- Verdopplung fiir ¢ = 3 -
Einfihrung Kummer-Flachen fir char(k) = 2 Anwendungen Verallgemeinerung auf hhere Dimension

Aber: Durch Modifikation der biquadratischen Formen fiir Q € A|2] erhalten
wir quartische Formen 41(x1,...,28),...,08(x1,...,xs) mit Koeffizienten in

Z[f()a' . '7f7]'

Vermutung. (M., 2010) Es gilt §(x(P)) = x(2P) fiir alle P € A.
m Funktioniert in numerischen Beispielen.
m Durch allgemeinere Vermutungen gestiitzt;
m Wiirde fiir Hohenanwendungen ausreichen.
Weitere Verallgemeinerungen.
m Ebene Quartiken: Ansatz von Stoll (2010)

= verwendet Pic*(C) = Pic®(O)
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