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Aufgabe 1:

(a) Sei A € Z>y und sei (ap), eine Folge mit a, € {0,1,...,A — 1} fiir alle n > 1
sodass a, # 0 fiir unendlich viele n gilt. Zeigen Sie, dass

eine Liouvillesche Zahl ist.
(b) Folgern Sie, dass es tiberabzéhlbar viele Liouvillesche Zahlen gibt.

Aufgabe 2:

In dieser Aufgabe soll die Kettenbruchentwicklung der Eulerschen Zahl e berechnet wer-
den. Diese wurde zuerst 1737 von Euler mithilfe der riccatischen Differentialgleichung
berechnet, allerdings war sein Beweis nicht komplett. Ein rigoroser Beweis wurde 1871
von Hermite als Nebenprodukt seines Beweises der Transzendenz von e gefunden. Wir
folgen hier einer 2006 von Cohn verdffentlichten kurzen Variante dieses Beweises.

Fir n € Zsg sei agpr1 = 2n und as, = as,o = 1. Wir definieren zunéchst Fy = ay,
Qo =1, P =apa; + 1 und Q1 = a;. Fiir n > 2 seien

P,=a,P,_1+ P, und Qn = ananl + Qn727
d.h. fiir n # 1 ist P,/Q, der n-te Ndherungsbruch des Kettenbruchs [ag, a1, . . .].

AuBerdem definieren wir
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(a) Zeigen Sie, dass die Integrale A,, B, und C, die folgenden Rekursionsformeln fiir
n > 1 erfillen:

A,=-B,1—Cy
B, = —2nA, +C,_
Cn, =B, — A,.

(b) Zeigen Sie, dass fiir n > 0 gilt:
Ap = Qane — Py
B, = Pspi1 — Qe

Cn = P3n+2 — Q3n+2€
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(c) Zeigen Sie

und schliefen Sie
e=102,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,.. ..

Aufgabe 3:
Sei a € R\ Q mit Kettenbruchentwicklung oo = [ag, ay, . ..] und Ndherungsbriichen P, /Q,.
Wir definieren A, fiir n > 1 durch

a——|=Q, ™.
@n
(a) Zeigen Sie
L Pl 1
— < |la— — :
QQnQnJrl Qn QTLQTL+1
(b) Zeigen Sie
limsup A\, = p(a).
n—o0
(c) Schliefsen Sie
( ) 14 0; In Qni1 9 1 1i Ina,
a) = imsup —— = imsup ———.
s n—>oop InQ, n—>oop In@,

(d) Zeigen Sie u(e) = 2. Insbesondere ist e also keine Liouvillesche Zahl.

Aufgabe 4:
Die Irrationalitdt der Eulerschen Zahl e kann folgendermafen besonders einfach bewiesen
werden: Seien a,b € Z mit ggT(a,b) = 1 und b > 1. Wahle m € Z mit m > b und definiere

(a) Zeigen Sie 0 < a < 1.
(b) Zeigen Sie, dass aus e = ¢ Ganzzahligkeit von a folgen wiirde.



