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Aufgabe 1:

(a) (Division mit Rest) Seien a,b ganze Zahlen mit b # 0. Zeigen Sie, dass es eindeu-
tig bestimmte ganze Zahlen ¢,r mit 0 < r < |b| und a = bq + r gibt.

(b) (Euklidischer Algorithmus) Seien u,v € Z mit |u| > |v|. Wir definieren ganze Zahlen
r_1,70,71,... und qi, qo, . . . folgendermafsen:

(i) Wir setzen r_; = u und 9 = v.

(ii) Fur j =0,1,... sei
Tj-1 = qj175 + Tji1,

mit 0 < Tip1 <75

Zeigen Sie, dass es ein n > 0 mit r,, = 0 gibt und dass fiir das kleinste n > 0 mit dieser
Eigenschaft r,_ 1 = ggT(u,v) gilt.

(c) (Lemma von Bézout) Seien u, v, w € Z. Zeigen Sie, dass die Gleichung
ur + vy = w

genau dann eine Losung (g, ) € Z? besitzt, wenn w ein Vielfaches von ggT (u,v) ist.

(d) Seien (z,y), (u,v) € Z? jeweils teilerfremd, sodass gilt:
() y=>1
(i) ve —uy = ggT(u,v)
(iii) Ist (2/,%) € Z* mit va’ — uy’ = ggT(u,v) und ¢ > 1, soist y < 3.

Zeigen Sie, dass fiir jede beste Approximation § von ¥ mit ¢ > y entweder § = % oder

§ = = gilt.
Aufgabe 2:

(a) Zeigen Sie, dass der Approximationsexponent p(«) einer beliebigen reellen Zahl «
mindestens 1 ist.

(b) Sei 6 € R.;. Zeigen Sie, dass es fiir eine rationale Zahl % € Q nur endlich viele
teilerfremde Paare (p,q) € Z? mit

gibt.
(c) Zeigen Sie p(a) =1 fiir alle a € Q.
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