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Übungsaufgaben 73-76 zur Abgabe zu Beginn der Vorlesung am 20.05.2011.
Sie können die Lösungen in Zweiergruppen erstellen. Alle Personen müssen dann aber der
gleichen Übungsgruppe angehören.

Aufgabe 73:(5+5 Punkte)
Berechnen Sie den Gradienten von f ◦ g für die Abbildungen

f : R>0 × R2 −→ R, (x, y, z) 7−→ ln(x) + y3 + z

und
g : R2 −→ R3, (x, y) 7−→

(
exp(x+ y), x2 + y, y sin2(x)

)
auf zwei verschiedene Weisen:

a) Berechnen Sie f ◦ g und bestimmen Sie dann den Gradienten.

b) Wenden Sie die Kettenregel an.

Aufgabe 74:(10 Punkte) (Lie-Algebra von O(n))
Wir fassen O(n) ⊂ Mat(n,R) als eine Untermenge von Rn2

auf. Es sei ε > 0 und die
Abbildung A : (−ε, ε)→ O(n) sei di�erenzierbar. Auÿerdem sei A(0) = 1ln und es sei

B =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

A.

Beweisen Sie, dass dann Bt = −B gilt.

Aufgabe 75:(10 Punkte)
Es bezeichne ∆ den Laplace-Operator. Jeder Vektor (x, y) ∈ R2 \ {0} läÿt sich in den
Polarkoordinaten r, ϕ darstellen, wobei wir Φ : R>0 × R→ R2 \ {0} vermöge

Φ(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ) = (x, y)

haben. Beweisen Sie:

(∆f) ◦ Φ =

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ϕ2

)
(f ◦ Φ)

(Hinweis: Wenden Sie die Kettenregel auf (f ◦ Φ) ◦ Φ−1 an.)

Aufgabe 76:(5+5 Punkte) (Harmonische Funktionen aus Kugel�ächenfunktionen)
Ähnlich zu Aufgabe 75 kann man jeden Punkt in R3 \ {0} in Kugelkoordinaten

(x, y, z) = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ)

darstellen. Der Laplace-Operator hat in Kugelkoordinaten die Gestalt
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.
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Sei f : R3 \ {0} → R eine Funktion, die

f(x, y, z) = g(r) · h(ϕ, θ)

für (x, y, z) = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ) erfüllt.

a) Beweisen Sie, dass f genau dann harmonisch ist, wenn es ein λ ∈ R gibt, so dass

∂

∂r

(
r2
∂g

∂r

)
= λg und

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂h

∂θ
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+

1
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∂2h

∂ϕ2
= −λh

gilt.

b) Beweisen Sie, dass

f : R3 \ {0} → R, f(x, y, z) = g(r) · h(ϕ, θ)

mit

g(r) = ar +
b

r2
, h(ϕ, θ) = sin(θ) cos(ϕ), a, b ∈ R

harmonisch ist.
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