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1. Sei K ein Korper. Beweisen Sie, dass SL(2,K) eine Untergruppe von GL(2,K) ist.

Losung
Nach Definition besteht SL(2,K) aus den Matrizen in GL(2,K), deren Determinante
1 ist. Wir beweisen mit Hilfe des Untergruppenkriteriums, dass SL(2,K) eine Unter-
gruppe von GL(2, K) ist. Hierfiir benutzen wir das Determinantenmultiplikationsgesetz
(det(A - B) = det(A) - det(B)):

(a) Da die Einheitsmatrix 15 € SL(2,K) ist, ist SL(2,K) nicht die leere Menge.

(b) Sei A € SL(2,K). Mit

det y = det(A- A™') = det(A) - det(A™') = 1-det(A™1)
folgt det(A~!) = 1 und damit A~! € SL(2,K).
(c) Seien A, B € SL(2,K). Mit
det(A-B) =det(A)-det(B)=1-1=1

folgt A - B € SL(2,K).

2. Sei
o= (156)(23) € Se.
Bestimmen Sie die Determinante der Permutationsmatriz (€qx(1) - - - €4(g))-

Begrinden Sie Ihr Ergebnis.

Losung
Sei (aij) = A = (€5(1) - - - €5(6))- Dann gilt nach der expliziten Formel fiir die Determi-
nante:

det(A) = Z 5(7')@7-(1)1 L aT(G)ﬁ

TESE

Da fiir 7 # o ein ¢ mit 7(i) # o(i) existiert und fiir dieses ¢ nach der Definition von A
die Bedingung a,(;); = 0 gilt, folgt

det(A) = &(0)ag(1y1 - - - - - ao(6)6 = £(0),

da fiir alle k = 1,...,6 gilt: ay), =1
Also folgt

det(A) = e(o) = e((156)(23)) = £((16)(15)(23)) = (-=1)® = —1.

3. Es sei

chungsmatriz von A ist?

= (L) = (5 0),
)

M3:<_b“ _Cd



DD@D&%

(Ohne Begriindung)

Losung
Mg

Sei A € Mat(10,R) und
Pa(t) =32+ 1)%(t — 1)3

das charakteristische Polynom von A. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen stets
wahr (W) oder (fiir manche A) falsch (F) sind. (Jede korrekte Antwort z&hlt positiv,
jede falsche Antwort negativ, keine Antwort ist neutral.)

F

O dimlp <3

X dimVy=3

O 1 ist ein Eigenwert von A.
X —1 ist ein Eigenwert von A.

X A ist diagonalisierbar.

Erlauterung:

1) dim Vp > 3 impliziert, dass t* das charakteristische Polynom teilt, was hier nicht der
Fall ist.

0100
L 0010 .
2) Gegenbeispiel: 00 0 0 mit (%) € Mat(7,R)
0 0 0 =

3) Da P4(1) = 0 ist, ist 1 ein Eigenwert von A.
4) Da P4(—1) = 32 # 0 ist, ist —1 kein Eigenwert von A.
5) (siehe 2)

Geben Sie eine Basis des Vektorraums der schiefsymmetrischen Bilinearformen

p:RPxR> — R, (2,y) — p(z,y)

3
an. Notieren Sie dabei die Bilinearformen auf R® als Polynom Z aijriy; mit a;; € R.
ij=1
(Ohne Begrindung)

Losung

T1Yy2 — T2Y1, T1Y3 — T3Y1, T2Y3 — T3Y2

Erlauterung:



Wenn man zum Beispiel die kanonische Basis von R? wiihlt, kann man den Raum der
schiefsymmetrischen Bilinearformen mit dem Raum ihrer schiefsymmetrichen Darstel-
lungsmatrizen identifizieren, dessen Elemente von der Form

0 a b
—-a 0 ¢
—-b —¢c O

sind. Dieser Raum ist isomorph zu R? und die obige Matrix entspricht genau dem Vektor
(a,b,c) € R3. Unter dieser Identifizierung stehen in der Losung genau die Vektoren, die
den Vektoren eq, es, e3 der kanonischen Basis von R? entsprechen.

6. Betrachten Sie den Hilbertraum ¢? = ¢(C) mit der kanonischen Hilbertbasis (e)x. Sei
(fn)n eine Folge von Elementen des Hilbertraums. Entscheiden Sie, ob die folgenden
Aussagen wahr (W) oder falsch (F) sind. (Jede korrekte Antwort zahlt positiv, jede
falsche Antwort negativ, keine Antwort ist neutral.)

F
O  Die Folge (f,)n ist beschrankt, wenn f,, = e, ist.

X

O ® Die Folge (fn)n ist konvergent, wenn f,, = e, ist.

n
1
x 0O Die Folge (fy)n ist konvergent, wenn f, = Z Lok ist.
k=1

ey ist.

x| =

n
O ® Die Folge (f,)n konvergiert gegen 0, wenn f, = Z
k=1

n

1
X O  Die Folge (fy)n ist beschrénkt, wenn f, = Z —ey, ist.

ok
k=1
Erlauterung:
Dlifall= lenll =1
2) Da || fn|| = 1 ist, konvergiert die Folge nicht gegen 0. Also muf ein Grenzwert
o0

0# f= Zakek erfiillen, dass es ein a; # 0 gibt. Dem widerspricht aber, dass dann

k=1
fir n > k gilt: || fn — f|| = |ag| >0

o0
1
3 und 4) Die Folge konvergiert nicht gegen 0, sondern gegen Z %ek e’
k=1

o0
1
5) Die Folge ist sogar konvergent mit dem Grenzwert Z ok €k e 2.
k=1

7. Es sei ||.||2 die Norm auf R®, die definiert ist durch

8

xT
Y = Va2 +y?+ 22 fir y | eR®
o 2



Bestimmen Sie die Operatornorm der linearen Abbildung

x 1 00 x
f: R — R3, y |l— 102 0 |-[vy
z 0 0 3 z
beziiglich || . ||2. Begrinden Sie Ihr Resultat.
Losung
Man hat || f|| = 3. Um dies zu sehen, benutzen wir die Definition
x
! Z x 0
I =supt 22l e [ ) [ o
x
z 0
Yy
o 2
Zuerst stellt man fest
0 0 0
il o - 0 =3[ o
1 2 3 2 1 2
Also gilt
1FII= 3.
AuBlerdem gilt
x x
Flu | =]l 2v ]| =ve2+ @)+ 62)? <V(B2) + (3y)? + (32)2
z 9 3z 9
x
=3vVr2+y2+22=3|f| v
o 2
Damit gilt
1FII<3

und es folgt die Aussage.

. Bestimmen Sie alle (x,y,z) € R®, an denen
iR —R, f(z,y,2) = exp(cos(x)) sin(y) + 2*

ein lokales Minimum oder ein lokales Mazimum annimmt. Begrinden Sie Ihr Resultat.

Losung
Da f differenzierbar ist, sind lokale Extremwerte Nullstellen von grad(f).

grad(f)(z,y,z) = (—sin(x) exp(cos(x)) sin(y), exp(cos(z)) cos(y), 2z)
Man hat also grad(f)(z,y,z) = 0 genau dann, wenn

sin(z) = cos(y) =2=0



ist. Also muss in diesem Fall gelten:
1 .
r =km, y:€7r+§7r, z=0 mit kleZ

Ferner hat man die Hessematrix

— cos(x) exp(cos(z)) sin(y) + sin’ () exp(cos(z)) sin(y) — sin(x) exp(cos(z)) cos(y) 0
—sin(x) exp((():os(x)) cos(y) — exp(coséx)) sin(y) g .

Wenn y = %w—l—%w ist, kann kein lokales Extremum vorliegen, da dann die Hessematrix
die Form

— cos(x) exp(cos(x)) + sin?(x) exp(cos(x)) 0 0
0 —exp(cos(z)) 0
0 0 2

hat und indefinit ist, wie man am zweiten und dritten Eintrag der Hauptdiagonalen
sieht.
Wenn man nun « = 2(k + 1)7 und y = 37 + 267 wihlt, hat die Hessematrix die Form

—exp(—1) 0 0
0 exp(—1) 0
0 0 2

Da diese Matrix indefinit ist, liegt hier kein Extremum vor.
Nun hat man an der Stelle x = 2k7w und y = %77 + 2/7 eine Hessematrix von der Form

exp(1) 0 0
0 exp(l) 0
0 0 2

Da diese Matrix positiv definit ist, liegt hier ein lokales Minimum vor.

. Es seien F : R* = R? und G : R? — R? stetig differenzierbare Abbildungen. Driicken Sie

die partiellen Ableitungen 88 F(x1,x9,G(x1,22)) mit Hilfe der partiellen Ableitungen
Zi

0 0
3 F(x1,x9,x3,14) und a—G(:L‘l,xg) und mit Hilfe der Funktionen F(x1,x2,xs3,24)
2 s
unZl G(z1,x2) als Funktion zzn T1,To QUS.

Losung
Wir schreiben G(w1,79) = (G1(71,72), Go(x1,z2)). Damit definiert man H : R? — R*
via H(z1,x2) = (21,22, G1(21, 22), G221, x2)). Also ist

F(l’l,l'Q,G(lL‘l,:L'Q)) = (FO H)(l'l,l‘Q).

Wir koénnen jetzt die Kettenregel fiir F' o H anwenden und erhalten:

4
0 0 B oF OH},
%F(Jﬁl,wz,(;@hm)) = %(FOH)(%@) = E

oF oF oG
— 9 ($1,$2,G($1,$2))+ !
T



10.

11.

X

oF oG
+67$4($1ax27G($1a$2))%12(x17$2)
Analog gilt:
0 oF
a—sz(xl,xz,G(mhxz)) = 8—@(:017:1:276‘(961,962))
oF oG oF 0G
g (0102, G, 22)) 5 o (w1, 2) + (w1, 02, Gl w2)) 5= (1, 02)
Sei
iR — R?

eine stetig differenzierbare Abbildung.

Geben Sie eine hinreichende Bedingung an, so dass fir alle (p,q,r) € f71(0,0) offe-
ne Umgebungen V. C R wvon p und W C R? wvon (q,r) existieren und es eine stetig
differenzierbare Abbildung g : V — W gibt, so dass fir alle (z,y,z) € V. X W gilt:

f(a:,y,z) =0+ (y,Z) :g(CC)

Losung
Das Differential der Abbildung (y, z) — f(p,y, z) sei im Punkt (g, r) invertierbar. Dann
kann man den Satz iiber implizite Funktionen anwenden.

Sei I = (a,b), a,b € R, a < b. Betrachten Sie eine Differentialgleichung von der Form

2'(t) = p(t)z(t) + q(t),

bei der p, ¢ : I — R stetige Funktionen sind und ¢ nicht die Nullfunktion ist. Entscheiden
Sie, ob die folgenden Aussagen stets wahr (W) oder (in manchen Féllen) falsch (F) sind.
(Jede korrekte Antwort z&hlt positiv, jede falsche Antwort negativ, keine Antwort ist
neutral.)

F

O  Zu jeder Anfangsbedingung z(tg) = ¢ fiir tg € I existiert genau eine Losung
z:I—R

X  Die Summe von zwei Losungen x1, 22 : I — R ist wieder eine Losung der Diffe-
rentialgleichung.

O  Die Menge aller Losungen x : I — R bildet einen affinen Raum.

Erlauterung:

1) (Satz Seite 653, altes Format)

1
2) Gegenbeispiel: Die allgemeine Losung der DGL 2’ = Ea: + 1 ist von der Form
x(t) = t(Int + x0). Addiert man ¢ — tlnt und ¢t — tInt + 1, so gilt fir die Summe y,

1
dass y' = Ey + 2 ist.

3) (Satz Seite 664, altes Format fiir n = 1)



12. Lésen Sie das folgende Anfangswertproblem durch Trennung der Variablen:

o=tz +t, z(0)=1

Losung

o=t +te o =t(a®+1)
Wir verwenden jetzt die Methode

dx
241

t2 dx
Bl +c= /tdt = / o arctan(z(t)).

= tdt

und rechnen

Nach dem Satz aus der Vorlesung (Seite 616, altes Format) ist demnach
2
z(t) = tan <2 + c> .
Also folgt mit der Anfangsbedingung x(0) = 1:

2
¢ = arctan(1) = % und z(t) = tan <2 + Z)



