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Stochastische Prozesse 11

Ito-Integrale und Stochastische Differentialgleichungen

Nachtrag: Beweis zur Stratonovich-Korrektur
Zu zeigen ist die Gleichheit der Ito-Differentialgleichung dX; = a(t, X;) dt +b(t, X;) dB; (1)
und der Statonovich-Differentialgleichung

dX; = a(t, Xy) dt — 5 b(t,z) by (t, X;) dt + b(t, X;) 0o dBy (2) (mit b, := 0b/0x usw.).
Es bleibt zu zeigen: [ b(t, X;) 0 dB, = [b(t, X;) dB, + [ 5 b(t, X;) by (t, X) dt .
Approximation der linken Seite durch eine Summe ergibt

Jb(t, Xo) 0 dBy = 3070 blta+ 5 Aty X,y 410, )ABs,, Aty=topi—t,, ABy, =By, — By

Durch Taylor-Entwicklung folgt mit AX, =X, | 1 At,—X¢, analog zum stoch. Differential
SN bty X)) + bty X)) 3 Aty + by (tn, X ) XX, | AB,, =

n=0
= S bty Xi) ABy, + N bty X)) S AL, AB,,
A SN by (b, Xs) alt, X)) 3 Aty AB, + SN by (te, X)) b(ta, Xi,) A By, AB,, .

Dabei ist ABy, =B, ,1 a,~Bi, = 1 ABy, + (Btﬁ%mn .| Btn+Bth)) .

Der erste Term konvergiert gegen [ b(t, X; dB; (wie erwartet),

der zweite und dritte Term geht jeweils wegen At, AB; gegen 0, wie bei der Ito-Formel.
Im letzten Term kann wie beim Ito-Formel-Beweis (AB;,)? durch At, ersetzt werden.
Dann konvergiert er gegen [ % b (t, Xy) b(t, X;) dt , den ,Stratonovich-Term®. Die grofie
Klammer ist von AB,, st.u. mit Erwartung 0, das Produkt mit AB,, verschwindet also. a

Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess, ein stationérer Ito-Prozess.
Ornstein und Uhlenbeck wollten die Geschwindigkeit von Molekiilen in Gasen modellieren:

Storung durch Stofle mit konstanter Intensitat GdB;, Riickfiihrung auf einen mittleren Wert
durch Sté8e proportional zur Abweichung —a(X;—m).

Die stoch. Differentialgleichung | dX; = —a(X; — m)dt + SdB;

hat die Losung Xi=m+ (Xo—m)e ™ + ﬁfot e~ (t=9)dpB, |. (s. Ubg.)

Interpretation der Losung:
Anfangsauslenkung X, —m und die Stérungen (SdBs) (zur Zeit s) klingen exponentiell ab.

Langzeit-Stationaritit? Bei X, ~ A(c,0?) hat X; eine Normalverteilung N (p, 7%)
mit p=m+ (c—m)e ™ und 72= g2e~20t 4 FZe2 fg e2sds = % + (0% — %)6_2‘”.

Stationaritit? Fiir c=m und ¢? = % ist der Prozess stationar.

Bemerkungen: Verallgemeinerungen der Ornstein-Uhlenbeck-Differentialgleichung sind:
(a) dX;=d(t)/a(t) X;dt + a(t)b(t) dB; mit Losung X; = a(t)(X(ﬁ—fOt b(s)dBs) (a(0)=1).
(b) Auch dX; = g(t)X;dt+ c(t) dB; hat die Struktur von (a).
(c) Ein Spezialfall von (b) ist dX; = —(1—t)"'X,dt + dB;, t€[0,1).
Die Losung verhélt sich stochastisch wie die Brownsche Briicke B, —tDB; . (s. Ubg.)




