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Stochastische Prozesse 11

Teil I: Ito-Integral und andere Integrale bzgl. Stochastischer Prozesse

Motivation zum It6-Integral: Ein stochastischer Prozess werde von Stérungen in Form
eines Brownschen Prozesses (B;) beeinflusst. Die Groe des Einflusses in (s, s+ ds) werde durch
eine Gewichtsfkt. b(s,w) bestimmt, die der Stérung By, qs—Bs das Gewicht (b(s, -)) (€ IR) gibt.
Der ,,Prozess“ (b(s,-)) darf keine Information iiber (B, — Bs,u > s) enthalten, aber durchaus
iiber (B,,0<u<s). Der Gesamteinfluss ist dann [ b(s)dB(s).

Bemerkung: Wir betrachten den 1-dim. Fall. Im allgemeinen ist (B;) n-dimensional,
b(s,w) ist eine m x n-Matrix und statt | b(s)|, b2(s) wird || b(s)||2, || b(s)||2” gesetzt.

Definition H?[0,T]: Es sei (F;) die Filtration bzgl. des Brownschen Prozesses (B)

und B die Borel-o-Algebra auf [0,7]. Eine Abbildung b: Q2 x [0, 7] — IR sei ‘messbar’,
wenn sie Fr ® B-messbar, und ‘adaptiert’, wenn (fir alle ¢) b(-,t) bzgl. F; messbar ist.
H2[0,T] (kurz H?) sei die Menge aller messbaren und adaptierten Abbildungen (Prozesse)

aus £2(2x[0,7)), dh. mit E [ b*(s)ds < oo P-fs.
Bemerkung: H?[0,7] ist ein abgeschlossener linearer Unterraum von £2*(Q2x[0,T7]).

Definition (Vorstufe des It6-Integrals mit Treppenfunktion b(w,?)):
Mit 0=ty <t; <..<t,=T, b F-adaptiert und FE(b?) <oo sei

b(w,t) := 37 bi(w) 1(4,.4,,,1(t). — Die Menge solcher Treppenfunktionen (in #2[0, T7)
bezeichnet man mit HZ2[0, T]. — Man setzt dann I(b)(w) := S0y bi(w)(By,+1(w) — By, (w)).
Um die Abbildung I : HZ — £*(Q)) auf H? fortzusetzen, bendtigt man (u.a.)
die £2-Stetigkeit der Abbildung I. Diese folgt aus der (sog.) Isometrie auf H2. (Bew.s.Ubg.)
Lemma 1: (Isometrie auf H2) Fiir be HZ gilt || (D) ||z2¢) = || bl c2x oy - (Bew.s. Ubg.)
Auflerdem bendtigt man, dass HZ in H? dicht liegt (bzgl. der £2-Norm):

Approximations-Satz: Der Approximations-Operator A, : H*> — H3, definiert durch
An(b) = 021 {ﬁ I blw,u) du} Ly () mit &= iT/2" (0<i<2m),
ist linear, beschrankt, und es gilt (1) || An(b) [loo < |0 ]|oo

(2) ([ An(®) [l c2x o) < 110 ]2@x0,1)) -
(3) limy—oo || An(b)=b||z2(x0m) = 0 fiir alle beH2. (Beweis s. Steele, S. 90ff)

Definition Ité-Integral, 2. Stufe: Ist b € H? und ist (b,) eine approximierende Folge

mit || b,—b||z2@xjor)) — 0, dann ist (b,) eine £2-Cauchy-Folge. Nach Lemma 1 ist dann
auch (I(b,)) eine Cauchy-Folge. Also gibt es ein I(b) € £L*(Q) mit || 1(b,)—I(D) ||z2() — O-
»Man zeigt leicht“, dass I(b) nicht von der speziellen Folge (b,) abhéngt. (Bew.s.Ubg.)

Lemma 2: (Isometrie auf #?) Fiir be H? gilt || (D) ||z2¢) = || bl 22ox oy - (Bew.s. Ubg.)
Der nédchste Schritt: Ist ¢ — I(b) mit b(w,s) :=b(w,s) lpy(s)), ein Martingal ?
[1(b;) ist fiir alle t€ [0, T] nur auf Nf (P(N,=0) festgelegt (iiberabzéhlbar viele!).]

Satz It6-Mrt: VbeH? ex. Xy, t€0,T], stetig, Martingal bzgl. (F;) mit X;=1(b;) P-fs.

n n . n) glm.
Beweis-Idee: Nur eine Approx. (b™) und X =1(b{"). Z.z.: 3(X,) mit X" 55" X,.




