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Teil I: Ito-Integral und andere Integrale bzgl. Stochastischer Prozesse
Einfiithrung (Forts.): Submartingale, £P-Riume und niitzliche Ungleichungen

Lemma MtSub: Ist (M,) ein Martingal, dann ist (|M,|) ein Submartingal.
Ist p >1 und E(|M,|P) <oo ¥n, dann ist auch (|M,|P) ein Submartingal.

Zum Beweis benutzt man die Jensensche Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte:
Ist g konvex und sind X und ¢ (X) integrierbar, dann gilt ¢ (EX|F) < E(g (X)|F).

Definition ,,£P-R&ume*: Fir 1<p <oo ist £? (genauer L,(Q2, F, P)) der normierte
Vektorraum aller ZV X iiber (€2, F, P) mit der Norm || X||, := (E|X[P)}/? < o0,

wobei alle P-f.s. gleichen ZV zu Aquivalenzklassen zusammengefasst werden.

Fiir p =00 ist || X ||« die (essentielle) Sup-Norm (= esssup|X| :=inf{C : | X| <C P-fs.}).
»Norm* folgt fiir ||X||, aus der Minkowski-Ungleichung || X + Y|, <||X]||, + [[Y]],-
Beweis fiir 1<p <oo und || X]||,,[[Y]|, <oo mit (X+Y)? = (X+Y)(X+Y)?~! und ,Holder*:

Fiir p,q >1 mit % + % =1 gilt die H6lder-Ungleichung || X Y||; < ||X|[, [|Y]],-

Bew.: (§)'7 < (§ -1)/p+1 = a'/rgts <24 § dann a:=X?/EX?, 3:=Y1/EY?u. E( ).

Lemma ,,Norm“: Fiir p <p’gilt || X]||, <||X]||,/, speziell ||X|}; <[] X]|2 < [|X]|co-

Beweis: Fiir pA =p’<oo mit ,Jensen* und g(z) = z*: (E|X[P)* < E(|X[P), fiir p’=00

folgt E|X P <CP aus | X|<C.

Definition: Fiir jede Folge (M,,) heifit (M;; := supy<,,,<, M,n) die (zugeh.) Maximal-Folge.

Satz MtDM ,,Doob-Maximal-Ungleichung®: Ist (M,,) ein nicht-negatives Submartingal

und A>0, dann gilt AP(M:>)) [= E(A1{M; > \})] < E(M,1{M; > \}) < E(M,,).

Interpretation (der 1. Ungleichung): ,, Auf {M > A} gilt im Mittel M, > \“.

Beweis: (1) Fir m<n ist M,, < E(M,|F,,) aquivalent zu ,E(M,,15) < E(M,1p5) YV B F,,".

(2) Fiir 7:=inf{m : M, > A} gilt {M:>\} = {supgc,cnMm > A} = {7<n}.

(3) Auf {7 <n}ist M, >, also gilt A\1{r<n} < M, 1{r<n}=>"_ M,1{r=m}.

(4) Aus (1) folgt E(M,,1{r=m}) < E(M,1{r=m}) fir m<n. Damit folgt aus (2) und (3)
AP(...) < EQ _Mul{r=m}) < EQ" _M,{r=m}) = E(M,1{M; > \}) < E(M,).

Bemerkung: Mit Hilfe von Lemma MtSub kann man die &uflere Ungleichung in Satz MtDM

verbessern zu NP P(M > \) < E(MP) mit p >1. (Man wendet Satz MtDM auf (MP) an.)

Satz MtDL ,,Doob-£?-Ungleichung*: Ist (),,) ein nicht-negatives Submartingal,
p>1und n >0, danngilt |[|M?|], < Ll Mo,

p —
Beweis: (1) Sei zur Vereinfachung X : =M und Y:=M, Dann gilt nach Satz MtDM

(x) AP(X2>X) < E(Y1ix>y) VA >0. Dazu sei 0.E. E(Y?) <oo.

Weil E(X?)<oo nicht vorausgesetzt ist, geht man zu X, :=min(X,n) iiber (Y bleibt gleich).
Hierfiir gilt (%) ebenfalls, und aus der Beh. fiir X, folgt die Beh. fiir X mit d. Lemma v. Fatou.

Aus E(YX%) = E[Yf:ooz x>0y )de = foxoz e 1E[Y1ix, > de mit a=p—1 bzw. Y =1,
a=p, also E(YXP!)= (p—l)fowxp_QE[Yl{XHZx}]dx und EX? :pf:oxp_%El{Xan}dx,
Ho

folgt. [|X]]," = EX? < ;20 B(YXP) < 22 [VILIX7 ] = 25 VI IXL ™ aed.




