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Itô-Integral Itô 1
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Einführung: Bei der Modellierung von Finanz-Prozessen können Brownsche Prozesse zwar
lokal das Schwankungsverhalten einigermaßen abbilden, aber die Größe der lokalen Schwankun-
gen müsste zu verschiedenen Zeitpunkten unterschiedlich sein. Deshalb muss man die lokalen
Zuwächse mit Gewichten versehen. Die dabei entstehenden Prozesse (Itô-Prozesse) bestehen
aus Itô-Integralen. Allgemeiner benutzt man Martingale statt Brownscher Prozesse. Deshalb
beginnt dieser Teil mit Ergänzungen zum Thema

”
Martingale“.

Im Folgenden sei T stets eine geordnete Parametermenge, meist T = IN0 oder T = IR+.

Definition Martingal: Sei (Ω,F , P ) ein W-Raum mit Filtration (Ft, t∈T ).
(Mt : (Ω,F) → (IR, IB), t∈T ) sei (Ft)-adaptiert, Mt integrierbar ∀ t .

Dann heißt (Mt) Martingal (bzgl (Ft), wenn für alle s≤ t (∗) E(Mt | Fs) = Ms P -f.s.

(Mt) heißt Sub- bzw. Supermartingal, falls in (∗) ≥ bzw. ≤ statt = gilt.
Ein Sub-/Supermartingal ist also nach unten/oben durch die Vorgeschichte (Ms) begrenzt.

Beispiel Mt 1: Zinsbereinigte Aktienkurse bei Arbitrage-Freiheit sind (≈) Martingale.

Beispiel Mt 2: Prozesse (Mt) mit unabh. Zuwächsen, Mt integrierbar und E(Mt−Ms) = 0,
z.B. Brownsche Prozesse, sind Martingale, bei ≥0/≤0 entsprechend Sub-/Supermartingale.

Beispiel Mt 3: Ein
”
faires“ Spiel (bei voller Information) ist nach Definition ein Martingal.

Beispiel Mt 4: Ist X : Ω→IR integrierbar, dann ist (Mt := E(X| Ft)) ein Martingal.

Beispiel MtQ (Quadratische Abweichung): Sei Sn =
∑n

1 Yi mit Y1, Y2, . . . i.i.d., EYi =0
und VarYi = σ2. Dann ist der Stoch. Prozess M0 =0, Mn = S2

n−n σ2 ein Martingal (s. Übg).

Beispiel MtP (Produkt-Martingal): Sei Z1, Z2, . . . st.u., EZi =1. Dann ist der Prozess
M0 =1, Mn = Z1, ·Z2 · · · · · Zn ein Martingal (folgt direkt aus

”
st.u.“).

Beispiel MtE (Exponential-Martingal): Sei Y1, Y2, . . . i.i.d., λ∈IR mit E(eλYi) <∞
(≈LT) und Zi := eλYi/E(eλYi). Dann ist Mn := Πn

1 Zi nach Bsp. MtP ein Martingal.
Gilt speziell E(eλYi)=1 (f. geign.λ 6=0), dann ist Mn = eλSn (mit Sn =

∑n
1 Yi) ein Martingal.

Beispiel MtT (Martingal-Transformation): Ist (Mn, n≥0) ein Martingal bzgl. (Fn),
z.B. Mn =Aktienkurs z.Zt.n, und (An) eine Folge reeller beschränkter nicht-vorgreifender ZV
(also mit An∈Fn), z.B. An =Menge der im Intervall (n, n+1) gehaltenen Aktien,

dann ist (M̃n) mit M̃n = M̃0 + A0(M1−M0) + . . . + An−1(Mn−Mn−1) ebenfalls ein Martingal,

im Beispiel mit M̃0 = A0M0 der Wert des Depots z.Zt. n, sonst M̃0 beliebig (F0-adaptiert).

Beispiel MtS (Martingal-Trafo mit Stoppzeiten): Ist (Mn) ein Martingal und τ eine
Stoppzeit, beides bzgl. (Fn), dann ist (a) der gestoppte Prozess (Mn∧τ ) (der Prae-τ -Prozess)
auch ein Martingal bzgl. (Fn) (Beweis mit Bsp. MtT und An := 1{τ>n}), und es gilt
(b) Falls τ <∞ P -f.s., dann konvergiert (Mn∧τ ) gegen Mτ :=

∑∞
0 1{τ=k}Mk P -f.s. für n→∞.


