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Stochastische Prozesse I

Martingale (Fortsetzung)

Beweis zu Satz Mt9 (a): [(X,,n€IN*) Supermartingal mit ,,(Mt 1) sup, E(X, ) < oo
oder dquiv. ,(Mt2) sup,, F| X,| < o0 = 3 X, integrierbar, mit X, gitig Xoo- ]
1. Aus ,,X,, Supermartingal® folgt EX; > EXy > .... [EX, > E[E(X,11]| Xy)] = EX,i1]
2. Z.z (Mt1) & (Mt2)): EX; < EX; + EX; = E| X, = EX, +2EX; < EX) +2EX; .
3. Aus B := {X,, konvergiert nicht } = {w : liminf X, (w) < limsup X, (w)} =
= Ua,beQ,a<b {liminf X,, < a < b <limsup X,,} =:|J By folgt P(B) <> P(Bgy).

Annahme: 3 By, mit P(By) = P(3 0o viele ,aufsteigende Uberquerungen von [a, b)) > 0.

Dann ist auch F(Anzahl ,aufsteigender Uberquerungen von [a, b]“) =: E(Ug) = 0.
Dies ist aber nach dem folgenden Hilfssatz wegen (Mt 1) nicht moglich. = P(B) =0.
4. F| Xo| = F liminf | X,,| <liminf F|X,| <supE|X,| < 0.

Hilfssatz Mt 12 (Doobsche Ungleichung): Sei (X,,n€IN) ein Supermartingal und
UE[;) die Anzahl der ,aufsteigenden Uberquerungen® von [a, b] in der Folge X1, ..., X,,.

Dann gilt: E(U,(;)) < =FE(X, —a)7] < ;= [EX, +at], ne N [(t—a)” <z~ +a']
Beweis: SeienT; < Ty <T3 < ... <T,

: : . b s - b
die Zeitpunkte (Stoppzeiten), zu denen o . g
X; erstmals jeweils < a (71,73, ...) bzw. Al ° . ocet. i .

o T r T L)
erstmals > b (Ty, Ty, ...), sonst = n. * ’ © e
, —n) . 1 70 To... Top—y Top m Topyr ¢ X,

Falls j < k:=U, gt X, — X, , 2b—a, n

falls j > k+2 gilt Xp,, — Xp,, ., =0,
falls ] =k +1 gllt Xng — )(sz_1 = Xn — XT2k+1 =0 (1 SkiZZG, T2k+1 = n),

> X,—a > —(X, —a)” (2. Skizze).
Da (X,) ein Supermartingal ist, gilt EX7, > EXp, > ... (weil (X7,) Supermartingal, s.u.).
Daraus folgt: 0 > ZW% E(Xry, — X1,,) > (b— a)EUS;) —E(X,—a)".

J:
Definition Mt 13: Sei T' Stoppzeit bzgl. (A, t€ ), dann heifit
Ap:={Aec A, An{T'<t} € A; Vt} die o-Algebra der T-Vergangenheit .

Folgerung Mt 14: Seien T,T" Stoppzeiten bzgl. (A, t€l), T<T'. Dann folgt: Ar C A .
Beweis: Be€ Ar = BN{T'<t} = BN{T'<t}n{T"<t} € A, = (Def. Ap») BE A" .

Satz Mt 15 (Martingal-Eigenschaft fiir Stoppzeiten):
(Xy,tel) mit I=1,...,n sei (Super-)Martingal bzgl. (A;, t€l) und (7}, jeJ={1,...,p}) sei
eine isotone Folge von Stoppzeiten bzgl. (A;). = (Xg;) ist (Super-)Martingal bzgl. (Ar,).

Beweisidee: E| Xr,| =>"" | [ | X;| 1{5,—3dP < co. Die Gleichung fiir Martingale bzw. die
Ungleichung fiir Supermartingale erhilt man durch Verfeinerung der Folge (7}) mit 7}, ,—77<1.

Hierfiir benutzt man in den Erwartungswerten Zerlegungen der Form ) {7 = i}.




