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Stochastische Prozesse I

Markov-Prozesse

MP1. Allgemeine Markov-Prozesse

Definition: Ein Stochastischer Prozess (Xt : (Ω,A, P ) → (X ,B), T geordnet, mit der

Markov-Eigenschaft: P (Xu,u≤s,Xt) = P (Xu,u≤s) ⊗ P (Xt|Xs=·) heißt Markov-Prozess,

und es gilt
”
CH-K“ P (Xu|Xs=·)(x, B) =

∫
P (Xt|Xs=·)(x, dy)P (Xu|Xt=·)(y, B) ,

in Kurzform: Psu(x, ·) =
∫

Pst(x, dy)Ptu(y, ·) =: Pst ◦ Ptu(x, ·), x∈X .

Satz: Zu der Startverteilung PXt0 =µ und der ÜW (Pst, s<t) mit CH-K

existiert ein Markov-Prozess (Xt) mit P (Xt|Xs=·) = Pst (s<t) (kanonisch).

MP2. Homogene Markov-Prozesse (T ⊂IR): Ps,s+t =: Pt sei nur abhängig von t (≥0).

Dann lautet
”
CH-K“: Ps+t(x, B) =

∫
Ps(x, dy)Pt(y, B) = Ps ◦ Pt(y, B)

MP 3. Markov-Prozesse mit unabhängigen Zuwächsen (auf X = IRp!):

Die Übergangs-W ist dann Pst(x, x+B) = Pst(x
′, x′+B) =: Qst(B) .

MP4. Homogene Markov-Prozesse mit unabh. Zuwächsen Pt(x, x+B) =: Qt(B)

sind auch Markov-Prozesse mit unabhängigen und stationären Zuwächsen

und
”
CH-K“ Qs+t(B) =

∫
Qs(dy)Qt(B−y) = Qs∗Qt(B) (Faltung!)

Definition (Faltungshalbguppe): Eine Familie (Qt, t≥ 0) von Verteilungen auf IRp

mit Qs+t = Qs∗Qt, s, t≥ 0 heißt Faltungshalbgruppe auf IRp.

Satz: Zu einer Faltungshalbgruppe (Qt, t≥ 0) ex. ein Markov-Prozess (Xt)

mit unabhängigen und stationären Zuwächsen und mit X0 =0, P (Xs+t−Xs) = Qt.

Beispiele von Faltungshalbgruppen:

Beispiel 1: Deterministische Drift: Qt = εt, Xt = t.

Beispiel 2: Poisson-Prozess: Qt = π(αt) (mit X = ZZ !) .

Beispiel 3: Brownscher Prozess: Qt = N (0, t) mit X = IR

bzw. Qt = N (0, t)⊗N (0, t)⊗. . .⊗N (0, t) mit X = IRp.


