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6. Grenzwertsitze fiir HMK

Wann konvergiert p{ und wogegen? Daraus folgt die Konv. von P(X,=j)=%,; P(Xo=1) pgl).

i
Vorbemerkung : Falls pgi) konvergiert, dann auch L Y7_ lp“ (Césaro-Limes) gegen den selben

Wert (s.6.1), die langfristig je Takt erwartete Anzahl der Besuche in i (=1/my;,s.6.2).

6.1 Hilfssatz: (Grenzwertsatz fiir die gleitende Gewichtung einer Folge durch Faltung)

Sei a, >0, a,/>F_oax—0, byeR, ne INy (z.B. Xp_,ap<oo / (ay) beschr. /a, =1). Dann gilt:
() Tim (koo arbn-r/ Xhoar) <limb,, Lm (337 g arbu—k/Th_oax) > limby,

(b) Aus b,—b folgt >7 o arbn—r/>r_oar — b.

Beweis: (a) Sei b:=1limb,,: Sei b endlich (b=+o00 ist trivial, b=—oc0 analog, lim entspr.).

AN : by—b<eVn>N,IM € R : by—b< M Vn = Y3_g ax(bpi—b) < Tp=y are+Shepy nyr ae-M
= = <el+(M—e) XN an /Xt ar = lim=<e, da /X0 ar <pn_m/ X0 ™ a,— 0.

6.2 Satz (Spezialfall des allgemeinen Grenzwertsatzes):
(a) Seid,j€l, j transient = p(") — 0, (b) 4 rekurrent, d;=1 = pg?) — mL“ (n— 00).

Beweis: (a) folgt aus 4.5 (¢): j transient = E;; =)o 1pZ?) <oo = pf?) —0.
(b) ,,pz(f ) Tri “ ist das ,,Erneuerungstheorem®, angewandt auf die Folge 7'( ). =T, 71(2), TZ-(?’), e
Wir zeigen (b1): Wenn p\™ konvergiert, dann gegen m— [zu (b2): o konv.© s, Ern.theorie]

Sei ry, := P(1;>n|Xo=1), dann gilt m;; = E(1;| Xo=1) = Zn o P(ri>n|Xo=1) =22 -

Aus Yo Tk pgkk) =1 (%) (s.u.) folgt mit 6.1 hmp( ") < s < hmpgZ ), also (b1).

(x) folgt mit Methode des letzten Besuchs: 1 = >27_, P (bls n letzter Besuch in i z.Zt. n—k| Xy =1)
=S P(X,_p=4, niichste Riickkehrzeit 7;> k| Xo=14) = X"_, p* " P(7;> k| X, _p =14, Xo=1)

ME n— n—
O son plt=R) P(r> k| Xo=i) = X0 o™ 7y,

6.3 Allgemeiner Grenzwertsatz: Sei,j€l, d; —Periode von j. Dann gilt (n— o00):

d;) d; dj+ kdj+r) 1
(a1) pi % = s (a2) b, i)y oo | i) 7LJ, 1<r<d;. (a3)) (d;=1) pi’) — R

(b) j rekurrent, i€ K(j),j€ K, (i) = pgld it Tg—;], pz(]- =0 fiir m#r (mod d;).

(c) j transient oder null-rekurrent = p(") —0.

Beweis: (1) =7, i rekurrent: Dann ist X :=(Xy, X4, Xaq,,...) mit P(Xo€ Ky(i))=1 nach 3.7 (d)
eine HMK mit Periode 1 (und 4 ist rekurrent). = (mit 6.2 (b)) p{"®) = p{" — L = di

Mg My

(2) Allg. gilt pf"d i) Zﬁ’id ) f,] nd = (¢ ist Zeitpunkt des ersten Besuchs in j

(nd +7) (kdj+r) (nd —kd;)
Ek 0 fz] .

)
Fiir Summanden >0 gilt r—/¢=0 (mod d;), also p;;
Mit (1) folgt (a) fiir ,,j rekurrent“. Aus 6.2 (a) und 1/mﬂ =0 fiir ,,j null- rekurrent“ folgt (c).

6.4 Folgerung: (a) - Zzzlpgﬂ) — fi/mj; (Césaro-Limes: a,—a = + ¥ a;—a (C)).
(b) Positive Rekurrenz und Null-Rekurrenz sind Klasseneigenschaften.
(c) In einer endlichen HMK ex. mind. eine positiv-rekurrente und keine null-rekurrente Klasse.

Beweis: ( )jrek d:= d] md+r Zmd+r pzj) — mZL-{—r ZZ:I( Em 1 Z£d+g)) +Rest( pgjrnd+1)_+_..')

6.3(a2
(a)( )dzd— <mj Ek 0fzkd+g)+0: {;/mjj, da Zd 1Ek Of(lcd+2) _fZ]

(b) Sei j pos.-rek., i€ K(j) = lim p” >0 und es ex. m,n mit p{" 4T > pz(;n)pgj )pg?) > 0.

(c1) Nach 3.5 (d) ex. mind. 1 abgeschlossene und nach 4.7 (b) rekurrente Klasse.
(C2) Sel] rek., ZEK( ) Wegen E]EK (%) pff])_l ist 1 = Z]EK (%) hmn—>oo pz(’ﬂdﬁ'?‘ ZjEK,(i) mijjvrv
also konnen nicht alle Zusténde in K (j) null-rekurrent sein und damit nach (b) keiner.




