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Stochastische Prozesse I

6 Der Hauptsatz der Erneuerungstheorie (t →∞)

Satz Et 6.1: Für nicht-arithmetische Ern.-Prozesse (|∃ d>0 mit P Y2(d ·IN0) =1∀n)
gelten die folgenden

”
äquivalenten“ Aussagen: (t→∞, µ :=EY2)

(a) U(t + h)− U(t) → h

µ
, (Blackwell-Erneuerungs-Theorem)

(b) U0 ∗ z(t) → 1

µ

∫ ∞

0
z(s) ds , falls z dRi 1) , (Hauptsatz der Erneuerungstheorie)

(c) P (Vt ≤ v) → GF (v) (v > 0) , (langfristige Stationarität)

(d) P (Wt < w) → GF (w) (0 ≤ w ≤ t) .

1) Eine Abb. z heißt direkt-Riemann integrierbar (dRi), wenn
für die Obersummen σ(h) und Untersummen σ(h) auf [0,∞) mit Teilpunkten h·IN0 gilt:
σ(h) < ∞ ∀h und σ(h)− σ(h) → 0 für h→0.

Beweis-Idee: (c) ⇔ (d) folgt aus Et 3.3: P (Wt < w) = P (Vt−w ≤ w) .

(b) ⇒ (d): Erst G=F : Ern.Gleichung für Z(t) = P (Wt <w): 1. Term: P (Wt <w, S1 <t) =

= 1[ 0,w)(1−F (s)) (wg. Wt = t) , 2. Term: Z∗F (t) . Lösung: Z(t) = P (Wt <w)
Et 4.2
=

= U0 ∗ z (t)
(b)→ 1

µ

∫∞
0

z(s) ds = 1
µ

∫∞
0

1[0,w)(s) (1−F (s)) ds = 1
µ

∫ w

0
(1−F (s)) ds = GF (w) .

G allg.: P (Wt <w) = P (Wt <w, S1 <t) + P (Wt <w, S1≤ t) , 1. Term ≤P (S1≤ t) → 0 ,

2. Term:
∫∞
0

P (W
(F )
t−s <w) G(ds) =

∫∞
0

Z(F )(t−s) G(ds)
maj.K.−→

∫∞
0

GF (w) G(ds) = GF (w) .

(c) ⇒ (a): U(t+h)− U(t) = E[U0(t−Vt)] =
∫
[0,h] U0(h− s)P Vt(ds) =

∫
[0,h] P (Vt≤h−s)U0(ds)

mit P (Vt≤h−s) ≤1 und U0 auf [0, h] endlich
maj.K.+(c)−→ GF ∗ U0(h) = Ust(h) = h

µ
.

(a) ⇒ (b): In
∫∞
0

z(t−s)U0(s) ds ist U0(ds)
(a)
≈ 1

µ
ds für große s, für kleine ist z(t−s) klein (dRi).

Für alle s ist U0(s+h)−U0(s) ≤ 1
1−F (h)

<∞ (aus F 0∗=U0−F ∗U0), also beschränkt.

(c1): Der Beweis wird für F =G geführt. Für allg. G folgt dann die Beh. mit P (Vt≤v) =

= P (Vt≤v, Y1 >t) +
∫∞
0

P Y1(ds) P (V
(F )
t−s ≤v) (1. Term → 0 , 2. Term

maj. K.→ GF (v) ).

(c2): Für F =G ist die Haupt-Idee das
”
Coupling“ (Lindvall 1975) (hier mit µ<∞ ):

Neben (Sn) mit Y1∼F betrachten wir - davon st.u. - einen EP (Sn) mit Y 1∼GF .
Für δ > 0 tritt P -f.s. irgendwann zum er-
sten Mal 0 ≤ Sn2 − Sn1 < δ ein (z.z.!).
Dann setzen wir (Sn) durch (Sn) fort. Der
neue Prozess (S∗n) verhält sich stochastisch
wie (Sn) und es gilt limt→∞ P (Vt > v) =
limt→∞ P (V ∗t >v) = 1−GF (v) . ×
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Folgerung Et 6.2: U0(t)− t
µ

= (1−GF ) ∗ U0
Et 6.1(b)→ 1

µ

∫∞
0

(1−GF (t))dt = 1
µ
EY 1 = σ2+µ2

2µ2 .

Satz Et 6.3: Für diskrete Erneuerungsprozesse gelten die äquivalenten Aussagen
(für Y1, Y2 ∈ IN0, Periode(Y2) = 1, µ :=EY2, n→∞):

(a) un := U(n)− U(n− 1) → 1
µ

.

(b) U0 ∗ z(n) → 1
µ

∑∞
k=0 z(k) , falls r.S. existiert und endlich ist.

(c) P (Vn = k) → gF (k) := 1
µ
[1−F (k−1)] = 1

µ

∑∞
k fm (k≥1) , gF (0)=0 ( da Vn >0 ) .

(d) P (Wn = k) → gF (k+1) = 1
µ
[1−F (k)] = 1

µ

∑∞
m=k+1 fm (k≥0) .

Bem.: gF (k) = GF (k)−GF (k−1) = 1
µ

∫ k
k−1[1−F (s)]ds = 1

µ
[1−F (k−1)], da F r.s. stetig.


