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Stochastische Prozesse |

6 Der Hauptsatz der Erneuerungstheorie (¢t — c0)

Satz Et 6.1: Fiir nicht-arithmetische Ern.-Prozesse (Hd >0 mit PY2(d -INy) =1Vn)
gelten die folgenden ,dquivalenten® Aussagen: (t— o0, pu:=FEY5)

(a) Ult+h)—=U(t) — h , (Blackwell-Erneuerungs-Theorem)
(b) Uy *z(t) — ;/Ooo z(s)ds, falls z dRi'), (Hauptsatz der Erneuerungstheorie)
(c) P(V; <v) — Gp(v) (v>0), (langfristige Stationaritiit)
(d) PWy<w) — Gp(w) (0<w<t).

) Eine Abb. z heit direkt-Riemann integrierbar (dRi), wenn
fiir die Obersummen @(h) und Untersummen o(h) auf [0, 0o) mit Teilpunkten h-IN, gilt:
o(h) < oo VYh und @(h) —a(h) — 0 fir h—0.

Beweis-Idee: (c) < (d) folgt aus Et3.3: P(W; <w) = P(Vi_y <w).
(b) = (d): Erst G=F": Ern.Gleichung fiir Z(t) = P(W;<w): 1. Term: P(W;<w, S; <t) =
= 1o (1=F(s)) (wg. Wy=t), 2. Term: ZxF (t). Losung: Z(t) = P(W,<w) "2?
=Uy*z(t) @ ifoooz(s) ds = ifoml[o,w)(s) (1-F(s))ds = if:(l—F(s))ds = Gr(w).

G allg.: P(Wy;<w)=PW,<w,S;<t)+ P(W;<w,S;<t), 1. Term < P(S;<t) — 0,

2. Term: [ P(W) <w)G(ds) = [7ZF) (t—s) G(ds) ™5 ["Gp(w) G(ds) = Gp(w).
(c) = (a): U(t+h) —U(t) = E[Us(t—=Vy)] = fiop Uo(h — s)PVi(ds) = fjo.,y P(Ve<h—s5)Up(ds)

mit P(V,<h—s) <1 und Up auf [0, 7] endlich ™53 Gps Uy(h) = Uy (h) = 2.

u
(a) = (b): In fOOOZ<t—S)U0(S) ds ist Uy(ds) < i ds fiir grofie s, fiir kleine ist z(t—s) klein (dRi).
Fiir alle s ist Up(s+h)—Uy(s) < ﬁ(h) <oo (aus F™*=Uy—FxUy), also beschriinkt.

(c1): Der Beweis wird fiir F'=G gefiihrt. Fiir allg. G folgt dann die Beh. mit P(V; <v) =
— P(V,<v,Y;>t) + [ PY(ds) P(V,") <v) (1.Term — 0, 2.Term ™% Gp(v)).
(c2): Fur F'=G ist die Haupt-Idee das ,,Coupling® (Lindvall 1975) (hier mit y<oo):
Neben (S,,) mit Y; ~ F betrachten wir - davon st.u. - einen EP (S,,) mit Y, ~Gp.
Fiir 6 >0 tritt P-f.s. irgendwann zum er- S
sten Mal 0 < S,, —S,, < 4 ein (z.z.!). (Sh) -

Dann setzen wir (S,,) durch (S,,) fort. Der ‘ o

neue Prozess (S*) verhilt sich stochastisch (Sn) ‘ T |

wie (S,) und es gilt lim; ., P(V; >v) = . | o i/ / /
lim oo P(Vi>v) =1-Gr(v). (52)

Folgerung Et 6.2: Uy(t)— (1-Gp) x Uy B ifooo(l—GF(t))dt = 1py, = 282
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Satz Et 6.3: Fiir diskrete Erneuerungsprozesse gelten die dquivalenten Aussagen
(fiir Y1, Y5 € INy, Periode(Ys) =1, p:=EY3, n—o0):

(&) up:==U(n)=Un—-1) — .

(b) Uy*z(n) — 522":0 z(k), falls r.S. existiert und endlich ist.

(©) P(Va=k) — gek)=2[1-F(k—1)] = LS5 o (5>1), gr(0)=0 (da V,>0).
(d) PWo=k) — gr(k+1) = [1-F(k)] =, EX_ 1 fm (£20).

Bem.: gr(k) = Gp(k) — Gp(k—1) = if,f_l[l—F(s)]ds = +[1-F(k—1)], da F r.s.stetig.
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