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Stochastische Prozesse |

5 Verhalten von Erneuerungsprozessen fiir ¢t — oo

5.1 Verhalten von N; fiir t — oo
Satz Et5.1: (a) S,,/n — EY; :=pu P-fs. firn—oo, (b) N/t —1/u P-fs. firt—oo.

BeweiS' (a) folgt aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen fiir p= EY,; < 00:
L 'Y, — Yy = p P-s. :>S"—1Y+—— 'Y, = EYy P-fs. flir n—oo.

n—1 n n—1

Falls EY2 00, betrachtet man Y() := min(c, Y;), ST(LC =>r,Y v <8, (0<c<o0)

)

= liim%Sn > him%Sff ) PrLs. EYQ(c 1 0o (monotone Konvergenz), also %Sn Pls o = BY;.

N, N+l _ _N, N « N
(b) Aus Sy, <t < Sn1 folgt 45 T = < S5

Mit t—oo und N;—oo (Et1.1) folgt: N]ﬁl 2851 und mit (a) lim &t = P—f.s..

5.2 Verhalten von U(t)/t fiir t — oo

Ut 1
Satz Et 5.2: Sei py:=FEY], pu:=EY; (nicht notw. endlich). Dann gilt: i) — —firt—oo.
I

Beweis: Vorbemerkung: Aus th folgt E (%Nt) —>i nicht ohne weitere Voraussetzung.
(a) (zunéchst nur fiir £Y;, EY; <00): Ist EV; beschrénkt, folgt 1U (%) —>i direkt aus Et 3.2:
EV, = EY; + EY,U(t) — t (x) . Falls EV, nicht beschrénkt, folgt lim $U (t) 2% wegen EV;>0.
Mit ,Stutzung* wie im Beweis von Et 5.1 zeigt man lim U(¢) < .

P-fs.

Im Fall p=o0 ist bei lim nichts zu zeigen, bei lim bleibt der Beweis richtig. Bei 1 =00 und
lim geht der Beweis nur bei F'=G, also bei Up. Der Rest geht mit U= G + G « Up (L.v.F.).

5.3 Untere und obere Schranken fiir U(t)

Satz Et 5.3: Sei u; = EY; <00, pu:= EY,<o00, 02 := VarY;.
t

Dann gilt: (a) U(t) > —— i fiir 0<t< o0,
T
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Beweis: (a) folgt direkt aus Et3.2: EV, = EY; + EY,-U(t) —t mit EV,;>0.

fir 0<t<o0.

b) folgt (trickreich) mit den Eigenschaften von Uy(t), der Erneuerungsfunktion zu Y;=0.

(

(b1) U(t) = E(Up(t=Y1)), t=0. [E(NiY1=5) = 1<ty +Ur(t—5) = Uo(t =) ]
(b2) Uo(s+t) < Us(s) + Uo(t). [Uo(s+t) = Up(s) + E(Uo(t—Vs)) <r.S., vgl. (b1)]
(b3) Vi~ Gp & Ut) = i [s.Et4.1 mit Gp(t) =1 [ [1-F(s)]ds]
(bd) Y1 ~Gr & EY;= (0’ + u?). [folgt aus Gp=... mit d.Satzv.Fubini]
(b5) Sind nun Y7, Vi zwei stochastlsch unabhéngige ZV mit Vi Gg, dann gilt:

_ ~ ~ _ (b2) _ ~ ~ _
Uo(t) = E[Uo(t+Y1—Y1+Y1—Y1)} < E(Uy(t+Y1—Y1))+ EU(Y1 —-Yy)) =
= E[EUs(t+Y1—-Y1) | V1] + E[E[U(Yr—Y1) | Y]] =
D EUE+Y)) + EUT)) € EL (+ V) + E[L Y] =
S (b4) o242
= L+ EY 4L EY) = L+ g also Up(t) < B

t
I
b6) Mit (bl) folgt U(t) = E(Up(t —Y3)) < E[EA]" 4 242 < Ly ot Bepy,
o
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