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Stochastische Prozesse |

4 Stationidre Erneuerungsprozesse und regenerative Prozesse

Ziel: ,(Sy), (NVy), (V;) langfristig stationdr? 1. Schritt: ,Stationaritét von Anfang an‘?
2. Schritt: ,Stationaritét“ fir einzelne Zeitpunkte 7 (s.u.)

Definition: Ein Erneuerungsprozess heifit stationir, falls PY* = PV Vt>0 (vgl. HMK!).

Et 4.1 Folgerung: (a) (S,) ist stationdr = EV, = EY; fir alle t>0.
(b) (S,) stationér, u; := EY; < oo = EY,-U(t) =tVt = p:= EY; <oo und U(t) = ﬁ Vt.

(c) U(t) = Vtmit u=EY><co <« |Yi hat VI Gp(t) = [ )]ds, t>0 | auch V; Vt.

F(s
Beweis: (a) s.Def., (bl) aus Et3.2 (EV, = EY] + EY2 ( ) —1t), (b2): p=00 geht nicht,
(cl)aus U=G+UxF (Et13): Gp(t) = - 1f F(t—u)du = i—lf F(s)ds (s=t—u),
(c2) wg. Uy =Vq/(1—VUp) bestimmen smh U und Gr gegenseitig (bei festem F).
Bemerkung: Fiir Y mit Vf Gp gilt: EYS' = 2L o (0°+p?) mit o®:=VarY,.

2. Schritt: Regenerative Prozesse

Definition: Ein stochastischer Prozess (X;,t>0) heifit regenerativer Prozess,

falls es eine Stoppzeit S; gibt (einen Regenerationszeitpunkt), fir den gilt:

(a) Der in S; gestoppte Prozess (Xias, ) und der Post-S;-Prozess (Xg, 1) sind stoch. unabhéngig.
(b) Der Post-S;-Prozess hat dieselbe Verteilung wie der urspriingliche Prozess (X3).

Folgerung: Es gibt dann weitere Regenerationszeitpunkte S, Ss, ... und (S,,) ist ,normal®.

* o * o
Bemerkung: Der einfachste regenerative Prozess (X;) ist ! ! ! !
(Xe=X" l{s.=}), falls (S,) ein normaler Ern.-Prozess ist. So=0 S Sy, S
Typisches Beispiel: HMK mit Xo=j und S, S,,... = 7/,77,... (starke ME).

Eine Familie von Ereignissen (A;, ¢ >0) heifit regenerativ bzgl. (X, ¢>0)) (s.0.), wenn
P(A|S1=s<t) = P(A;_s) gilt. (Der Prozessanfang kann also vergessen werden.) Dann gilt
fir (A;,t>0) mit Z(t) := P(A4), 2(t) .= P(A, N {S,>t}) die , Erneuerungsgleichung*:
(x¥) Z(t) = z2(t) + (F* Z)(t) (F:=F%). Die Herleitung heifit Erneuerungs-Argument.
Beispiel: G=F: U=Up:=3%:", F™. Sei A;:={V;>v}, v>0. Dann zerlegt man:
P(Vi>v)=PV;>v,Yi1> 1)+ P(V;>v,Y1<t)= P(Y;>t+v) + [§ P(V,_y>v) PY1(ds).
Mit Z(t) := P(V;>v) und z(t) :=1— F(t+v) gilt dann Z(t) = z(t) + (F * Z)(t) (x).
Bem.: Nach 3.4 hat (%) die Losung P(V;>v)=1—F(t+v)+ (1 — F(-4+v)) *Up(t), also
Z(t) = z(t) + 2+ Up(t) oder Z(t) =z=*Uy(t) mit Up(t) := Y00 F™(t) = 1gr, (t) + Up(t).

Et 4.2 Satz: Fiirz€ M:={h:IR— IR: hmessbar, beschrankt auf [0,¢]Vt, h=0 auf (—o00,0)}
hat (x) in M die eindeutige Losung Z(t) = z(t) + (z x Up)(t) = (z * Up)(t) mit Z € M.
Beweis: (a) Zu zeigen: Uy * z € M: Sei T' > 0 = supgc;<p(Up * 2)(t) =

= supgeier fo 2(t — 0)Uo(du) < supyepeq 2(t) - Up(T) < oo
(b) Up* zist Losung: Fx (Uyx2) = (F*xUy)xz= (Ug— F*)x2=Up* 2 — 2.
(c) Seien Zy,Zy Losungen, Z, e M = H =721 —Zy=(2—2)+ F«x(Zy —Zy) = Fx H,
iteriert: H=F""«H = supy,<r |H(t)| =sup, | Js H(t —y) F™(dy)| <sup, |H(t)| F™(T).
Wegen Up(T) =>7 F™(T) < oo folgt F™— 0 (n—o00) und damit sup, |H(t)] — 0.




