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Stochastische Prozesse |

1.2 Einfiihrung in die Erneuerungstheorie (Fortsetzung)

Konstruktion eines W-Raums: Sei die Verteilungsfunktion (VF) von Y7,
sei die VF von Y3,Ys,... und Pg, Pr seien die zugehérigen W-MaSe tiber (IR, B).

*

Wir setzen Q:= RN, A:= ®JB BN, P:=P;® ®PF—PG QPr ®FPp ®..
=1
Ist[G, | die VF von S, so gilt: Go=1p.,, Gi =G, G, =GxFs" %F.

Dabei ist (z.B.) die VF von Y;+Y5,, die Faltung von G und F
mit (G F)(t) = [y Gt—2)F(dz) = [ F(t—2)G(dz). (Es gilt G(0—)=F(0—)=0!)
Die Faltung ist assoziativ, und man setzt F° :=1p,,, F"* := FO-D"F = Py Fn=D",

Bemerkung: Die Faltung ist auch fiir mafidef. Fkt. F': IR — R>¢ mit F'(0—)=0 definiert.

Generalvoraussetzung: | F'(0) < 1| < P(Y,=0) < 1. Andernfalls wére S,=5; P-fs. Vn.

Et 1.2 Folgerung: (a) P(Sx <o0)=0 (= P(N;<o0)=1 Vt).
(b) EN;= > P(S, <t) <00 ¥t>0.
n=1

Beweis: (a) Mit F(0) <1 ex. h>0 mit F(h) <1 (F ist rechtsseitig stetig).

Sei t> 0, ko :=|t/h], n>ky = P(S,<t) < P(Y;>h hochstens ky mal in 2<i<n) =
= P(Y;<h mind. (n—1—kp)-mal in 2<i<n) < F(h)" % fiir alle n>k (%).

Mit Et.1 (c) folgt P(S <t)=lmP(S,<t) =0 und P(S <oo) = hmP(S <t)=0.

(b) Nach Def.: EN;= EP(S <t) und mit (x) EN; < ZG (t )+ Z F( )R < oo Vit

Definition: (a) Die Abb. |t — U(t) := EN;|, R>o — IR>o heifit Erneuerungsfunktion.

(b) Das Ma v := ioj P% heifit das (zugeh.) Erneuerungsmas.
i=1

Interpretation von v: v(B) = § P(S, € B) = § Elp(S,) =FE io: 15(S,) .
n=1 n=1 n=1
v(B) ist also die erwartete Anzahl von Erneuerungen in B C R>.

v([0,t]) = E i_‘fl 1oy (Sy) = EN, = U(t) (< oo nach Et.2(b)).

Et 1.3 Folgerung: (a) U ist mafidefinierende Funktion von v, insbesondere endlich.
(b) U(t) = ZP(S <t) = ZG () = ZG*F" D¥(t) = G ZF”*()
(c)U(t) T 00 fur t— 00.

Beweis: (a) ist bereits gezeigt, bei (b) ist nur noch die letzte Gleichheit zu zeigen:

Da alles > 0 ist, folgt diese mit monotoner Konvergenz: Z f[o g P (t—2) G(dz) =

= fOt F”*(t z)G(dx). (c)folgt aus U(t) = v([0,t]) T V(RZO) Z P(S,eR>y) =
Et1.4 Folgerung: (a) f, g seien p-Dichten zu F,G = v hat p-Dichte h = Y5° g f(*~ 1%,

(b) Ist F' und G stetig auf [0, 00), so ist auch U stetig (nicht notw.: F(0)=G(0)=01).

Beweis: (a) Probe! (b) z.z. FxG stetig, U(t)=>7"G,(t) <oo = konv.glm. auf [0, to].




