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Faktorisierung bedingter Erwartungwerte und bedingte Wahrscheinlichkeit
Zunichst wird an Satz 4.9 aus HMK-D 4.3 erinnert:
Satz E 8:

_ Y
Fir X : (Q,A4) — (R,B) und Y : (2, 4) — (¥,C) (messh.) (A —— (V.0)
gilt: Ist X o(Y)-B-messbar, dann gibt es eine C-IB-messbare X\A lg
Abbildung ¢:Y — R mit X = ¢g(Y) und umgekehrt. (R, B)

Folgerung E9: Faktorisierung® von E(X|Y)
Sei X :(9,A4) — (IR, B), P-quasi-integrierbar, Y : (2, A) — (,C). Dann ex. zu E(X|Y)
eine Abbildung g = E(X|Y="):(),C) — (R, B) mit |[E(X|Y)=¢g(Y)=E(X|Y=")oY]|.

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Vorbemerkung: Dem Operator E : X — FEX wird zugeordnet P: B— P(B) := E(1p).
Kann auch E(-]Y): X —E(X|Y) zugeordnet werden B— P(B|Y):= E(15|Y)?

Folgerung E 10:

Sei Y :(Q,A4) — (V,C) (messb.), BEA und |P(B|Y):=E(1g|Y)|. [B fest]

Dann existiert P(B|Y="-):= F(lg|Y=") undesgilt |P(B|Y)=P(B|Y=:)oY|.

Frage: Ist (y,B)+ P(B|Y=1y) ein Ubergangs-W-MaBi?  [VB C-IB-messb., Vy W-MaB]
Fiir festes B € A ist P(B|Y=":)* C-B-messbar. [* genauer: jeder Reprisentant]
Fir ye N ist P(B|Y=y) >0, P(QY=y) =1,
Fir y e U; Np, ist P(CBi|Y=y) =X P(Bi|Y=1y)
(wg. Linearitét fir Y7 B;, s. E4 (2), und mon. Konvergenz, vgl. E4 (7)).
Folgt daraus, dass P(-|Y=1y) fiir P-fast alle y ein W-MaB ist ?

Man braucht dazu, dass A einen abzdhlbaren Erzeuger besitzt, wie z.B. A = IB*.

Folgerung E 11:
Ist Y:(Q,A4) — (),C) (messb.), X : (Q,A4) — (X, B) (messb.), B mit abz. Erzeuger.

Dann existiert ein Ubergangs-W-Mafi PXIY=) mit | POX) = pYg pXIY=)],

Beweis: PXIY=)(y B) = P(X~Y(B)|Y=yvy) (BeB). Statt B€A (wiein E 10)
betrachtet man hier X '(B)e X~ !(B) =: A’ und A’ hat einen abzihlbaren Erzeuger.

Man kann also jetzt E 10 anwenden.




