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Stochastische Prozesse |

E1 Bedingte Erwartungswerte

Vorbemerkung: Zu einer bedingten Verteilung PX1Y=") (Ubergangs-W-Maf) definiert man
E(X|Y="-)=[oz PXIY=")(dr), falls X :(Q, A P)— (R,IB) P-quasi-integrierbar.

Wir betrachten hier E(X|Y):= E(X|Y =)oY, eine o(Y)-B-messbare ZV,

und deren Verallgemeinerung E(X|C), wobei C eine Unter-o-Algebra von A ist,

mit dem Spezialfall E(X|Y) := E(X|o(Y)).

Beispiel E1: Sei C := o({By, Bs,...}) mit Q=Y""1B;, B(X|C)
X P-quasi-integrierbar.

Dann definiert man E(X|C) := Z?:[Of} [E(X-1p,)/P(B;))1p

Daraus folgt w — f(w):= E(X|C)(w) ist C-messbar,

und es gilt [, f(-)dP = [, X dP VC'€ C (hier C=Y¥; By). B, B, B,

Interpretation: Ein bed. Erwartungswert vergrobert die geg. ZV, maximal bei £ X.

Satz E2: Ist X : (9,4, P)— (IR, B) P-quasi-integrierbar, C eine Unter-o-Algebra von A,
dann existiert ein X : (Q, A, P) — (IR, B) — bis auf ,, P-f.s. =“ eindeutig — mit
(¥) Xp ist C-messbar und [, XodP = [ X dP VYC €C.

Beweisidee: Das Mafl @ auf (§2,C), definiert durch Q(C) := [, X dP hat die Eigenschaft
,mit P(C')=0 ist auch Q(C)=0“ (Q ist P|¢-stetig). Daraus folgt mit dem Satz von
Radon-Nikodym, dass () eine C-messbare, P-f.s. eindeutige Fy-Dichte X, besitzt.

Definition E 3: Jede der nach Satz E 2 existerenden Zufallsvariablen X, heifit
bedingter Erwartungswert von X unter C. Man schreibt E(X|C) := X,
ohne Beriicksichtigung der verschiedenen, aber P-f.s. gleichen Versionen von Xj.
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Folgerung E 4: Eigenschaften von E(X|C). Diese gelten alle (nur) P-f.s. (s.z.B. Bauer).

(1) BE(X|{0,Q})=FEX, E(X|A) =X. [Dies folgt direkt durch Einsetzen in ()]
(2) E(aX+0bY|C)=aE(X|C)+bE(Y]C). [Die Integrale in (x) sind linear]
B) a<X<b=a<FEX|C)<hb. [C:={FE(X|C) <a}in (x) = P(C)=0]
(4) SeiCy CCC A = E[E(X|G)|C] = E(X|C), speziell E(E(X|C)) = EX.

[Sei X 1= B(X|Cy), Xo:=L.5., CeCCC = [,XodP =
W L EBX|C)dP 2 [ xdP Y X, = BE(X|C)) (mit (x) fiir C€C) / C€Cy | CEC)]
(5) E(XY|C)=XE(Y|C), falls X C-messbar. Speziell E(E(X|C)Y|C)=E(X|C)E(Y|C).
Mit (%), z.z.: [o X E(Y|C)dP = [ X YdP (Beweisprinzip fiir Integrale: X =1¢, ...)]
(6) E(X|C)=FEX, falls X,C st.u., d.h. falls X, 1¢ st.u. fur alle C € C.

Mit (+): [X1cdP "™ EX-Elc = [EX-1¢dP = [, EXdP = (.5.]

(7) Monotone Konvergenz: 0<X,<Xn+1, X,—X = E(X,|C)— E(X|C).

Majorisierte Konvergenz: X, — X, |X,| <Y, Y integrierbar = F(X,|C) — E(X|C).

Satz E5: Jensensche Ungleichung: (s.z.B. Bauer) Yy

Sei M C IR¢, # 0, konvex, g : M — IR konvex, messbar, g

X :(Q,A, P)— (IRY, BY) integr. mit PX(M)=1. Dann gilt: H
(a) EX €M (sogar EX € M falls PX nicht auf Hyperebene).

(b) E(goX) ex., g(EX)< E(goX), g(E(X|C)) < E(goX]|C). EX M W

Beweis: Sei K:={(w,y):weM, y>g(w)} = 3 Hyperebene H durch (EX, g(EX)) mit g> H
= F(goX)> FE(HoX)=H(EX) =g(EX).




