Lineare Algebra
Studienjahr 2023/24

Julian Holstein
Fachbereich Mathematik

(Stand: 13. Februar 2024)

Inhaltsverzeichnis

(1 Vorbereitung|

(1.1~ Was ist lineare Algebra?| . . . . . . . . ... ... Lo
[L.2  Geometrie von Geraden in der Ebenel . . . . . . . . ... o000
(1.3 Lineare Gleichungssysteme, Gauly'scher Algorithmus|. . . . . . . ... ... ...
(1.4 Aussagen und Logikl . . . . . . . . . ...
1.5 Mengen| . . . . . .
(1.6 Relationen und Abbildungen|. . . . . . . . . ..o o000
2 Algebraische Grundbegrifie
2.1 Gruppen|. . . . . . . .
2.2 Homomorphismen|. . . . . . . . . . ...
2.3 Korper| . . . . ..
2.4 Die komplexen Zahlen| . . . . .. ... ..o oo
2.5 Ringel . . . . ..
[3__Vektorraume
[3.1 Vektorraumel. . . . . . . . ..
[3.2  Untervektorraumel. . . . . . . . . . ..
[3.3  Lineare Abbildungen| . . . . . . . ... ..o
[3.4  Quotientenvektorraume|. . . . . . . ...
4_Basen
4.1 TLinearkombinationen| . . . . . . . . . . . . .
4.2 Basis und Dimension| . . . . . . . . . ...
[4.3  Abbildungen und Dimension| . . . . . . . . . ... oL
[> Lineare Abbildungen und Basen|
[>.1 Lineare Abbildungen und Matrizen| . . . . . . . .. ... ... L.
[H.2  Mehr iiber Matrizenl . . . . . . . . .. ..
(5.3  Der Gaufische Algorithmus und Elementarmatrizen| . . . . . . . . . .. .. ...
b.4 Koordinatentranstormationen| . . . . . . . . . . . ...
[5.5 Aquivalenz und Ahnlichkeit von Matrizen| . . . . .. . . ... ... ... . ...

[6 Intermezzo: Basen fiir beliebige Vektorraume)




[7__Determinantenl 99

[7.1 Vortberlegungen| . . . . . . . . ... 99

[7.2  Die Determinantenabbildung|. . . . . . .. ... ... ... 000 101

.3 Existenz der Determinantel . . . . . . . . . . . . ... 105

[7.4  Eigenschaften der Determinante| . . . . . . . .. ... .. ... ... .. 110
|A_Leere Summen und Produktel 113
IB Was bisher geschah: Kurzzusammentassung der Kapitel |2| bis || 115
Literatur:

Dieses Skript basiert auf Christoph Schweigerts Skript zur Linearen Algebra, erhéltlich auf
https://www.math.uni-hamburg.de/home/schweigert/skripten/laskript.pdf.
Niitzliche ergénzende Literatur:

e Christian Bar: Lineare Algebra und analytische Geometrie Springer Fachmedien Wiesba-
den, 2018. Volltextzugang Campus
https://doi.org/10.1007/978-3-658-22620-6

e Gerd Fischer: Lineare Algebra : eine Einfithrung fiir Studienanfanger. Springer Spektrum,
18. Auflage 2014. Volltextzugang Campus
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-658-03945-5

Die aktuelle Version dieses Skriptes finden Sie unter
http://www.math.uni-hamburg.de/home/holstein/lehre/l1ina23/LASkript.pdf
als pdf-Datei.

Bitte schicken Sie Korrekturen und Bemerkungen an julian.holstein@uni-hamburg.de!



1

1.1

Vorbereitung

Was ist lineare Algebra?

Zur Einfiihrung mochte ich etwas dazu sagen, womit wir uns in den néchsten beiden Semestern
gemeinsam beschéftigen. Was ist lineare Algebra, warum studieren wir sie?
Ein paar Gedanken dazu.

1.

Geometrisch: Lineare Algebra beschreibt und abstrahiert die Anschauung des linearen
Raums: Gerade, Ebene, drei-dimensionaler Raum, mehr-dimensionaler Hyperraum. Keine
komplizierten Kurven, nur Geraden, Ebenen usw. aber in beliebigier Dimension. [

. Lineare Algebra beschreibt und abstrahiert die Losung von linearen Gleichungen wie

axr +b = ¢, in der Praxis ist dies das Rechnen mit Reihen und Rechtecken voll von
Zahlen.

. Wenn ihnen diese etwas vagen Aussagen nicht allzu viel sagen ist das vollig in Ordnung,

am FEnde des Kurses werden Sie Thre eigenen, konkreten Vorstellung haben, was lineare
Algebra ist.

. Lineare Algebra wird ihnnen in nahezu jedem Kurs, den Sie wiahrend des Mathematik-

studiums belegen wieder begegnen, Statistik, Differenzialgleichungen, komplexe Mannig-
faltigkeiten, Quantenfeldtheorie ... Mathematik geht nicht ohne lineare Algebra.

. Als ich in ihrem Alter war, war die coole Anwendung von Mathematik, mit der man

Nichtmathematiker beeindrucken konnte der PageRank-Algorithmus von Google. Unter
der Haube steckte darin eine Menge lineare Algebra. Heutzutage wirkt der PageRank-
Algorithmus vielleicht schon etwas antiquiert, in den Nachrichten geht es um genera-
tive kiinstliche Intelligenz wie ChatGPT, Bard, Dall-E etc. Unter der Haube steckt
wieder lineare Algebra. Wenn Sie in meinem Alter sind und vielleicht auch eine
Anfingervorlesung halten, werden Sie vielleicht auch eine aktuelle, beeindruckende ma-
thematische Anwendung présentieren wollen. Niemand hier weif}; welche das sein wird.
Aber hochstwahrscheinlich benutzt sie lineare Algebra.

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns nun mit einigen vorbereitenden Betrachtungen: wir
betrachten etwas elementare Geometrie der Ebene, dann werden wir lineare Gleichungssysteme
systematische 16sen. Anschliefend fiithren wir etwas Handwerkszeug ein, ndmlich die Sprache
von Mengen und Abbildungen, Aussagen und deren Verkniipfungen.

1.2 Geometrie von Geraden in der Ebene

Wir setzen in diesem einleitenden Kapitel voraus, dass Sie Folgendes wissen:

e Sie haben eine Vorstellung, was reelle Zahlen sind. In der Analysis wird dies noch einmal

prézise eingefiihrt werden. Wir bezeichnen die Gesamtheit der reellen Zahlen mit R. Wir
sprechen auch von der Menge der reellen Zahlen.

e Reelle Zahlen kénnen addiert und subtrahiert werden. Fiir Addition und Multiplikation

beliebiger reeller Zahlen gelten Assoziativ- und Kommutativgesetze. Es gibt eine reelle
Zahl 0 € R, so dass fiir alle reellen Zahlen, also alle a € R, gilt 0 4+ a = a + 0 = a; fir die

Tm zweiten Semester begegnen uns auch ein paar qudratische geometrische Objekte.



Zahl 1 € R gilt bei Multiplikation 1-a = a -1 = a fiir alle a € R. Sie wissen sicher auch,
welche Eigenschaften fiir eine gegebene reelle Zahl a € R die Zahlen —a und, falls a # 0
gilt, 1/a haben.

e Wir setzen voraus, dass sie die Veranschaulichung der reellen Zahlen als Punkte auf der
Zahlengerade kennen.

T

Wir kénnen nun die Menge R? := (x
2

) ) r1,r3 € R} von geordneten Paaren reeller

Zahlen betrachten. Durch die Einfithrung kartesischer Koordinaten kénnen wir diese als ma-

thematisches Model fiir die Ebene unserer Anschauung sehen:
A

T fx — \ 2o

I

\ 4

Wir wollen auf die Menge R2 noch andere Struktur aufpragen: Je zwei Elementen x = (il),
2

Yy = <y1> € R? kénnen wir durch komponentenweise Addition ihre Summe

Y2
T+ 2
Tty = cR
Y ($2 + 92)

zuordnen. Wir nennen dies Vektoraddition oder einfach Addition.

Bemerkung 1.2.1. Doppelpunkte := werden immer anzeigen, dass ein Ausdruck auf der linken
Seite durch den Ausdruck auf der rechten Seite definiert wird. Das Gleichheitszeichen = dagegen
macht eine Aussage iiber schon definierte Groflen. (Wenn wir einfach eine Variable definieren

wo_»

benutzen wir in der Regel kein “:=".)

Wir stellen den Vektor x = <i1> durch einen Pfeil vom Ursprung mit Spitze im Punkt mit
2

Koordinaten (zy,z2) dar. Die Summe wird dann so veranschaulicht:

A

r+y

-
-7

\/

Fiir jede reelle Zahl t € R konnen wir durch Multiplikation aller Komponenten den Vektor
um einen Faktor ¢ strecken,
L tﬂfl
t-x = ( m2> .

3



Wir schreiben auch kurz tx und bezeichnen dies als Skalarmultiplikation. Bildlich fiir ¢ > 0:

A

tx

A\

Wie sieht das Bild fiir t < 0 aus?
In konkreten Beispielen sieht das so aus:

() ()= o (0) =)

Es wird in der Vorlesung zahlreiche Beispiele fiir die neu eingefithrten Konzepte geben, aber
oft bleibt es auch Thnen iiberlassen, sich Beispiele zu iiberlegen. Daher empfehle ich (wie fast
alle meiner Kolleg*innen) mathematische Literatur immer mit Papier und Stift zur Hand zu
lesen, so dass Sie einfache Beispiele ergénzen oder veraunschaulichende Bilder selbst zeichnen
koénnen.

Bemerkung 1.2.2. Es gilt fiir alle x,y, z € R? und fiir alle t,t’ € R:

1.

(x4+y)+z=z+ (y+2). [Assoziativitét]

Sei 0 := (8) € R? der sogenannten Nullvektor. Dann gilt:

O+z=a2=2+0 [Neutrales Element)].

Man beachte, dass wir mit dem gleichen Symbol die reelle Zahl 0 € R und den Nullvektor
0 € R? bezeichnen. Die Terme in mathematische Formeln erschliefen sich oft nur aus dem
Kontext.

Zu jedem z € R? gibt es ein —x € R?, so dass

r+(—x)=(—x)+2=0,

namlich —z = (_Il). [Additives Inverses]

x4+ y=y+a [Kommutativitét]

Die ersten vier Rechenregeln entsprechen genau denen fiir die Addition von reellen Zahlen.

(tt")x = t(t'z). (Hier bezeichnet tt’ die Multplikation in R und #'z die Skalarmultiplikation,
also komponenntenweise Multiplikation in R?!)

lr ==«
tlx+y) =tr+ty

(t + ")z = tx + t'z. (Uberlegen Sie sich genau, welche Verkniipfung bei ¢ 4 #' und welche
bei tz + t'x gemeint ist!)



All diese Gleichungen werden gezeigt, in dem man sie durch Betrachtung von Komponenten
auf die entsprechenden Gesetze fiir die reellen Zahlen zuriickfiihrt. Ein Beispiel:

T Y1 r1+ Y1+ Y1 1
y (932) <y2> (332 + y2> (yz + 372) (yz) (-732) Y

Solche kleinen Argumente werden im Skript oder in der Vorlesung gelegentlich iibersprungen,
aber fragen Sie ruhig nach, wenn etwas unklar ist!

Diese Rechnungen zeigen die Aussagen fiir alle moglichen Werte von z, y, z, t, t'. Zum Beispiel
hiingt die Aussage (a) von den drei Elementen z,y, z € R? ab, aber fiir jede Wahl der Elemente
ist die Rechnung giiltig und die Aussage wahr.

Bemerkung 1.2.3. Statt R? koénnen (und werden) wir allgemeiner fiir beliebiges n € N die
Menge aller geordneten n-Tupel reeller Zahlen R™. Insbesondere ist R! einfach die Zahlengerade
der reellen Zahlen und R? ist ein Modell fiir den dreidimensionalen Raum. (Was ist R?) Wir
nennen auch ein Element v = (vy,...,v,) € R" einen Vektor (in R") und fiiri = 1,2,...,n die
reelle Zahl v; die i-te Komponente oder Koordinate.

Der R™ ist zentrales Beispiel eines Vektorraums — die genaue Definition folgt spéter. R”
tritt in vielen Anwendungen auf; unsere Methoden werden so beschaffen sein, dass sie nicht
vom Wert von n abhéngen, und auch nicht von der Wahl der reellen Zahlen als Komponenten.
Dies ist ein Beispiel fiir Abstraktion in der Mathematik, die sehr oft zu groflerer Anwendbarkeit
in konkreten Problemen fiihrt.

Durch Definitionen schafft man sich neue mathematische Begriffe. R? ist eine Menge und hat
eine Klasse interessanter Teilmengen. Die folgenden Uberlegungen funktionieren fiir allgemeines
R" genauso gut wie fiir R?, also schreiben wir einfach R™.

Definition 1.2.4. Seien p,v € R™ v # 0. Dies definiert fiir jedes t € R einen Vektor p+tv € R".
Dann heiit die Teilmenge G, all dieser p+tv € R” fiir verschiedene ¢ € R die (affine) Gerade
durch den Fufipunkt p mit Richtungsvektor v. Wir schreiben kurz

Gow={p+tv|teR}CR"

oder
Gpv =D+ Ro.

A

»
T

Gp7’U

N}

In einer Definition heben wir die Begriffe hervor, die definiert werden.

Der Ausdruck {p + tv|t € R} ist so zu lesen: wir betrachten die Teilmenge von R”, die aus
den Elementen besteht, fiir die es ein t € R gibt, so dass sich das Element als p + tv schreiben
lésst.

Den Ausdruck p+Ruv verstehen wir nur als verkiirzte Schreibweise, wir definieren keine neue
Additionsoperation.

Diese Darstellung einer Gerade heifit Parameterdarstellung , wir werden spéter andere Dar-
stellungen treffen.



Beispiel 1.2.5. Gy 1) ist die Winkelhalbierende des ersten und dritten Quadranten.

Unsere Definition verlangt v # 0, und Sie sollten sich fragen, warum v = 0 nicht zugelassen
wurde! (Wie sdhe denn G, aus?) Jede Bedingung in einer mathematischen Definition oder
Aussage hat eine Bedeutung.

Wir beweisen nun unsere erste Aussage, genauer gesagt beweisen wir ein Lemma, also eine
Hilfsaussage.

Lemma 1.2.6. Seien v,w,p,q € R" mit v # 0 und w # 0. Es qilt G, = Gg. genau dann,
wenn q € Gy, und es ein s € R gibt mit w = sv.

Beachten Sie, dass der Skalar s nicht 0 sein kann, denn sonst wire w = sv =0-v = 0, und
wir nehemen ja gerade an, dass w # 0.

Insbesondere ist die Parameterdarstellung einer gegebenen Geraden G' C R" nicht eindeutig.
Es gibt mehrere Wahlen von (p, v), die die gleiche Gerade (also die gleiche Teilmenge von R")
beschreiben.

Eine mathematische Aussage erfordert immer einen Beweis, in dem diese Aussage auf be-
kannte Aussagen zuriickgefiithrt wird. Der Verweis auf ein Bild, auch wenn er fiir die Anschauung
hilfreich ist, ist kein Beweis.

Dies ist der erste Beweis in unserem Kurs, und wir werden entsprechend sehr sorgfaltig sein.
In diesem Beweis geschieht einiges und wir werden schon einige Techniken treffen, die spéter
eine Rolle spielen.

Beweis:. Schauen wir uns genau an, was wir beweisen wollen. Es gibt zwei Aussagen, die von
v, w € R" mit v # 0 und w # 0 und p, ¢ € R™ abhéngen:

“Aussage 17 es gilt G}, = Gy, das heifit G, und G, enthalten die gleichen Vektoren in
R".

“Aussage 2”7 es ist ¢ € G, und es gibt ein s € R\ {0} mit w = sv.

e Fiir eine gegebene Wahl von v,w € R” mit v # 0 und w # 0 und p,q € R" ist jede der
Aussagen entweder wahr oder falsch. Andere Wahrheitswerte als “wahr” oder “falsch”
werden wir nicht betrachten.

e In Aussage 2 werden zwei Teilaussage durch das Wort “und” zu einer neuen Aussage ver-
kniipft. Diese neue Aussage ist nur dann wahr, wenn die beiden urspriinglichen Aussagen
wahr sind. Dies ist die Definition der Verkniipfung “und”.

e Wir behaupten, dass die Aussagen fiir jede erlaubte Wahl von v, w, p, ¢ entweder beide
wahr oder beide falsch sind. Wir schreiben dann

“Aussage 17 &  “Aussage 27

und sagen, die beiden Aussagen sind dquivalent.

Dazu zeigen wir (fiir jede v, w, p, ¢ wie oben) zweierlei: zum einen: ist Aussage 1 wahr, dann
ist auch Aussage 2 wahr. Man schreibt dann °

‘Aussage 17 = “Aussage 2”.

Zum anderen zeigen wir: ist Aussage 2 wahr, so ist auch Aussage 1 wahr. Von den vier méglichen
Kombinationen



Aussage 1 | Aussage 2
wahr wahr
wahr falsch
falsch wahr
falsch falsch

eliminiert der erste Teil des Beweises, den wir mit 7 = 7 bezeichnen, die zweite Zeile; der
zweite Teil 7 <= 7 eliminiert die dritte Zeile. Damit ist die Aquivalenz gezeigt.

<<Es erscheint, dass wir nun mehr Arbeit haben, weil wir zwei statt einer Aussage zeigen
wollen. Aber jede der beiden Richtungen ist viel leichter, als direkt eine Aquivalenz zeigen zu
Wollen.>>

7 = 7. Es soll also fiir eine gewisse Wahl von v, w € R" mit v # 0 und w # 0 und p,q € R"
Aussage 1 gelten. Wir nehmen also an, dass G, = G, gilt. Aus ¢ € Gy, folgt mit Aussage 1
Ggw = Gp, direkt die Aussage ¢ € G ,,. Also gibt es nach Definition von G, , ein s; € R mit
q=7p+ s10. <<Die Definition besagt, dass es eine Zahl gibt, die die Gleichung erfiillt, und wir
geben dieser Zahl sofort einen Namen!>>

Ferner gilt auch ¢ +w € G, = Gy, also gibt auch es ein sy € R mit ¢ +w = p + sov. Es
folgt

w=(g+w)—q=(s2—1)v.

Beachten Sie: Wir haben im Beweis keine weiteren Annahmen iiber v, w, p, ¢ verwendet, als
die, dass dies Elemente in R" sind und v und w nicht Null sind. Damit haben wir die Aussage
fiir alle v,w € R™ mit v # 0 und w # 0 und p,q € R" gezeigt.

7 <7 folgt am Mittwoch.

7 <7, Es soll also fiir eine gewisse erlaubte Wahl von v, w € R” mit v # 0 und w # 0 und
p,q € R™ Aussage 2 gelten. Zu zeigen ist die Gleichheit der zwei Teilmengen G,,,, und Gy, von
R2. Damit wir diese Aussage fiir alle Wahlen zeigen, diirfen wir auch wieder nichts anderes fiir
v, w, p,q verwenden, als dass dies Elemente im R" sind und v # 0 und w # 0 gilt.

Zwei Teilmengen T}, T einer Menge M, in Zeichen T} C M und T, C M, sind genau dann
gleich, wenn sie die gleichen Elemente von M enthalten. <<Das ist die Definition von Gleichheit
von Teilmengen einer Menge, und es entspricht unserer Anschaung.>> Ist jedes Element von T}
auch in Ty, so gilt T} C Ts. Es gilt also genau dann T} = T,, wenn die Aussagen T} C T und
T, C Ty beide gelten.

Wir wollen zuerst die Inklusion G,,, C G, zeigen. Wegen unserer Annahme haben wir
q € Gp,. Also gibt es ein ty € R, so dass ¢ = p + tov gilt. Sei r € Gy, beliebig, also gilt
r = q + t;w mit einem geeigneten t; € RE] Einsetzen liefert

r=p+tov + tisv = p+ (to + t1s)v

woraus r € G, folgt. Wir hatten {iber r keine weiteren Annahmen gemacht, als dass s € G,
gilt. Dann ist aber auch r € G, ,. Alle Elemente von Gy, sind somit auch Elemente von G,
und wir haben die Inklusion Gy, C G}, gezeigt.

Wir miissen noch die umgekehrte Inklusion G, C G, zeigen.

Sei u € G, beliebig. Nach Definition kénnen wir also v = p + tov schreiben mit einem
geeigneten ty € R.

Wir haben immer noch ¢ = p + tov € G,,. Durch Umstellen folgt p = ¢ — tov mit ¢, € R.
Weiterhin gilt s # 0. Denn wenn wir annehmen, dass s = 0 dann folgt aus w = sv sofort
w = 0v = 0. Aber wir betrachten ja nur w # 0 in diesem Lemma, dies ist also ein Widerspruch

”

2Das ist mathematischer Slang: “mit einem geeigneten. ..” ist eine Existenzaussage und gleichbedeutend mit

“es gibt ein ...".



und die Annahme s = 0 muss falsch sein. <<Dieses Argument ist ein einfaches Beispiel fiir einen
Widerspruchsbeweis oder indirekten Beweis.>> Also

S=pttov=q—tov+tv =q+ (ty —to)s w.

Man beachte, dass wir hier die Annahme s # 0 ausgenutzt haben. Hieraus folgt u € G ,,. Jedes
u € Gy, liegt also auch in G, und wir haben die Inklusion G, , C G,., gezeigt.
Zusammen mit der Inklusion Gy, C G}, folgt dass Gy, = Gp0- O

Lemma 1.2.7. Sei G C R" eine Gerade und seien a,b € G und a # b. Dann ist G = Ggp_q.
Fine Gerade wird also durch zwei verschiedene Punkte, die auf ihr liegen, festgelegt.

Beweis:. Aus Lemma folgt, dass wir einen beliebigen Punkt auf G, also insbesondere a,
als FuBpunkt wihlen kénnen. (Denn G hat die Form G, ,, fiir geeignete Vektoren p, v und wenn
a in G, ist dann gilt G, , = G,..)

Es ist also G = G, mit einem geeignetem Richtungsvektor v € R™ \ {0}, den wir noch
nicht kennen. Aus b € G, folgt, dass es ¢y € R gibt mit b = a + tv.

Damit ist b — a = tgv. Weiterhin gilt b — a # 0 nach Annahme, also kénnen wir Lemma
1.2.6{anwenden und es gilt G, , = Gy p—q- O

Man kann Geraden auch anders darstellen:

aj
a2
Variablen. Wenn a # 0 dann ist die Menge aller Lisungen L, . = {(z1,72) € R* | ayz;+asze =
c} eine Gerade.

Lemma 1.2.8. Sei a = € R? und sei a1x1 + asws = c eine lineare Gleichung in zwei

Beweis:. Fiir den Vektor a bedeutet a # 0 dass a; # 0 oder ay # 0. Wir kénnen annehmen,
dass a; # 0, denn der Beweis fiir as # 0 geht genauso, nur ein paar Indizes sind anders. <<Wir
sagen auch dass wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) annehmen, dass a; # 0.
Fiihren Sie den Beweis ruhig als Ubung fiir den Fall a, # O!>>

C

Dann ist b = (%) ein Punkt in der Losungsmenge L, .. Wir betrachten weiterhin den Vek-

)
—ay
Gleichung in Beispielen bestimmen und versuchen, die Parametrisierung zu erraten. Oder wir
kénnten einen beliebigen Vektor herannehmen und dann sehen, ob unsere weiteren Rechnungen
die Koordinaten einschriinken. In einem mathematischen Beweis werden die Uberlegungen, die
zu solchen Annahmen fiihren oft ausgelassen, denn der Beweis funktioniert auch wenn die Form
vom Himmel féllt. Ich werde aber oft versuchen, solche Ideen in Beweisen zu begrﬁnden.>>

Wir wollen zeigen Gy, = L, .. Zuerst gilt dass b+tv die Gleichung erfiillt, womit wir meinen,
dass (b + tvy, bs + tvy) die Gleichung erfiillt. Wir rechnen nédmlich: a1(by + tvy) + az(by 4 tve) =
al(ﬁ +tas) + az(0 + t(—a1)) = ¢ + tayas — tajas = c. Also gilt Gy, C Lg.

tor v = . <<Wieso betrachten wir diesen Vektor? Wir konnten die Losungsmenge unserer

Wenn umgekehrt x die Gleichung erfiillt, dann betrachten wir x — b. Es gilt x; = S
und damit (v —b); = <22 — £ = — %z, Aufierdem haben wir (z —b); = 2 — 0. Damit is

r—b=2 (—aaz) = 2—?1}. Damit liegt * € Gy, und da « € L, . beliebig war ist L, . C Gp,. U
1

Wir betrachten nun zwei einfache geometrische Anwendungen.

Definition 1.2.9. Gegeben zwei Punkte a, b € R?, so heifit der Punkt %(a—i— b) Mittelpunkt von
a und b.



Der Mittelpunkt m erfiillt dass m —a = b — m und damit ist b — a = 2m. So erklért sich
der Name.

Definition 1.2.10. Ein Parallelogramm ist ein 4-Tupel (a, b, ¢, d) von Punkten in R?, so dass

c—a=d—bgilt:

c d

Ein Parallelogramm heifit nicht-ausgeartet, falls keine drei Punkte auf einer Geraden liegen.

In einem Parallelogramm gilt immer auch b — a = d — ¢. (Rechnen Sie das nach und
veranschaulichen Sie es sich geometrisch.)

Satz 1.2.11 (Diagonalensatz). In einem Parallelogramm treffen sich die Diagonalen in ihren
Mittelpunkten.

Man beachte, dass mit dieser Formulierung eine Aussage fiir alle Parallelogramme gemacht
wird.
Fiir allgemeine Vierecke ist die Aussage nicht unbedingt richtig, etwa:

<<Im allgemeinen ist es eine gute Idee sich bei einem mathematischen Satz zu iiberlegen,
wozu alle Annahmen gebraucht werden und sich gegebenenfalls ein Gegenbeispiel zu iiberlegen,
falls die Annahmen verletzt sind. Das ist manchmal recht einfach, manchmal aber auch sehr
kompliziert! Ich empfehle, es immer zu versuchen, aber nicht zu frustiert zu werden, wenn es
nicht gelingt.>>

Auch fiir ausgeartete Parallelogramme treffen sich die Diagonalen in ihren Mittelpunkten,
aber nicht nur dort!

Beweis:. Der Mittelpunkt der Diagonale von a nach d ist %(a + d), der Mittelpunkt der Dia-
gonale von b nach c ist 2(b+ c).

Wir rechnen: . |
§(a+d)—§(b+c) = §(a+d—b—c) =0.

Also sind die Mittelpunkte gleich und sind ein Schnittpunkt der beiden Diagonalen. [

Definition 1.2.12. 1. Ein Dreieck ist ein Tripel (a, b, ¢) von Punkten in R?. Es heifit nicht-

ausgeartet, falls die Eckpunkte a, b, ¢ nicht auf einer Geraden liegen.

1

2. Sei (a, b, c) ein nicht-ausgeartetes Dreieck. Eine Seitenhalbierende ist eine Gerade durch
eine der Ecken und den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite:




Satz 1.2.13 (Schwerpunktsatz). In einem nicht-ausgearteten Dreieck (a,b,c) schneiden sich
die Seitenhalbierenden genau in dem Punkt %(a + b+ ¢), dem Schwerpunkt des Dreiecks.

Dies ist wieder ein Satz iiber alle nicht-ausgearteten Dreiecke.

Beweis:. Die Seitenhalbierende durch a enthélt ¢ und den Seitenmittelpunkt b%c Nach Lemma
ist sie in Parameterform wegen Lemma [1.2.7) gegeben durch

a+R<%(b+c)—a>

Wahle den Parameter ¢ = % und finde auf dieser Geraden den Punkt

211 1 1 1
= —| =(b — = — —b+ —c.
q a+3<2( +¢) a> 3a—|—3 —|—3c

Der Ausdruck ist symmetrisch in a, b, ¢, man kann also die Rollen von a,b und ¢ vertauschen.
Also liegt ¢ auch auf den anderen beiden Seitenhalbierenden.

Wir miissen noch zeigen, dass es genau einen Schnittpunkt gibt. Wenn sich die Seitenhal-
bierenden in zwei Punkten schneiden, dann liegen alle Seitenhalbierenden nach Lemma [1.2.7]
auf einer Geraden, und damit liegen alle Eckpunkte auf einer Geraden und das Dreieck ist
ausgeartet, im Widerspruch zu unserer Annahme.

Der Ausdruck “+§+C erklart auch die Benennung des Schnittpunkts als Schwerpunkt. O]

1.3 Lineare Gleichungssysteme, Gauf3’scher Algorithmus

Ein enzelnes lineare Gleichung ist einfach zu l6sen, in zahllosen Anwendungen méchten wir
Werte finden, die gleichzeitig mehrere lineare Gleichungen in mehreren Variablen 16sen.

Definition 1.3.1. 1. Ein (reelles) lineares Gleichungssystem (LGS) ist ein System von Glei-
chungen der Form

a1 + a12T9 “+...+ A1nTy — bl

a21T1 + Q222 + ...+ QopnT, = b2

Am1T1 + QmaXot ... + Q= bm

mit gegebenen a;; € R und b; € R. Gesucht sind alle reelle Losungen 1, . . ., x,, also relle
Zahlen, die alle Gleichungen gleichzeitig erfiillen.

2. Gilt by = ... = b, = 0, so heif}it das lineare Gleichungssystem homogen; sonst inhomogen.

Ersetzt man bei einem inhomogenen linearen Gleichungssystem alle b; durch 0, so erhélt
man das zugehdrige homogene lineare Gleichungssystem.

3. Wir nennen die rechteckige Anordnung reeller Zahlen

ay; ... Qip

A:

am1 --- Amn
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die Koeffizientenmatriz des linearen Gleichungssystems. Allgemein ist jede rechteckige
Anordnung von Zahlen eine Matrix, wir werden in diesem Kurs noch viel Zeit mit ihnen

Verbringeen.

In einer Matrix heiBen die horizontalen Abschnitte (a;; --- a;,) Zeilen und die vertikalen
ai;

Abschnitte : Spalten.
Ay

Die reellen Zahlen auf der rechten Seite fassen wir zu dem Vektor b = (by...,b,,) € R™

zusammen. Die Matrix

aijr ... Qin bl
(A,b) :=

Amn -+ Gmn | b
heifit erweiterte Koeffizientenmatriz des inhomogenen linearen Gleichungssystems.

4. Die Losungsmenge des Gleichungssystems bezeichnen wir Lsg(A, b). Dies ist eine Teil-
menge von R”.

Fiir Matrizen von gewisser Form ist der Losungsraum einfach zu bestimmen:

Definition 1.3.2. 1. Eine Matrix A ist in Zeilenstufenform, falls fiir alle 1 = 2, ..., m gilt:
sind die ersten (k — 1) Eintrdge der (i — 1)—ten Zeile gleich Null, so sind die ersten k
Eintrdge der i—ten Zeile gleich Null, wobei k =1,...,n.

2. Eine Matrix ist in spezieller Zeilenstufenform, wenn sie in Zeilenstufenform ist und falls
firallet =1...m gilt: ist ay = a2 = ... = a;4-1 = 0 und a;; # 0, so ist a;; = 1. In
Worten: der erste Eintrag ungleich 0 in jeder Zeile ist 1.

Wenn Sie eine neue abstrakte Definition treffen empfehle ich immer zuerst, sich Beispiele
und Nichtbeispiele zu suchen:

o ' . _ ) 000 1 59
Beispiele 1.3.3. e Matrizen in spezieller Zeilenstufenform: (O 0 0) (0 0 O)

e Matrizen in Zeilenstufenform, aber nicht spezieller Zeilenstufenform: ( L 0)

0 0 5

e Matrizen, die nicht in Zeilenstufenform sind:

0 01 0 0O 3 5 7
010/)" 00 1)”" 1 2 4

Wir zeigen nun, wie man ein inhomogenes lineares Gleichungssystem 16st, dessen Koeffizien-
tenmatrix in Zeilenstufenform ist. Wir demonstieren den Algorithmus, also das Rechenrezept,
an einem Beispiel. Spater im Kurs erfolgt eine allgemeine Betrachtun.

Beispiel 1.3.4. Betrachte

12 44
Abh=[00 1]5
0000
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Das steht fiir das Gleichungssystem

xr, + 2(132 + 4133 = 4
T3 = 5}
0 = 0.

Wir lesen und rechnen von unten nach oben: Die dritte Gleichung ist immer erfiillt, die
zweite legt x3 = 5 fest. Die erste Gleichung ergibt nach Substitution von z3 = 5 die Gleichung

xr1 + 2x9 = —16. Wahlt man x5 als Parameter, so ist der Losungsraum
—16 -2
Lsg(A,b) = {x € R® | 23 = 5, x5 beliebig, 11 = —16 — 2x2} o |+r[ 1
5 0

Die Losungsmenge hat die Geometrie einer Geraden in R3.
Nicht jedes Gleichungssystem ist losbar:

Bemerkung 1.3.5. Sei A eine Matrix in Zeilenstufenform. Wenn es einen Index i € {1,...,m}
gibt, so dass a;; = 0 fiir alle 7, aber b; # 0 gilt, dann ist die Losungsmenge leer.
Denn dann ist die i—te Gleichung

O:ai1$1+...+amxn:bi7é0,
was offensichtlich keine Losung hat.

Wir wollen nun jedes lineare Gleichungssystem in Zeilenstufenform iiberfithren. Dafiir brau-
chen wir Umformungen unseres Gleichungssystems, die die Lésungsmenge nicht verdndern.

Satz 1.3.6. Es gibt die folgenden elementaren Zeilenumformungen:

1. Multiplikation einer Zeile mit A € R\ {0}
2. Vertauschung zweier Zeilen

3. Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Entsteht das lineare Gleichungssystem (A, b) aus (A,b) durch eine Folge elementarer Zeilenum-
formungen, so dndert sich die Lisungsmenge nicht, Lsg(A, b) = Lsg(A,b).

Beweis:. Es kommt offensichtlich nicht auf die die Reihenfolge der Gleichungen an; damit ist
2. klar. Auch 1. sieht man sofort.

Beim dritten Typ kommt es auf nur zwei Zeilen 4, k an. Es reicht also aus zu zeigen, dass
die Gleichungssysteme

11 + QipTo+ . .. + ATy = b (1)
a1 + apaTot .. . + QppTp= by (2)
und
a1 + AT + ...+ aipnT, =D, (3)
(ag1 + Aai)xy + (age + Aai2)Tat . .. + (Qhp + Ain ) Tn=bj, + \b; (4)
gleiche Losungsraume haben. Erfiillt © = (z4,...,x,) das erste Gleichungssystem, so auch die

erste Gleichung des zweiten Systems. Wenn x Glechung (2) erfiillt erfiillt es auch das A-fache

der Gleichung, und dann erfiillt x Gleichung (4) als Summe von zwei wahren Gleichungen.
Umgekehrt subtrahiert man das A-fache von (3) von (4) und sieht, dass jede Losung des

zweiten Gleichungssystems auch (2) erfiillt (und (1) sowieso). O

12



Betrachtung 1.3.7. Rezept zur Uberfithrung einer beliebigen Matrix in spezielle Zeilenstu-
fenform durch elementare Zeilenumformungen:

1. Vertausche Zeilen so, dass in der ersten Zeile das erste von Null verschiedene Element
nicht weiter rechts steht als bei allen anderen Zeilen.

2. Multipliziere alle Zeilen, bei denen der erste nicht verschwindende Eintrag in der gleichen
Spalte wie bei der ersten Zeile steht, mit A € R\ {0}, so dass dieser Eintrag gleich 1 wird.

3. Subtrahiere die erste Zeile von genau diesen Zeilen.

4. Ist spezielle Zeilenstufenform noch nicht erreicht, so wende die Schritte a)-c) auf die
Untermatrix an, die durch Streichung der ersten Zeile entsteht.

Bemerkung 1.3.8. Wir kénnen den Algorithmus etwas variieren, zum Beispiel haben wir in
der Vorlesung in 2. direkt ein Vielfaches der ersten Zeile subtrahiert, anstatt die Zeilen erst zu
skalieren.

Beispiel 1.3.9. Wir betrachten das inhomogene lineare Gleichungssystem von drei Gleichun-

o1 1 1
gen in drei Variablen mit erweiterter Koeffizientenmatrix [ 5 10 —20 |5 |. Vertauschen
2 8 4 |14
5 10 =20 |5
der ersten beiden Zeilen liefert das dquivalente System [0 1 1 |1 |. Wir teilen die
2 8 4 |14
1 2 -4 |1
erste Zeile durch 5 und die zweite durch 2 und erhalten [0 1 1 |1 ]. Nun ziehen wir
14 2 |7
1 2 -4 1
die erste Zeile von der dritten ab: |0 1 1 |1 | und dividieren die dritte Zeile durch 2:
02 6 |6
1 2 -4 1 1 2 -4 1
0 1 1 |1]. Wir ziehen nun die zweite Zeile von der dritten Zeile ab: {0 1 1 |1
01 3 |3 00 2 |2
und dividieren schliefSlich die dritte Zeile durch 2, um spezielle Zeilenstufenform zu erhalten:
1 2 -4 1
01 1 |1
00 1 1

Insgesamt finden wir wegen Satz , dass die beiden inhomogenen linearen Gleichungs-
systeme

To+x3 = 1 r1+ 20, —4x3 = 1
51 + 10z — 2023 = 5 und To+x3 = 1
2I1 + 8(172 —|— 4{23'3 = 14 r3 = ]_

die gleichen Losungsmengen haben. Das rechte System losen wir direkt von unten nach oben:
aus x3 = 1 folgt durch Einsetzen x5 = 0 und durch weiteres Einsetzen xy — 4 = 1, also x1 = 5.

Wir fassen den Gauf$’schen Algorithmus zur Losung inhomogener linearer Gleichungssyste-
me zusamimen:

1. Stelle die erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b) auf.

2. Uberfiihre diese Matrix (A, b) durch die elementaren Zeilenumformungen aus Satz m

in Zeilenstufenform (A, b).
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3. Lose das lineare Gleichungssystem Az = b in Zeilenstufenform sukzessive von unten
nach oben. Wenn dabei eine unlésbare Gleichung auftritt ist das System nicht losbar.
Wenn dabei Variablen unbestimmt bleiben, dann parametrisieren sie eine unendliche
Losungsmenge.

1.4 Awussagen und Logik

Wir werden jetzt einige der Vorgehensweisen in der Meta-Sprache der Mathematik zusam-
menfassen. Konkrete Beispiele fiir diese Konzepte haben wir schon in den vorhergehenden
Abschnitten gesehen.

Definition 1.4.1. Unter einer Aussage A verstehen wir ein sprachliches Gebilde, von dem es
sinnvoll ist, zu fragen, ob es wahr (w) oder falsch (f) ist.

Beispiele 1.4.2. 1. Die Aussage: “Die Geraden G und G’ im R™ schneiden sich” ist entweder
wahr oder falsch.

2. Die Aussage “Es gibt Tafeln im Horsaal H2” hat Wahrheitswert w.
3. Die Ausssage 3 -4 = 4 hat Wahrheitswert f.
4. Die Ausdriicke “5 + 77, “Moin” und “Wie heiflen Sie?” sind keine Aussagen.

5. Der Satz “Dieser Satz ist falsch.” ist keine Aussage! Denn wire er wahr, so wére er falsch
und umgekehrt. Man kann hier (wegen der Selbstbeziiglichkeit) keinen Wahrheitswert
wahr oder falsch zuordnen.

Wir bauen nun aus Aussagen neue Aussagen:

Definition 1.4.3. Fiirn € {1,2,3,...} ist eine n-stellige Verknipfung von gegebenen Aussagen
Ay, Ag, ..., A, eine Aussage V (A, ..., A,), deren Wahrheitswert durch die Wahrheitswerte der
gegebenen Aussagen Aj,... A, eindeutig bestimmt ist. Sie wird durch eine Wahrheitstafel be-
schrieben, die die Wahrheitswerte in Abhéngigkeit der Wahrheitswerte der gegebenen Aussagen
angibt.

Insbesondere definieren wir fiir zwei Aussagen A und B:

1. Konjunktion: A und B, in Zeichen A A B.

A B|ANANB
W W | w
w f |f
f w|f
f f |f

2. Disjunktion: A oder B, in Zeichen AV B.

A B|AVB
w oW |w
w f |w
f wlw
f f |f

Es handelt sich also um ein nicht ausschlielendes “oder”.
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3. Implikation: aus A folgt B, auch “Wenn A, dann B”, in Zeichen A = B

A B|A=1B
W W | w
w f |f
f w|w
f f |w

Dies ist fiir viele die verwirrendste Wahrheitstafel, deshalb ein paar Kommentare. Es ist
einleuchtend, dass gilt, dass aus einer wahren Aussage eine wahre Aussage folgt, aber nicht
gilt, dass aus einer wahren Aussage eine falsche Aussage folgt. (Das wire verheerend.)

Aber wenn wir mit einer falschen Aussage beginnen, dann ist jedes Schlussfolgerung rich-
tig. (Ex falso quodlibet.) “Wenn meine Oma Réder hat, ist sie ein Omnibus.” ist eine
wahre Aussage ist, obwohl meine Grofimutter keine Réder hat. Die Aussage “Wenn es
regnet, ist die Strafle nass.” wiére nur falsch, wenn es regnet, aber die Strafle trocken
ist. Dazu steht nicht im Widerspruch, dass eine Strafle auch durch den Einsatz eines
Reinigungsfahrzeugs nafl sein kann.

Es ist auBlerdem wichtig zu beachten, dass die Implikation nur von den Wahrheitswerten
von A und B abhéngt, nicht davon, ob irgendeine Kausalitéit oder sonst ein Zusammen-
hang besteht. Also: “Wenn St. Pauli deutscher Fulballmeister ist, gibt es unendlich viele
Primzahlen.” oder “Wenn Bayern deutscher Fufballmeister ist, gibt es unendlich viele
Primzahlen.” sind beide wahr.

4. Aquivalenz: A #quivalent zu B, auch “A genau dann, wenn B”, in Zeichen A < B

A B|A& B
w W | w
w f |f
f w|f
f f |w

Man vergleiche hierzu auch noch einmal mit dem Beweis von Lemma [1.2.6

5. Negation: nicht A, in Zeichen —A

Al -A
w | f
f |w

Bemerkung 1.4.4. 1. Aus einer Wahrheitstafel folgt sofort, dass AV = A immer wahr ist.
Es gilt also der Satz vom ausgeschlossenen Dritten. Das ist mathematisch sehr niitzlich
und erméglicht insbesondere Widerspruchsbeweise.

2. Manchmal sind auch die Symbole T und L niitzlich. Es hat T immer den Wahrheitswert
“wahr” und 1 das immer den Wahrheitswert “falsch”.

Wir konnen verschiedene Verkniipfugen miteinander verkniipfen und vereinbaren die Rei-
henfolge, &hnlich wie “Punkt vor Strich” in der normalen Arithmetik, — vor A vor V vor = vor
=

Beispiel 1.4.5. Seien A und B zwei Aussagen. Die Aussage

-AV B := (—\A)\/B
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hat die folgende Wahrheitstafel:

A B|-A|-AVB
w w | f w
w f|f f
f wlw w
f flw w

Dies ist dieselbe Wahrheitstafel wie die der Verkniipfung A = B. Die beiden verkniipften
Aussagen =AV B und A = B sind also durch die Wahrheitstafel nicht zu unterscheiden; sie
unterscheiden sich nur darin, wie sie aus elementaren Verkniipfungen aufgebaut sind.

Beispiel 1.4.6. Aus Wahrheitstafeln folgt auch, dass A < B den gleichen Wahrheistwert hat
wie (A <= B) A (B = A). Das haben wir schon benutzt!

Definition 1.4.7. Gegeben seien mehrere Aussagen A, B, C, ... und zwei Aussagen X und Y,
die durch die Verkniipfung dieser Aussagen entstanden sind. Wenn die Aussage

X&Y

fiir alle moglichen Wahrheitswerte der Aussagen A, B, C, ... den Wahrheitswert w annimmt, so
sagt man, X und Y sind logisch gleichwertig. Die Aussage X < Y heifit dann eine Tautologie.

Satz 1.4.8. Wenn A, B,C' Aussagen sind, dann sind die folgenden Aussagen Tautologien:

~

. (Doppelnegationsgesetz) =(—A) < A

2. (Kommutativgesetze) ANB < BANA und AV B < BV A

3. (Assoziativgesetze) (ANB)ANC < AN(BAC) und (AVB)VC < AV (BV Q)

4. (Distributivgesetze) AN(BVC) < (ANB)V(AANC) und AV (BAC) < (AVB)A(AVC)
5. (de Morgansche Gesetze) ~(AN B) < (—A) V (=B) und -(AV B) < -AN-B

6. (Kontrapositionsgesetz) (A = B) < ((-B) = (-A))

Beweis:. Der Beweis dieser Aussagen geschieht durch die Betrachtung der relevanten Wahr-
heitstafeln. Wir fithren dies am Beispiel der ersten Aussage in 5., der de Morganschen Regel,
VOr':

A B AANB|—-(AAB) -A =B (=A)V(=B) | (5.1)
wow o w f [ f f w
w f f w f w w w
f w f w w f w w
f f f w woow w w

]

Bemerkungen 1.4.9. 1. Die Tautologie[1.4.8|6 liegt der Beweistechnik des “indirekten Be-
weises” zugrunde. Wir wollen zeigen, dass mit unserer Annahme A auch die Aussage B
gilt. Nehmen wir also das Gegenteil von B an und zeigen, dass dann A nicht gilt. Da wir
aber A annehmen, ist das ein Widerspruch, und B muss gelten.

Man beachte, dass sich die Richtung der Implikation umkehrt. Wir haben dies im Beweis
von Lemma gesehen. Um indirekte Beweise zu fithren, sollte man also die relevanten
Aussagen sorgfiltig verneinen.
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2. Man kann alle n-stelligen Verkniipfungen als verschachtelte Verkniipfung dieser elementa-
ren Verkniipfungen darstellen. Dafiir reichen sogar die Negation — sowie die Konjunktion
A.

Wir wollen abschliefend noch Aussagen betrachten, deren Wahrheitswert von einem Ele-
ment (oder mehreren Elementen) einer gewissen Menge M abhéngt. Solche Aussagen waren
schon im Beweis von Lemma [1.2.6] aufgetreten. Sei zum Beispiel M die Menge aller Giraffen
im Tierpark Hageback und fir z € M die Aussage C'(z) “z ist mehr als 4 Meter hoch”. Wir
werden uns im néachsten Abschnitt ndher mit dem Mengenbegriff befassen.

Definition 1.4.10. Eine Aussageform oder Pradikat ist eine Vorschrift P die jedem Element
x der Menge M einen Aussage P(x) und damit einen Wahrheitswert zuweist. Wir haben also

eine Aussage fiir jedes x € M. Wenn wir den Wahrheitswert der Aussagen betrachten erhalten
wir eine Abbildung P: M — {w, f}.

Bemerkungen 1.4.11. 1. Zum Beispiel sei M = N die Menge der natiirlichen Zahlen
{0,1,2,...}. Betrachte das Priadikat P, das n € N die Aussage “Die Zahl n ist eine
Primzahl.” zuordnet. P(3) ist wahr und P(6) ist falsch.

2. Man kann Priadikate mit Negationen, Konjunktionen, Disjunktionen, Implikationen und
Aquivalenzen kombinieren und neue Pridikate erhalten. Zum Beispiel ordnet fiir ein ge-
gebenes Priadikat P : M — {w, f} das Pradikat =P : M — {w, f} m € M den Wahr-
heitswert —P(m) zu.

Seien M, N Mengen und seien A(x), B(z) und C(z,y) Pradikate, also Aussagen, deren
Wahrheitswert davon abhéngt, welche Elemente x € M bzw. y € N man einsetzt. Dann
betrachten wir die folgenden Aussagen:

Ve € M : A(z) Die Aussage A(z) gilt fiir alle z € M .
Jr e M:A(x)  Esgibt ein z € M, fir das A(x) gilt.

Man nennt auch V den Allquantor und 3 den Ezistenzquantor.

Der Doppelpunkt gehort zur Aussage dazu, wird aber gelegetlich weggelassen.

Sie kénnen sich die Quantoren informell als unendliche Quantoren vorstellen: Vn € N : A(n)
heifit A(0) A A(1) A A(2)... und In € N : B(n) heifit B(0) vV B(1) V B(2)....

Eine andere informelle Interpretation von Vo € M : A(x) ist dass fiir alle z gilt = €
M = A(z). Wir miissen aber immer iiber eine Menge quantifizieren, Aussagen iiber alle x sind
gefahrlich, das sehen wir im néchsten Abschnitt iber Mengen.

Es gelten wieder “logische Rechenregeln”, insbesondere:

1. (Ve e M: A(z)) & (3z € M : -A(z)).
2. 2(Fwre M: Alx)) & (Vo € M : ~A(z)).

Die Verneinung der Aussage “Alle Schafe sind schwarz.” ist eben nicht “Kein einziges Schaf
ist schwarz.” sondern “Es gibt (wenigstens) ein nicht-schwarzes Schaf.” Das bedeutet insbeson-
dere: Wenn Sie eine Aussage der Form Vz : P(z) widerlegen wollen, bendtigen Sie (nur) ein
Gegenbeispiel.

Aussagen 1. und 2. sind &quivalent zueinander und &quivalent dazu , dass der Quantor
Vo € M : A(x) gleichbedeutend ist mit =3z € M : =A(z). In formaler Priadikatenlogik (die wir
hier nicht betreiben), kann man dies als Definition von 3 verwenden.

3.Vee M:Vye N:C(z,y) &VYye N:Ve e M : C(z,y)
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4. JxeM: yeN: Cla,y) & JyeN:JveM: Cz,y)
Gleiche Quantoren kénnen wir also vertauschen und schreiben dann z.B. Va,y € M.
5. IreM:VyeN: Clx,y) =V eN: e M: C@,y) .

Die Reihenfolge von unterschiedlichen Quantoren ist wichtig! Wenn es ein y gibt so dass fiir
alle y gilt C'(z,y) dann gibt es auch fiir alle ¢’ ein 2’ (ndmlich z!), sodass C(2, /) erfiillt ist.

Aber es gilt nicht “«<=": Um zu zeigen, dass dies nicht gilt miissen wir ein Beispiel finden, wo
die rechte Seite wahr ist, aber die linke falsch, denn —(A < B) ist dquivalent zu =(-BV A) &
B A -A.

Sei nun N die Menge aller natiirlichen Zahlen und C(z,y) die Aussage x > y. Dann sagt
die rechte Seite, dass es fiir jede Zahl eine groflere Zahl gibt (wahr), aber die linke Seite, dass
es eine Zahl gibt, die grofler als alle anderen ist (falsch).

6. (V:U eM: A(a:)) A (VI eM: B(J;)) & VreM: Alx) A B(z).
7.dxeM: A(z)V B(z) & (Elx eM: A(m)) \Y% (Elx eM: B(x))

Man kann sich leicht vergewissern, dass Aussage 6. stimmt: Angenommen die rechte Seite gilt,
dann gilt fir alle z € M die Aussage A(z) A B(x), dann gilt auch fiir alle x A(x), und damit
gilt der erste Teil der linken Seite. Mit dem gleichen Argument gilt auch Vo € M : B(x).

Sei umgekehrt x € M beliebig und wir nehmen die linke Seite an. Es gilt dann = € A(x)
und es gilt € B(x), was wir zeigen wollten.

Aussage 7. folgt genauso, wir konnen Sie aber auch aus Aussage 6. herleiten, indem wir
beide Seite negieren und bedenken, dass =V das gleiche ist wie 3—.

8. (Va: € M: A(x)) v (Va: eM: B(x)) =VreM: Alx)V B(x).
9. 3z € M : A(x)AB(z) = (Elx eM: A(x)) A (Elx eM: B(x))

Sie konnen sich vergewissern, dass die Richtung = jewels gilt. (Es ist auch 9. dquivalent zu 8.
indem wir das Kontropositionsgesetz verwenden.)

Wir machen uns klar, warum “<” jeweils nicht gilt: sei M die Menge aller lebenden Men-
schen. Sei A(z) die Aussage: “x mag Marmite.” und B(z) die Aussage: “x mag kein Marmite.”.
Dann gilt die rechte Seite von 8. weil jeder Mensch Marmite mag oder nicht; | die linke Seite
wiirde aber nur gelten, wenn entweder alle Menschen Marmite mogen oder niemand, es gibt
aber sowohl solche als auch solche.

Ahnlich gilt die rechte Seite von 9. weil mindestens ein Mensch Marmite mag und mindestens
ein Mensch Marmite nicht mag. Die linke Seite wiirden nur gelten, wenn es einen Menschen
gibe, der Marmite gleichzeitig mag und nicht mag, was widerspriichlich ist.

Bemerkung 1.4.12. Was passiert mit unseren Quantoren, wenn M die leere Menge ist? dx €
(0 : A(z) ist immer falsch, da () keine Elemente hat.

Dagegen ist Vo € ) : A(x) immer wahr, denn die Bedingung ist trivialerweise erfiillt: Die
Aussage “wenn x € (), dann A(x)” stimmt, da die linke Seite falsch ist.

7

3Marmite ist Hefeextrakt, den man zum Beispiel aufs Friihstiicksbrot schmieren kann. Wir arbeiten in einem
vereinfachten Modell der Wirklichkeit, in dem niemand indifferent gegeniiber Marmite ist. Anekdotisch ist dieses
Modell nicht unrealistisch.
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Etwas anschaulicher wird dies mit der Verneinung: Um zu zeigen dass Vo € ) : A(x) falsch
ist, miissten wir ein z € () finden, das A(x) nicht erfiillt. Aber es gibt gar kein = € ().

Also: “Alle runden Dreiecke sind blau.” “Aber es gibt doch gar keine runden Dreiecke.”
“Eben.”

Beispiel 1.4.13. Hier ist ein Beispiel zur Formalisierung einer Aussage mit Quantoren: “Jede
zwei Geraden in R? schneiden sich in genau einem Punkt.” Dafiir legen wir zuerst M als die
Menge aller Geraden in R? fest.

VG,G'e M : A cR?* 0 € GAr €GNV ER?: (yeGAryeG)=a=y)
Aber diese Aussage ist falsch! Betrachten wir also die Verneinung
-(VG,G'eM: Tz eR*:2cGAzeGANVYeER: (yc GAyeG) =2 =1))
die mithilfe von 1. und 2. dquivalent ist zu
3G, ' e M Ve eR*:w(z € GAzeGCANVYeER?*: (yc GAyeG) =2 =1))
und jetzt verwenden wir unsere Rechenregeln aus Satz
3G, G’ e M V2 eR?* 2 ¢ GVagG Va(VWeR : yc GAye G =1 =1))
und noch einmal 1.
Ip, g €R?: Jv,w e RA\{0} : V2 €R? : 1 € G,V & GV ER? 1 =(y € GpuAy € Gy = T =)
und schlieBlich verwenden wir die Verneinung von A = B: =(A — B) & —=(-=AV B) < AA B.
Ip, g €R?: Jv,w e RA\{0} :Vz € R* : 2 € G,V & GV ER? 1y € Gy Ay € GuuwAT # 1)

Wir interpretieren die Verneinung: Es gibt zwei Geraden in R?, die sich entweder nicht schneiden
oder in zwei verschiedenen Punkten schneiden.

Bemerkung 1.4.14. Es ist niitzlich, die gidngigsten sprachlichen Formulierungen zu kennen,

die die Erzeugung einer Aussage aus einem Pridikat mit Hilfe des Allquantors oder des Existenz-

quantors beschreiben. Sie werden héufig benutzt, um mathematische Texte lesbar zu machen.
Allquantor Vo € M : P(x)

e Fiir alle x € M gilt P(x).
e Fiir jedes Element x € M gilt P(z).

Fiir ein beliebiges Element x € M gilt P(z).

Sei x € M (beliebig). Dann gilt P(z).

Ist z € M, dann/so gilt P(x).
e Wenn z € M, dann folgt P(z).
Existenzquantor 3x € M : P(x)

e Es gibt (mindestens) ein x € M mit P(x).

Es existiert (mindestens) ein z € M mit P(z).

Ein Element von M erfullt P.

Fiir ein geeignetes Element x € M gilt P(z).

Man kann ein € M wéhlen, so dass P(z) gilt.

19



1.5 Mengen

“Definition” 1.5.1 (Cantor). “Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlun-
terschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.”

Dazu ein paar Anmerkungen

e Eine Menge besteht aus Elementen — den “Objekten unserer Anschauung oder unseres
Denkens.” Das konnen erst einmal alle mégliche Dinge sein, insbesondere auch andere
Mengen!

e Die Elemente sind wohlunterschieden, d.h. sie es kommt nicht mehrmals das gleiche Ele-
ment in einer Menge vor. Wir vereinbaren daher {z,z,y} = {z,y}. Auch kommt es nicht
nicht auf die Reihenfolge der Elemente an, also {y,z} = {z,y}.

e Fiir jedes solche Objekt ldsst sich entscheiden, ob es einer Menge ist oder nicht, und die
Menge (“das Ganze”) ist durch ihre Elemente eindeutig charakterisiert.

e Es war schon Cantor klar, dass es eine leere Menge geben sollte, die kein Element enthélt.
Wir formulieren unsere Definition etwas moderner zu unserer “Arbeitsdefinition”.

“Definition” 1.5.2. 1. Eine Menge ist etwas, das Elemente enthalten kann. Fiir ein Objekt
a schreiben wir a € M wenn a Element von M ist. Fiir die Negation, dass a kein Element
der Menge M ist, schreibt man a ¢ M. Fiir eine endliche Menge M die genau die endlich
vielen Elemente ay, ay, ..., a, enthdlt, schreibt man auch M = {ay,as,...,a,}.

2. Es gibt eine ausgezeichnete Menge, die leere Menge (), die keine Elemente enthilt.

3. Eine Menge ist durch ihre Elemente eindeutig bestimmt. Zwei Mengen M, N sind gleich,
genau dann, wenn sie die gleichen Elemente enthalten, also wenn a € M < a € N. Man
schreibt dann M = N.

Insbesondere ist die Ordnung der Elemente in einer Menge, oder eine mogliche Wiederholung
von Elementen unerheblich.

Bemerkung 1.5.3. In diesem Kurs betreiben wir “naive Mengenlehre”, das heifit wir verwen-
den einen anschaulichen Begriff dessen, was eine Menge ist. Systematischer ist die sogenannte
“axiomatische Mengenlehre”, in der die gesamte Mengenlehre auf einer Liste von Axiomen auf-
baut, die Mengen erfiillen sollen. Insbesondere ist in diesem Axiomsystem nur die Existenz von
Mengen garantiert, die sich aus den Axiomen ableiten lassen und keine informell beschriebenen
Mengen wie die Menge aller Mengen oder die Menge aller Studierenden in diesem Raum.

Die Notwendigkeit fiir axiomatische Mengenlehre ergibt sich aus der Russelschen Antinomie:
sie betrachtet die (sogenannte) Menge R aller Mengen z, die sich nicht selbst als Element
enthalten, R = {z |z ¢ x} und fragt, ob R sich selbst als Element enthélt. Jede Antwort fiihrt
zum Widerspruch.

Der Vollstéandigkeit halber gebe ich die iiblichen Axiome der Mengenlehre. <<Sorgen Sie sich
nicht zu sehr, wenn einige der Axiome schwer zugénglich sind, wir werden sie gréfitenteils nicht
mehr gebrauchen.>>

Mengen und die Relation € sind genau jene Objekte, die die folgenden Axiome erfiillen:
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“Definition” 1.5.4 (Zermelo-Fraenkel Axiome). 1. Bestimmtheitsaxiom: Zwei Mengen
M, N sind gleich, wenn a« € M = a € N und a € N = a € M. Man schreibt dann
M = N und ansonsten M # N. Eine Menge N heisst Teilmenge einer Menge M, in
Zeichen N C M, wenn a € N = a € M gilt.

Das ist der entscheidende Grundsatz, dass die Menge durch ihre Elemente vollstindig
bestimmt ist. <<Da die einzigen Objekte in der Theorie Mengen sind ist ein Element a
einer Menge wieder eine Menge!>>

2. Axiom der leeren Menge: Es gibt eine ausgezeichnete Menge, die leere Menge, die keine
Elemente enthélt und mit () bezeichnet wird.

3. Paarungssaxiom: Zu zwei beliebigen Mengen M, N gibt es eine Menge X, die genau M
und N als Elemente enthélt. Man schreibt X = {M, N}, falls M # N und X = {M},
wenn M = N.

Beispiel: Wir haben schon die leere Menge und durch wiederholte Anwendung des Paa-

rungsaxioms konstruieren wir die Mengen 0, {0}, {{0}}, {0,{0}}, {0, {0}, {{0}}} ...

4. Vereinigungssaxiom: Zu jeder Menge M von Mengen gibt es eine Menge X, die genau
die Elemente der Elemente von M als Elemente enthilt. Falls M = {A;, As,..., Ay}
schreiben wir X = AU A, U...... UA,.

Achtung: Das ist kein Tippfehler! Da die Elemente aller Mengen hier selbst Mengen sind
ergibt es Sinn, die Elemente der Elemente zu betrachten.

5. Aussonderungsaxiom: Fiir jede Menge M und jedes Pradikat P : M — {w, f} gibt es

eine Menge X, die genau die Elemente von M mit P(m) = w enthélt. Man schreibt
X ={me M|P(m)}.
Warnung: Dies ist genau genommen nicht ein einzelnes Axiom sondern eine Axiomschema,

das fiir jedes Pradikat ein Axiom gibt.

6. Unendlichkeitsaxiom: Es gibt eine Menge X, so dass () € X und fiir jedes Element x € X
auch {z} € X gilt.

7. Potenzmengenaxiom: Fiir jede Menge M gibt es eine Menge P (M), die Potenzmenge von
M, deren Elemente genau die Teilmengen von M sind.
Beispiel. Zum Beispiel is die Potenzmenge von {0} die Menge {0, {0}}.

8. Ersetzungsaxiom: Ist A eine Menge und f eine definierbare Funktion dann formen die
Bilder aller Elemente von A wieder eine Menge.

Definierbare Funktionen lassen sich wieder iiber Pradikate definieren. Formal lautet unser
Ersetzungsaxiom: Fiir jedes Priadikat F(z,y), in dem die Variable M nicht vorkommt, gilt

Vr,y,z: (BE(z,y) NE(x,2) =>y=2)=VA: IM:Vy: (ye M < Jx: (xr € AN E(z,y)))

Die erste Bedingung bedeutet das y von E(z,y) eindeutig bestimmt ist, das Pradikat F
definiert also eine Funktion.

Dieses Axiom ist wieder ein Axiomschema. Es enthélt das Aussonderungsaxiom als Spe-
zialfall.

9. Fundierungsaxiom: In jeder nichtleeren Menge M gibt es ein Element m € M, so dass m
und M keine Elemente gemeinsam haben.
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10. Auswahlaxiom: Ist M eine Menge, so dass alle Elemente von M nicht-leere Mengen sind
und je zwei Elemente von M keine gemeinsamen Elemente haben, dann gibt es eine Menge
X, die genau ein Element aus jedem Element m € M enthilt.

Warnung: Dieses Axiom hat einen besonderen Stellenwert, es schein umstrittener zu sein,
als andere. Es bedeutet, dass wir aus einer beliebigen Menge von Mengen gleichzeitig je ein
Element auswihlen kénnen. Wenn diese Mengen keine Ordnung und keine bevorzugten
Elemente haben, dann ist diese Aussage moglicherweise nicht offensichtlich.

Bemerkung 1.5.5. Die Zermelo-Fraenkel-Axiome schlielen die Russelsche Antinomie aus.
Konkret geschieht das durch das Fundierungsaxiom und das Paarungsaxiom. Fiir jede Menge
M kann man mit dem Paarungsaxiom die Menge {M} bilden, die als einziges Element die
Menge M enthélt. Nach dem Fundierungsaxiom, muss dann gelten, dass die Menge M mit der
Menge {M} kein Element gemeinsam hat. Da M € {M} gilt, muss somit M ¢ M gelten. Keine
Menge kann sich also selbst enthalten.

Somit existieren die “Menge aller Mengen” oder die “Menge aller Mengen, die sich selbst als
Element enthalten” nicht, da sie jeweils sich selbst als Element enthalten wiirden. Die “Menge
aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten” kann es ebenfalls nicht geben, da
keine Menge sich selbst als Element enthalten kann, und somit diese Menge gleich der “Menge
aller Mengen” wére.

Wir werden die meisten Zermelo-Fraenkel Axiome im Verlauf der Vorlesung nicht explizit
benutzen. Es wird meist ausreichen, zu wissen, dass eine Menge nie Element von sich selbst
sein kann, und die grundlegenden Konstruktionen mit Mengen zu beherrschen.

Insbesondere verwenden wir die Konstruktion und Schreibweise {a € A |P(a)} fiir alle
Elemente in A, die P erfiillen aus dem Aussonderungsaxiom. Wir verwenden auch P(M), die
Menge aller Teilmengen in M, aus dem Potenzmengenaxiom.

Wir arbeiten also mit unserer “Definition” [1.5.2; “eine Menge ist etwas, das Elemente
enthélt”, und wenden uns nun einigen grundlegenden Definitionen und Konstruktionen zu.

Definition 1.5.6. 1. Seien A, B Mengen; dann heifit A Teilmenge von B bzw. B Obermenge
von A, falls jedes Element von A auch Element von B ist. Wir schreiben A C B oder
B D A genau dann, wenn fiir alle a € A auch a € B gilt, in Formeln a € A = a € B. Es
gilt zum Beispiel:
)cNCZcQcCR.

Aus z € A folgt {x} C A. Man sollte aber die Menge {z} nie mit dem Element z
verwechseln: eine Schachtel mit einem Hut ist eben etwas anderes als ein Hut.

Zweil Mengen sind genau dann gleich wenn sie Teilmengen voneinander sind:

A=B&ACBABCA.

2. Elementare Operationen auf Mengen konnen wir aus der Verkniipfung von Aussagen
definieren. Seien A, B Mengen.

(a) Die Schnittmenge oder der Durchschnitt
ANB={ala€ ANa€ B}.

ist die Menge aller Elemente die in A und B enthalten sind.

Wir konnen auch mehr als zwei Mengen schneiden. Sei I eine beliebige Menge und
sei fiir jedes i € I genau eine Menge A; gegeben. Wir definieren die Schnittmenge
NierA; als die Menge aller Elemente, die in jedem A; enthalten sind, symbolisch

ﬂieIAi = {a |VZ cl:ac Al}
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(b) Wir definieren die Vereinigung als
AUB={a|a€ AVac B}.

Dies ist die Menge aller Elemente die in A oder B liegen. Wir definieren auch U;c;A;
als die Menge aller Elemente, die in mindestens einem A; enthalten sind, symbolisch

Nier={a|Fi el :ac A}
(c) Die Mengendifferenz ist
A\B={a|aec ANa & B}.

die Menge aller Elemente von A, die nicht in B sind. Zum Beispiel ist Z \ N =
{—1,—-2,-3,...} die Menge aller negative Zahlen.

Satz 1.5.7. Seien A, B,C Mengen. Dann gilt
1. Kommutativgesetze: ANB=BNAund AUB=BUA
2. Assoziativititsgesetze: (AN B)NC =AN(BNC) und AU(BUC)=(AUB)UC
3. Distributivgesetze: AN(BUC) = (ANB)U(ANC) und AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

Beweis:. Alle Aussagen folgen aus den entsprechenden Aussagen in Satz[1.4.8] Wir fithren dies
am Beispiel des ersten Distributivgesetzes 2 vor:

re AN(BUC) & zxzeAANxze(BUQ)
sSreAN(reBVrel)

< (xreANzeB)V(re ANz e ()
284

SxeAnNB)V(re ANC)
sre(ANB)UANC).

Machen Sie sich diesen Sachverhalt auch am Beispiel eines Bildes klar. [

Vorsicht: man sollte die Operationen C, N, U fiir Mengen und die Verkniipfungen =, A, V
fiir Aussagen nicht verwechseln, auch wenn sie eng verwandt sind..

Beispiel 1.5.8. Die Menge N der natiirlichen Zahlen (mit 0) ist eine der wichtigsten Mengen
in der Mathematik.
Wir konnen ihre Elemente durch die Peano-Aziome charakterisieren.

1. 0 ist eine natiirliche Zahl.

2. Jede natiirliche Zahl n hat eine natiirliche Zahl n’ als Nachfolger.
3. 0 ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

4. Natiirliche Zahlen mit gleichem Nachfolger sind gleich.

5. Prinzip der wollstindigen Induktion:
Sei M C N eine Teilmenge mit den beiden Figenschaften, dass M die Null enthlt,
0 € M, und dass mit n auch der Nachfolger in M liegt, alson € M = n’ € M. Dann ist
M =N.
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Es ist wichtig zu verstehen, dass das Prinzip der vollstdndigen Induktion eine Eigenschaft
der natiirlichen Zahlen ist.

Wir koénnen die natiirlichen Zahlen auch axiomatisch im Zermelo-Frenkel Axiomsystem
konstruieren. Da wir Mengen dort aus anderen Mengen konstruieren, identifizieren wir die
natiirliche Zahl 0 mit () und fiir jede natiirliche Zahl n ihren Nachfolger mit n U {n}.
Das ist die von Neumannsche Zahlenreihe. Wir erhalten 0 = (0, 1 = {0}, 2 = {0,{0}},

3={0,{0},{0,{0}}}, ...

Bemerkung 1.5.9. Das Prinzip der vollstindigen Induktion liefertein Definitionsverfahren,
indem wir einen Begriff fiir 0 definieren und fiir jeden Nachfolger n’ definieren, wenn wir ihn
schon fiir n definiert haben, dann ist der Begriff fiir alle natiirlichen Zahlen definiert.

1. Die Fakultit n! von n ist induktiv definiert durch 0! = 1 und (n')! =n’ - nl.

2. Auch Addition und Multiplikation in N miissen erst definiert werden!

e Addition: m 4+ 0:=m und m +n’ := (m +n)".

e Multiplikation: m-0:=0und m-n':= (m-n)+m

Die Eins definiert man als Nachfolger der Null, 1 := (/. Aus dem Additionsaxiom folgt
n=n+1.

Man kann nun mit viel Geduld Kommutativiéit, Assoziativitdt und Destributivitéit von
dieser Definition ausgehend beweisen.

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion liefert natiirlich ein wichtiges Beweisverfahren, um
eine Aussage der Form Vx € N : P(z) zu beweisen.

Dabei geht man wie folgt vor. Man zeigt zunéchst, dass die Aussage fiir die Zahl n = 0 wahr
ist.

Dies bezeichnet man als den Induktionsanfang. Danach zeigt man, dass aus P(n) fiir eine
Zahl n folgt, dass auch P(n + 1) wahr ist. Dies nennt man den Induktionsschritt. Damit gilt
die Aussage nach dem Prinzip der vollsténdigen Indukton fiir alle natiirlichen Zahlen.

Man kann die Induktion auch statt 0 bei 1 beginnen. Dann zeigt man, dass die Aussage fiir
alle n > 1 (wir schreiben auch N* fiir N'\ {0}).

Beispiel 1.5.10. Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt die Aussage 1+3+...+(2n—1) = n?
(Die Aussage gilt mit der richtigen Definition auch fir n = 0, aber der Einfachheit halber
beginnen wir unsere Induktion bei 1 und beweisen unsere Aussage nur fiir n > 1.)

1. Induktionsanfang: Die Aussage gilt fiir n = 1, denn 1 = 1%. (Die Aussage gilt auch schon
firn =0.)

2. Induktionsschritt: Angenommen die Aussage gilt fiir die natiirliche Zahl n. Dann ergibt
sich fiir die Zahl n + 1:

I1+3+...+2n—1)+(2(n+1)-1) (143+...42n—-1))+(2n+1)

= n*+2n+1=(n+1)>

Also gilt dann die Aussage auch fiir die natiirliche Zahl n+1. Sei M die Menge aller natiirlichen
Zahlen n € N| fiir die die Aussage wahr ist. Wegen der Induktionsannahme ist 1 € M. Wegen
des Induktionsschritts folgt aus n € M, dass n + 1 € M. Aus dem Prinzip der vollstdndigen
Induktion folgt, dass M alle natiirlichen Zahlen > 1 enthélt, also dass die Aussage fiir alle
n € N* wahr ist.
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Wir kénnen im Induktionsschritt nicht nur A(n — 1) verwenden, sondern A(k) fiir jedes
k < n. Das heifit manchmal starke Induktion: Wenn fiir jedes n aus Vk < n : A(k) folgt, dass
A(n) gilt, dann gilt A fiir alle natiirlich en Zahlen.

Der Induktionsanfang ist hier genau genommen ein Spezialfall des Induktionsschrittes: Sei
n = 0, dann miissen wir zeigen Vk < 0 : A(K) = A(0). Aber die linke Seite ist tautologisch
immer wahr, das heifit wir miissen A(0) zeigen.

Wenn wir die Induktion mit einem Widerspruchsbeweis kombinieren erhalten wir die Be-
weistechnik des kleinsten Gegenbeispiels.

Wir verwenden also die Kontraposition der starken Induktion. Statt

(Vk <n:A(k)) = A(n)

ist es dquivalent zu zeigen

—A(n) = (Fk < n:-A(k)),

siehe Satz[[.4.8]6 und die Regeln zur Negation von Quantoren.

Das heifit, wenn wir fiir jedes Gegenbeispiel n, fiir das die Aussage A(n) nicht gilt, ein
kleineres Gegenbeispiel k£ < n konstruieren kénnen, so dass A(k) auch nicht gilt, dann haben
wir unsere Aussage fiir alle n gezeigt!

Anders ausgedriickt: Wir nehmen an, dass m das kleinste Gegenbeispiel ist, also gilt A(k) fiir
all k < m. Aber dann gilt nach der starken Induktion auch A(m), wir haben einen Widerspruch.

All diese Techniken (Induktion, starke Induktion, kleinstes Gegenbeispiel) sind logisch
aquivalent, aber oft macht eine der Techniken die Beweisfindung einfacher.

Beispiel 1.5.11. Einige von Thnen kennen das Beispiel aus dem Tutorium: Wir wollen zeigen,
dass jede natiirliche Zahle ein Produkt von endlich vielen Primfaktoren ist.

Angenommen das gilt nicht, dann gibt es eine kleinste Zahl n > 1, die nicht Produkt von
Primfaktoren ist. Aber n kann nicht prim sein, sonst wére n = n ein Produkt von Primfaktoren.
Wir kénnen also n = ab schreiben mit a, b natiirliche Zahlen kleiner als n.

Da n das kleinste Gegenbeispiel war sind a und b Produkte von Primzahlen, a = p1ps - - - px
und b = q1g2 - - - ¢o. Aber dann gilt n = pips - - - prq1 - - - ¢, und das ist in Widerspruch zu unserer
Annahme.

1.6 Relationen und Abbildungen

Definition 1.6.1. Seien Aq,..., A, Mengen. Dann ist das kartesische Produkt oder direkte
Produkt Ay x ... x A, die Menge der geordneten n-Tupel mit Elementen in Ay,...  A,, d.h.

ai

Alx...xAn:{ |a1€A1...an€An}.

Qn

Man schreibt im Fall 41 = A = ... A,, = A auch

ai
A{ ;
G,

fiir die geordneten n-Tupel von Elementen in A.

azeA,zzln}

Sie kennen das Konzept und die Schreibweise schon von R” =R x --- x R!
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Beispiel 1.6.2. Die Menge aller Karten in einem Kartenspiel erhalten wir als kartesischen

Produkt der Farben {, #, 0, &} mit den Werten {2,3.4,5,6,7,8,9, B, D, K, A}.

Beachte, dass alle Tupel geordnet sind, also ((1)) und (1

0) zwel verschiedene Elemente in
7, x 7, sind.

Definition 1.6.3. 1. Eine Relation ist ein Tripel (M, N, R), bestehend aus zwei Mengen
M, N und einer Teilmenge R C M x N. Gilt (m,n) € R, so schreiben wir m ~g n und
sagen, dass m in Relation R mit n steht. Gilt M = N, so sprechen wir von einer Relation

auf der Menge M.

2. Eine Relation auf einer Menge X heifit Aquivalenzrelation, wenn fiir alle z,y, z € X gilt:

T~ (reflexiv)
T~Y=SYy~T (symmetrisch)

T~YANY~Z2=>T~ 2 (transitiv)

3. Gegeben eine Menge X mit Aquivalenzrelation ~, so heifit eine Teilmenge A C X
Aquivalenzklasse, falls gilt

A0
r,ye A=r~y
reAundye Xundoer~y=yecA.

Beispiele 1.6.4.

1. Sei X irgendeine Menge und Ax = {(z,z) |z € X} C X x X die sogenannte Diagonale.
Sie definiert als Relation die Gleichheit von Elementen in X. Dies ist eine Aquivalenzre-
lation.

2.X =Rund z ~ y & o < y. Diese Relation ist reflexiv und transitiv, aber nicht
symmetrisch (denn 1 < 2, aber 2 £ 1), also keine Aquivalenzrelation.

€ Y1

Z

3. X =R" und e a2+ ..+ a2 =y?+ ... +y? Dies ist eine Aquivalenz-

Tn Yn
relation. Die Aquivalenzklassen sind Kugeln um den Ursprung.

4. Sei X = Z; wir geben uns m € N\ {0} vor und setzen: z ~ y :< y —x ist durch m teilbar.
Dies ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der ganzen Zahlen. Fiir m = 2 formen die
geraden und die ungeraden Zahlen jeweils eine Aquivalenzklasse.

Lemma 1.6.5. Ist R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X, so bilden die
Aquivalenzklassen eine Partition von X, das heifit

o keine Aquivalenzklasse ist leer
e jedes a gehort zu einer Aquivalenzklasse.
o zwei beliebige Aquivalenzklassen A, A" sind entweder gleich oder disjunkt, es gilt also

entweder A = A" oder AN A" = 0).
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Beweis:. Fiir beliebiges a € X definieren wir
A, ={reX|x~a}.
Wir zeigen, dass dies eine Aquivalenzklasse ist.
e Wegen a € A, ist sie nicht leer.

e Seien z,y € A, so gilt x ~ a und y ~ a, also wegen der Symmetrie auch a ~ y. Somit
x ~ y wegen Transitivitéit.

e Seien x € A,, y € X und z ~ y. Dann gilt x ~ a und = ~ y, also auch y ~ x wegen
Symmetrie und somit wegen Transitivitédt y ~ a. Nach der Definition von A, folgt y € A,.

Wir haben schon gezeigt, dass diese Aquivalenzklassen nicht leer sind, auerdem ist jedes
xr € X in A, enthalten.

Es bleibt zu zeigen, dass zwei Aquivalenzklassen entweder gleich oder disjunkt sind. Ange-
nommen AN A’ # ( fiir zwei Aquivalenzklassen A, A’. Dann gibt es a € AN A’ Ist z € A, folgt
aus der zweiten definierenden Eigenschaft der Aquivalenzklasse A, dass = ~ a. Zusammen mit
a € A’ folgt aus der dritten definierenden Eigenschaft der Aquivalenzklasse A, dass z € A'.
Also A C A’. Die umgekehrte Inklusion A" C A folgt analog und somit A = A’. m

Bemerkungen 1.6.6. 1. Die Aquivalenzklassen fasst man als Elemente einer neuen Menge
X/R auf. Deren Elemente sind also Teilmengen von X. Die Menge X/R heifit Quotien-
tenmenge von X nach R. {(Verwechseln Sie das nicht mit der Mengendifferenz X \ S!))

2. Es gibt eine kanonische (d.h. ausgezeichnete, ohne willkiirliche Auswahl bestimmte) Ab-
bildung, die jedem Element von X die Aquivalenzklusse zuweist, die es enthélt.

X — X/R
a— A,

3. Jedes a € A heifit ein Reprisentant der Aquivalenzklasse A. Im allgemeinen gibt es aber
keine ausgezeichneten Représentanten und keine kanonische Abbildung X/R — X.

Beispiele 1.6.7. 1. Wir betrachten auf der Menge X aller Schiiler einer Schule die Re-
lation R > (a,b) genau dann, wenn a und b in die gleiche Klasse gehen. Dies ist eine
Aquivalenzrelation. Die Quotientenmenge X /R ist dann genau die Menge aller Klassen
der Schule. Wenn Sie einen Stundenplan erstellen wollen, dann arbeiten Sie lieber mit der
Quotientenmenge als mit der Menge aller Schiiler!

Die kanonische Abbildung ordnet einem Schiiler seine Klasse zu. Sie wird bei der Beschrif-
tung von Schulheften oft benutzt. Der Klassensprecher oder die Klassensprecherin ist ein
Représentant der Klasse, aber es sind andere Reprédsentanten denkbar, zum Beispiel der
oder die erste im Alphabet.

2. Fiir jedes n € N ist & ~,, y genau dann, wenn n teilt  — y eine Aquivalenzrelation. Die
Aquivalenzklassen sind die Restklassen [2] := {z+kn | k € Z}. Es gibt n Restklassen mit
Repréisentanten 0,1, ...n — 1. Die kanonische Abbildung ordnet einer Zahl die Restklasse
ihres Rests nach Division durch n zu, etwa fiir n = 12 haben wir 23 + [11] — das kennen
Sie von der Uhr!
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3. Rationale Zahlen werden als Aquivalenzklassen auf der Menge M := {(m,n) | m,n €
Z,n # 0} mit der Aquivalenzrelation (a,b) ~ (¢,d) < ad = be eingefithrt. Man be-

zeichnet die Aquivalenzklasse mit 7. Ein Bruch ist also eine Aquivalenzklasse, 7=

[(1,2),(2,4), (=3, —6), .. .]. Gekiirzte Briiche mit positivem Nenner bilden ein System von
Repréisentanten fiir die Aquivalenzklasse. Die rationalen Zahlen sind die Quotientenmen-

ge.
Wir haben Abbildungen schon verwendet, jetzt konnen wir sie formal definieren:

Definition 1.6.8. 1. Seien A, B Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f von einer Menge
A in eine Menge B ist eine Relation R C A x B, so dass es zu jedem a € A genau ein
b € B mit (a,b) € R exisitert. Wir bezeichnen dieses b mit f(a) und betrachten es als
Bild von a.

Wir schreiben auch f: A — B oder A % Bund a— f(a).

Die Menge A heifit Definitionsbereich und B Bildbereich der Abbildung. Die Mengen A
und B gehoren zur Definition einer Abbildung.

2. Sei f: A — B eine Abbildung und A" C A eine Teilmenge. Dann heifit die Menge
f(A)={f(a) e B| a€ A’}

das Bild der Teilmenge A" unter f. Das Bild ist eine Teilmenge von B, also f(A’) C B.
Fiir eine Teilmenge B’ C B heifit die Menge

7B :={a€ Al f(a) € B'}
Urbild von B’ unter f. Das Urbild ist eine Teilmenge von A, also f~(B’) C A.

3. Seien f: A— Bund g: B — C zwei Abbildungen. Die Verkettung, Verkniipfung oder
Komposition g o f von g mit f ist die durch

gof: A—C
(9o f)la) = g(f(a))
definierte Abbildung.

Bemerkung 1.6.9. Formal definieren wir eine Abbildung also durch ihren Graph

{(a, f(a)) | a € A} C AX B.
Der folgende Satz ist sehr einfach zu beweisen, aber sehr wichtig:

Satz 1.6.10. Die Verkettung von Abbildungen ist assoziativ ist: sei h : C' — D eine weitere
Abbildung, dann gilt

(hog)of=ho(goef).

Beweis:. Sei a € A. Wir rechnen:

(hog)o fla) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a))) u
ho(go f)(a) = h((ge f)a)) = h(g(f(a))).

AuBlerdem sind Bildbereich und Definitionsbereich fiir (h o g) o f und ho (go f) gleich.
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Bemerkungen 1.6.11. 1. Eine besonders wichtige Abbildung ist f = idy : A — A mit

a + a, die Identitit von A. Ihr Graph ist die Diagonale in A C Ax A, ie. A = {(a,a)|a €
A}. Esgilt foid = f =ido f. (Dies ist die einzige Relation, die sowhol Aquivalenzerlation
als auch Funktion ist.)

. Fir gegebene Mengen M, N bilden die Abbildungen f : M — N eine Menge Abb(M, N),

denn sie sind eine Teilmenge der Potenzmenge P(M x N), die aus allen Teilmengen von
M x N besteht.

Zwei Vektoren p € R? und v € R?\ {0} definieren eine Funktion der Funktion f : R — R?
mit f(t) = p + tv. Die Gerade G,, C R? ist das Bild von f. Fiir verschiedene Werte von
p und v bekommen wir moglicherweise das gleiche Bild, aber verschiedene Funktionen.

. Eine Abbildung kann durch eine Rechenvorschrift gegeben sein, etwa f : Z — N mit

x +— 2%, aber auch durch eine Fallunterscheidung, etwa

' _J1 fallszeQ
fiR=N f(m)'_{o falls 2 ¢ Q

Zum Beispiel gibt es eine Abbildung, die jedem Tag des Jahres 2022 die Tageshtchsttem-
peratur in Hamburg zuordnet, auch wenn es keine Rechenvorschrift gibt.

oder auch durch eine Tafel.

Man sollte aber keinesfalls eine Abbildung mit einer Rechenvorschrift verwechseln; die
Angabe von Definitions- und Bildbereich ist sehr wichtig. Zum Beispiel gibt die Rechen-
vorschrift z — 2z eine Abbildung f : Q — @Q, die eine Umkehrabbildung g : Q — Q
besitzt, ndmlich die Rechenvorschrift x — %x Die Verkettungen f o g und g o f der bei-
den Abbildungen sind jeweils die Identitat auf Q. Die entsprechende Abbildung Z — Z
hat aber keine Umkehrabbildung.

Definition 1.6.12. Sei f: A — B eine Abbildung und C' C A eine Teilmenge. Wir schreiben
Lo : C'— A fiir die Inklusionsabbildung a — a. Die Finschrdinkung von f auf C' ist Abbildung
foiw:C — B.

Definition 1.6.13. 1. Eine Abbildung f : A — B heifit surjektiv, falls es zu jedem b € B

3.

ein a € A gibt mit f(a) = b, d.h. falls fir ihr Bild f(A) gilt f(A) = B.

. Eine Abbildung f: A — B heifit injektiv, falls aus f(a1) = f(az) folgt a; = as, d.h. aus

a; # ay folgt stets f(ay) # f(ag).

Eine Abbildung heifit bijektiv, wenn sie surjektiv und injektiv ist.

Bemerkungen 1.6.14. 1. Fiir jede Menge M ist die Identitdtsabbildung idy, : M — M

bijektiv.

. Fiir jede Teilmenge A C M ist die Inklusionsabbildung ¢4 : A — M injektiv. Fiir jede

Aquivalenzrelation R ist die kanonische Abbildung A — A/R surjektiv.

. Ist M eine endliche Menge, so gilt fiir alle Abbildungen f : M — M: f bijektiv <

f injektiv < f surjektiv. Ist aber M eine unendliche Menge, so gibt es Abbildungen
f: M — M, die injektiv, aber nicht surjektiv sind, und Abbildungen, die surjektiv, aber
nicht injektiv sind. Betrachte zum Beispiel die Abbildungen f : N — Nund ¢ : N — N

mit f(n) = 2n und g(m) = [%]. (Die Symbole bedeuten, dass wir % abrunden.) Dann

ist f injektiv aber nicht surjektiv und g surjektiv, aber nicht injektiv.
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Lemma 1.6.15. Eine bijektive Abbildung f : A — B hat eine eindeutige Umkehrabbildung
oder inverse Funktion f=%, die fo f~! =idg und f~'o f =idy erfiillt.
Umgekehrt is jede Abbildung mit Umkehrabbildung bijektiv.

Beweis:. Wir definieren f~! wie folgt. Sei b € B. Da f surjektiv ist gibt es mindestens ein a
mit f(a) = b. Da f injektiv ist, gibt es nur ein solches a. Wir kénnen also ohne Ambiguitét
f7Y(b) = a definieren. Nach Konstruktion gilt f(f~')(b) = b. Es gilt auch f~'(f(a)) = a, da a

ja f(a) = f(a) erfiillt.
Wir zeigen Eindeutigkeit. Sei g : B — A eine weitere Umkehrabbildung. Es gilt g(b) =

g(f(f7HD))) = f~1(b) wegen der Assoziativitit, Satz[1.6.10
Sei nun f eine Abbildung mit Umkehrabbildung f~!. Es gilt f ist injektiv da aus f(a) =

() folgt [~ (f(a)) = [~ (f(a)) & a = a’. Des weiteren ist f surjcktiv, da b= f(f~(b)).
[]

Definition 1.6.16. 1. Eine Menge M heifit endlich, wenn es ein n € Ny und eine Bijektion
f:{0,1,....n -1} - M

gibt. Die linke Seite ist formal definiert als Menge aller natiirlichen Zahlen kleiner n. Fiir
n = 0 erhalten wir die leere Menge!

2. Die natiirliche Zahl
|M|:=n
heifit die Mdchtigkeit der Menge M. (Induktiv zeigt man, dass n € N eindeutig bestimmt
ist.)

3. Zwei Mengen (nicht unbedingt endlich) A, B heiflen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive
Abbildung f: A — B gibt.

Beispiele 1.6.17. 1. N und Z sind gleichméchtig, obgleich N ; Z. Eine Bijektion f : N — Z
ist
falls a gerade

_J)3
/(@) {—% falls a ungerade

2. Die Mengen N und Q sind gleichméchtig, nicht aber N und R (das lernen Sie in Analysis).
Mengen, die die gleiche Machtigkeit wie N haben, heiflen abzdhlbar unendlich.

Bemerkung 1.6.18. Abbildungen sind eng mit dem kartesischen Produkt verbunden. Seien
A, B und C Mengen. Dann gibt es eine Bijektion von Mengen von Abbildungen

F : Abb(A x B,C) — Abb(A, Abb(B, C))

mit Umkehrabbildung G. Hierbei wird ¢ : Ax B — C' auf die Abbildung F'(¢) : A — Abb(B, ()
abgebildet, die a € A die Abbildung ¢(a,—) : b — ¢(a, b) zuordnet.

Umgekehrt wird einer Abbildung ¢ : A — Abb(B, C) die Abbildung G(¢)) : Ax B — C mit
G(¢)(a,b) = 1(a)(b) zugeordnet. Man rechne nach, dass man so eine Bijektion von Mengen
von Abbildungen erhélt.
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2 Algebraische Grundbegriffe

Die zentralen Begriffe der linearen Algebra sind die Begriffe des Vektorraums und der linearen
Abbildung. Der Vektorraums abstruhiert die Beispiele R? und R3, die wir schon betrachtet
haben. Wir werden aber zunéchst einige algebraische Grundbegriffe einfiihren.

Wir kénnen uns zum Beispiel erinnern, dass die ersten 4 Eigenschaften von R" in Bemerkung
nur mit der Addition und nicht mit der Skalarmultiplikation zu tun haben. Ist das nicht
auch schon eine interessante Struktur?

2.1 Gruppen

Wir betrachten zunichst die Eigenschaften der Addition von Elementen aus R2.

Definition 2.1.1. Eine Gruppe ist ein Paar (G, ), bestehend aus einer Menge G und einer
Abbildung

GxG—G,
(a,b) > a-b,

genannt Verkniipfung, so dass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
(G1) Fir alle a,b,c € G gilt: (a-b)-c=a- (b-c) (Assoziativgesetz)
(G2) Es gibt ein Element e € G, so dass gilt

a) Firalleae Ggilte-a=a=a-e
b) Fiir jedes a € G gibt esein a™! € G, sodassa™'-a=e=a-a ! gilt.

Man nennt ein solches Element e auch ein neutrales Element und a~! ein inverses Element
zu a. Wir werden bald sehen, dass a~! eindeutig ist, weshalb die Benennung ' legitim ist.

<<In der Vorlesung habe ich das neutrale Element “Einheit” genannt, das ist aber nicht
iiblich! “Einheit” hat eine andere Bedeutung. Gelegentlich nennt man das neutrale Element
“Einheitselement” >>

Beispiele 2.1.2. 1. (Z, +) ist eine Gruppe mit e = 0 und ™! = —a.
2. Ebenso sind (Q, +), (R, +) Gruppen beziiglich der Addition.

3. (R?, +) ist eine Gruppe mit

e=0= (0) und 7' = —x = (_xl)
0 —XT9

4. (N, +) ist keine Gruppe, da es zu a # 0 kein Inverses in N gibt.

5. (Q\ {0}, -) ist eine Gruppe mit e = 1 und a™! = 1. Dagegen ist (Q, -) keine Gruppe, denn
zu 0 € Q gibt es kein (multiplikatives) Inverses.

6. Die Menge {e} mit Verkniipfung e - e = e ist eine Gruppe, die sogenannte triviale Gruppe
die nur aus einem neutralen Element besteht.

7. Wir betrachten ein gleichseitiges Dreieck. Es hat die folgenden Symmetrien:
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(a) Drei Spiegelungen Sy, Sy, S3 in den drei Mittelsenkrechten, numeriert im Uhrzeiger-

sinn.
(b) Zwei Rotationen Ry, Ry um & bzw. 4.

(c) Die triviale Symmetrie oder Identitét F.

Dann bildet die Menge {E, Ry, Ry, S1, S2, S3} eine Gruppe, denn wir kénnen zwei Sym-
metrien durch Hintereinanderausfithren o verkniipfen, F ist ein neutrales Element, und
jedes Element hat ein Inverses: S, '= G und R{* = R,.

Man kann zum Beispiel berechnen: Ry o Ry = Ry, 51 0.5, = Ry und Sy 0 S; = Ry. Die
Elemente der Gruppe kommutieren also nicht!

8. Die Symmetrien jedes mathematischen Objekts bilden eine Gruppe!

Bemerkungen 2.1.3. 1. Aus dem Assoziativgesetz (G1) folgt, dass alle moglichen Klam-
merungen eines mehrfachen Produkts das gleiche Ergebnis liefern. Daher koénnen wir
Klammern in mehrfachen Produkten weglassen. Wir kénnen sie aber auch setzen, um die
Lesbarkeit zu erhéhen.

2. Wir lassen auch den Multiplikationspunkt oft weg, also ab fiir a - b. Weiterhin schreiben
wir a? fiir aa = a - a und allgemein a' fiir a - a---a (i Faktoren) fiir ¢ > 0. Fiir i > 0
definieren wir auch a™* =a~'---a~! (i Faktoren). SchlieBlich gilt a° := e.

Damit gilt fiir alle a,b € Z ¢ - g* = ¢***.
3. Wegen (G2) gibt es wenigstens ein Element e € G; die Menge G kann also nicht leer sein.

4. Es reicht in einer Gruppe die Existenz eines linksneutralen Elementes und eines Links-
inversen zu forden, also nur e -a = a und a 'a = e. Ein linksneutrales Element erfiillt
automatisch auch a - ¢ = a (wenn es Linksinverse gibt!) und ein Linksinverses erfiillt
automatisch aa™! = e (wenn e linksneutral ist).

Satz 2.1.4. Sei (G,-) eine Gruppe. Dann gilt:
1. Das neutrale Element ist eindeutig.
2. Fiir jedes gegebene a € G gibt es ein eindeutiges Inverses Element a™! wie in (G2b).

Beweis:. e Sei € ein weiteres neutrales Element, also gelte fiir alle a € G die Gleichung
€-a = a. Setze a = e und erhalte ¢ - e = e. Aber da e neutral ist gilt auch ¢-e = €.

e Seien ¢/ und a” zwei Inverse fiir a. Es gilt

/

a ad-e=d-(a-d)=(da) d

p— P . a
G2a G2b G1 G2b G2a

durch Anwendung der Gruppenaxiome. n

Satz 2.1.5. [Liosbarkeit von Gleichungen in einer Gruppe] Sei (G,-) eine Gruppe und seien
a,b e G. Dann gilt

1. FEs gibt ein eindeutiges x € G, fiir das - a = b gilt.
2. Es gibt ein eindeutiges y € G, fiir das a-y = b gilt.

3. Fiir alle a € G gilt (a™)™' = a.
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4. (ab)"t=b"1a?
Beweis:. 1. Wenn es eine Losung x der Gleichung x - a = b gibt, so muss gelten
r=z-e=z-(a-a)=(x-a)-at=b-a".

Hierbei haben wir das neutrale Element, das Inverse von a und die Assoziativitiat benutzt,
bevor wir im letzten Schritt die Annahme verwendet haben, dass x eine Losung ist. Damit
ist die Losung eindeutig.

Umgekehrt ist 2 := b - a~! auch wirklich eine Losung, denn es gilt

b-a)-a=b-(a'-a)=b-e=b.

2. Analog folgt y = a=! - b. Man beachte die Reihenfolge von @ und b in 1. und 2.

1 1 1

3. (a71)71 ist ein Inverses von a~'; also gilt (a7!)"'a~! = e per Definition. Andererseits
gilt a-a™' = e, so dass auch a ein Inverses von a! ist. Da das Inverse nach Satz [2.1.4]
eindeutig ist, folgt a = (a™ 1)1

Beachten Sie, dass man aus Eindeutigkeitsaussagen algebraische Gleichungen folgern
kann!

4. Wir rechnen mit Hilfe des Assoziativgesetzes:
b taYH-(a-b)=bt-(ata)-b=bt-e-b=bl-b=¢c.

Also ist b=! - @' das eindeutige Inverse von a - b. Dies kennt man auch aus dem richtigen
Leben: zieht man morgens zuerst die Socken und dann die Schuhe an, so zieht man abends
zuerst die Schuhe aus und dann die Socken (und nicht umgekehrt). O

Wir betrachten noch zwei neue Beispiele:

Beispiel 2.1.6. Wir wihlen ein festes m € N. Betrachte auf der Menge Z wie in Beispiel [1.6.414
die Aquivalenzrelation

R, = {(a,b) | m teilt a —b} CZ X Z.

Die Quotientenmenge Z/R,, wird auch mit Z/mZ oder Z/m bezeichnet.

Eine Aquivalenzklasse besteht fiir m # 0 aus genau denjenigen ganzen Zahlen, die bei
Division durch m den gleichen Rest aus {0,1,...,m — 1} lassen. Eine Aquivalenzklasse wird
auch Restklasse modulo m genannt.

Fiir jedes 0 <r < m — 1 ist

Ti=r+mZ={x€Z|mteilt z—r}

eine Restklasse.

Wir schreiben @ = @’ mod m und sagen “a ist kongruent o’ modulo m”, wenn a und @’ in
der gleichen Restklasse liegen, also wenn m | a — b.

Fiir m = 0 ist die Aquivalenzrelation die Gleichheit und Z/0Z = Z.

Nun ist (Z,+) auch eine abelsche Gruppe. Wir wollen auch auf der Quotientenmenge eine
Gruppenstruktur definieren, die moglichst nah an der Gruppenstruktur in 7Z ist.
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Versuchsweise definieren wir also eine Addition auf der Restklassenmenge folgendermafen:
fiir zwei Restklassen wéhlen wir Repriasentanten a € @ und b € b. Dann setzen wir als Wert der
Verkniipfung die Restklasse von a + b, also

a+b:=a+0

Das ist nur sinnvoll, wenn die Addition nicht von der Auswahl der Repriasentanten abhéngt.
Man sagt dann, dass die Verkniipfung wohldefiniert ist.
Dass dies hier so ist, sieht man folgendermaBen: ist @ = o/ und b = ¥/, so ist a — a’ = mk
und b — b = ml mit k, [l € Z.
Dann ist
at+tb=d+V+mk+ml=d+b+mk+1),

alsoist a+b=a +10.
Die Assoziativitéit der Addition folgt aus der Assoziativitit der Addition in Z:

(@+b)+c=a+b+c=(a+b+c=a+(b+c)=a+btrc=a+ (b+7).

Man mache sich in diesen Gleichungen zur Ubung klar, welche Pluszeichen die Addition in Z
und welche die Addition in Z/mZ bezeichnen.
Das neutrale Element ist die Restklasse 0, denn

a+0=a+0=a=0+a

Das Inverse von @ ist —a = m — a. Auch die Kommutativitit vererbt sich von Z.
Also ist (Z/mZ,+) eine Gruppe, auch zyklische Gruppe genannt.

Beispiel 2.1.7. Sei M # () eine nichtleere Menge. Setze
Sym (M) ={f: M — M| f bijektiv}
Dann ist (Sym (M), o) eine Gruppe:
Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ wegen Satz

G1)
(G2a) e =

(G2b) Das zu f € Sym (M) inverse Element ist die Umkehrabbildung aus Lemma |1.6.15]

) D

(Sym (M), o) heifit die symmetrische Gruppe von M. Wir schreiben S, fir Sym ({1, 2,...n})
und nennen S,, die symmetrische Gruppe von Grad n. Wir nennen die Elemente von Sym (M)
Permutationen.

Bemerkung 2.1.8. Die symmetrischen Gruppen haben grofle praktische und theoretische Be-
deutung. Gruppen sind die mathematische Formalisierung von Symmetrie, immer wenn wir
ein symmetrisches Objekt betrachten dann kénnen wir auch die Gruppe der Symmetrien be-
trachten. S,, ist die Symmetrigruppe einer endlichen Menge, und da Mengen grundlegende
mathematische Objekte sind, sind dies grundlegende Gruppen.

Bemerkenswerterweise tritt jede endliche Gruppe als Untergruppe (siehe Definition
einer symmetrischen Gruppe auf!

Definition 2.1.9. Eine Gruppe (G, -) heiit abelsch oder kommutativ, falls fir alle a,b € G gilt
a-b=">b-a.
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Abelsche Gruppen werden oft additiv geschrieben, also a + b fiir die Verkniipfung von a und
b, und 0 fiir das neutrale Element.

Beispiele 2.1.10. 1. Die Beispiele in [2.1.21-6 sowie Beispiel sind abelsche Gruppen.
2. Wir haben gesehen, das Beispiel [2.1.2/7 nicht abelsch ist.

3. Die symmetrische Gruppe ist im allgemeinen (fiir n > 3) nicht abelsch. Um dies zu
testen, miissen wir ein Gegenbeispiel finden, also zwei Elemente f, g mit fog # go f. Sei
M =3 =1{1,2,3} und seien f, g die beiden bijektiven Abbildungen

z |1 2 3
flz) |2 1 3
glx) |1 3 2
Dann ist

also ist fog#go f.

Definition 2.1.11. Sei G eine Gruppe. Wenn |G| endlich ist, heiit G endliche Gruppe und |G|
die Ordnung von G.

Beispiel 2.1.12. Man sieht leicht, dass die Ordnung von Z/mZ gleich m ist und die Ordnung
von S, gleich n!, denn die Anzahl der Permutationen einer Menge mit n Elementen ist n!.

Definition 2.1.13. Sei (G, ) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heiit Untergruppe, falls sie
den folgenden Axiomen geniigt:

(UGL) e€ H .

(UG2) Fiir alle a,b € H gilt a-b € H. Wir sagen auch, dass H unter der Verkniipfung - von G
abgeschlossen ist.

(UG3) Fiir alle @ € H gilt a=! € H. Wir sagen auch, dass H unter der Inversenbildung abge-
schlossen ist.

Wir haben die folgenden wichtigen Eigenschaften.

Satz 2.1.14. 1. Auf einer Untergruppe H von G definiert die Multiplikation von G wieder
eine (assoziative) Multiplikation und H selbst ist eine Gruppe.

2. Eine Untergruppe einer Untergruppe von G ist selbst Untergruppe von G.
3. Untergruppen abelscher Gruppen sind abelsch.

Beweis:. In jedem Fall lassen sich die Axiome leicht priifen und wir iiberspringen den Beweis.

[]

Beispiele 2.1.15. 1. Sei (G,:) = (R, 4) die additive Gruppe der reellen Zahlen. Dann
haben wir eine Kette von Untergruppen Z C Q C R.

2. Sei (G,-) = (Z, +). Dann ist H = N keine Untergruppe, denn das Axiom (UG3) ist nicht
erfiillt.
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3. Sei (G, -) eine beliebige Gruppe.

e H = {e} ist eine Untergruppe, die sogenannte triviale Untergruppe.

e H = @ ist eine Untergruppe, in Worten: Jede Gruppe ist Untergruppe von sich
selbst.

e Jedes Element g € G erzeugt eine Untergruppe {e, 9,9 ', ¢% g 2,9°...} wobei wir
die Notation aus Bemerkung [2.1.3|1 verwenden.

Die Elemente ¢g° miissen nicht alle unterschiedlich sein! Da e = ¢° gilt (UG1), mit
gg® = g**° gilt (UG2) und mit (¢*)~! = ¢~ gilt (UG3).

4. Die Rotationen bilden eine Untergruppe der Symmetriegruppe D3 denn die Verkniipfung
von zwei Rotationen ist wieder eine Rotation. Die Spiegelungen sind keine Untergruppe,
denn die Verkniipfung von zwei verschiedenen Spiegelungen ist keine Spiegelung.

Die algebraische Struktur von Gruppen fiihrt zu vielen nicht-trivialen Eigenschaften. Wir
geben ein Beispiel:

Satz 2.1.16 (Satz von Lagrange). Sei H eine Untergruppe von G und G endlich. Dann teilt
|H| die Ordnung von G.

Beweis:. Wir fithren auf G die folgende Aquivalenzrelation ein: a ~ b wenn ab~' € H. Man
priift leicht, dass dies eine Aquivalenzrelation ist: Reflexivitiiit folgt aus e € H, Symmetrie folgt,
da H die Inverse fiir alle Elemente von H enthélt, und Transitivitit folgt, da H abgeschlossen
unter Verkniipfung ist.

Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von a mit Ha, das ist sinvvoll denn b ~ @ genau wenn
ba~' € H, aber dann gilt b = ha fiir h = ba~". Also ist die Aquivalenzklasse von a genau die
Menge {ha | h € H} = Ha C G. Die Menge aller Aquivalenzklassen bezichnen wir mit H\G.

Wenn wir Représentanten ay, . .., a,, fiir jedes Element von H\G wihlen gilt G = U Ha;
und alle Ha; sind disjunkt, siche Lemma [1.6.5] Dann gilt |G| = Y, [Ha|.

Es reicht also zu zeigen, dass alle Ha; die gleiche Anzahl von Elementen haben, namlich
|H|. Aber die Abbildung f : H — Ha gegeben durch h — ha ist eine Bijektion fir jedes a € G.
Eine Umkehrfunktion Ha — H ist durch x — za™! gegeben.

Alternativ ist die Abbildung injektiv, dann aus ha = ha folgt h = haa™* = Naa™' = W
und surjektiv denn jedes Element in Ha hat ja per Definition die Form ha fiir h € H. O]

2.2 Homomorphismen

Wir wollen als néchstes Abbildungen von Gruppen betrachten, die kompatibel mit der Grup-
penstruktur sind.

Definition 2.2.1. Seien (G,-) und (H,*) Gruppen. Eine Abbildung
f: G—H
heifit Gruppenhomomorphismus oder Homomorphismus, falls fiir alle a,b € G gilt
fla-b) = f(a) = f(b) .

Beispiele 2.2.2. 1. G = H = Z mit Addition ganzer Zahlen. Wéhle ein festes m € Z und
betrachte die Abbildung

J— 7 — 7
mit i, (k) = mk. In der Tat gilt fiir alle k,[ € Z
L (K + 1) = m(k + 1) = mk +ml = pim (k) + (1)
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2. Betrachte die Abbildung
can : Z — Z]mZ

Y

die jeder ganzen Zahl a ihre Aquivalenzklasse
a=a+mZ=amodm

zuordnet. Dies heiflit auch die kanonische Abbildung, weil es die natiirlichste Abbildung
in die Quotientenmenge ist. Wir haben die Addition auf Z/mZ gerade so definiert, dass
can ein (surjektiver) Gruppenhomomorphismus ist: can(a +b) = a+ b =a+ b.

3. Sei G = (R,+) und H = (R, ). Wihle festes ein a € R und betrachte die Exponenti-
alabbildung
fa . R —> R>O

mit f,(z) = e**. Dann gilt mit den Rechenregeln fiir Exponentialfunktionen:
fala +y) = ) = %™ = f,(2) faly) -

4. Fiir eine beliebige Gruppe G und ein beliebiges Element g € G gibt es einen Homomor-
phismus f, : Z — G definiert durch i — ¢*. Da f,(¢)f,(j) = ¢'¢’ = ¢""7 = f,(i + j), vgl.
Bemerkung [2.1.3]2, ist dies tatsdchlich ein Homomorphismus.

Satz 2.2.3. Seien G und H Gruppen mit neutralen Elementen eg bzw. ey. Sei f: G — H ein
Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

1. f(eg) = €y
2. Fiir alle g € G gilt f(g7) = f(g9)7".

3. Ist f bijektiv, so ist
'y H-d

ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis:. 1. Wir rechnen zunéchst: f(eq) = f(eq - eq) = f(eq) - f(eq). Daraus folgt

en = fleq) ' flea) = fleq) ' [fleq)f(ec)]
= [flec) " fleq)] - flec) = en - flec) = fleq).

2. Fiir alle g € G gilt
Fla ) fg) = flg"9) = flec) = en .

Aus der Eindeutigkeit der Inversen f(g)~! von f(g) folgt f(g~') = f(g)~%
3. Seien h,h’ € H. Wir rechnen, da f bijektiv ist

PR SR = (e (7R - £
= (f(fl(h) - f1<h'>)>
=7 <f(f1(h>) - f(fl(h’>>>

=fYh-n).O
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wobei wir fiir (*) verwendet haben, dass f ein Gruppenhomoromorphismus ist. <<Wir
verwenden auch den typischen Trick, dass wir eine Identitit durch g=! o g ersetzen, was
wir dann weiter umformen konnen. “Alle wissen, dass 1 — 1 = 0 ist, Mathematiker*inen
wissen, dass 0 =1 —1 ist”.>>

Beispiele 2.2.4. Fiir den Gruppenhomomorphismus exp : R — R, exp(z) = €*, die Expo-
nentialfunktion aus Beispiel [2.2.2/2, bedeuten die Aussagen von Satz folgendes:

3. Die Umkehrfunktion
exp '=:log : Ryyg =R

ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h. es gilt

log(zy) = log(z) +log(y) fiir 2,y € Ry .

Definition 2.2.5. Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus heifit Gruppenisomorphismus.
Zwei Gruppen G, H heiflen isomorph, wenn es einen Gruppenisomorphismus f : G — H
gibt; in Zeichen: G = H.

“Isomorph sein” ist eine Aquivalenzrelation fiir Gruppen: die Relation ist reflexiv, weil die
Identitat ein Isomorphismus ist.

Wegen Satz [2.2.3]3 ist die Umkehrfunktion eines Isomorphismus auch ein Isomorphismus
und die Relation ist symmetrisch.

Sind f: G — H und g : H — K Gruppenisomorphismen, so ist auch go f : G — K ein
Gruppenisomorphismus (denn g(f(a - b)) = g(f(a)f(b)) = gf(a) - gf(b) und die Verkettung
von Bijektionen ist bijektiv); daher ist die Relation transitiv.

<<Da es keine Menge aller Gruppen gibt (so wie es keine Menge aller Mengen gibt) ist es
technisch nicht ganz korrekt von einer Aquivalenzrelation zu sprechen. Es gilt aber, dass der
Ausdruck “G ist isomorph zu H” reflexiv, symmetrisch und transitive ist.>>

Es kann fiir zwei gegebene Gruppen durchaus mehrere Gruppenisomorphismen geben, von
denen keiner ausgezeichnet ist. (Man sagt auch, die Gruppen sind nicht kanonisch isomorph.)

Beispiel 2.2.6. 1. Da e** fiir a # 0 eine Bijektion ist sind (R, +) und (Rs, ) isomorph.
Allerdings liefert jede der Abbildungen f, einen Isomorphismus; es gibt genau so wenig
eine ausgezeichnete Isomorphie der additiven Gruppe (R, +) auf die multiplikative Gruppe
(R, -) wie es fiir den Logarithmus eine ausgezeichnete Basis gibt.

2. Die Gruppe ({1, —1}, ) mit der iiblichen Multiplikation ist isomorph zu Z/2Z indem wir
1 — [0] und —1 + [1] abbilden.

3. Jede Bijektion von Mengen M und N induziert einen Isomorphismus Sym (M) =
Sym (N). Zum Beispiel ist Sym ({a,b,c}) = Sym ({1, 2,3}). Die Gruppen unterscheiden
sich nur in den Namen der Elemente.

4. Jede Symmetrie des gleichseitigen Dreiecks in D3 permutiert die drei Eckpunkte. Wenn
wir zwei Symmetrien verkniipfen, dann verketten wir auch die Abbildungen auf den Eck-
punkten. Wir erhalten einen Homomorphismus D3 — S3, der auch ein Isomorphismus
ist.
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5. Die Homomorphismen p,, : Z — Z k +— mk aus Beispiel [2.2.21 sind fiir jedes m # 0
injektiv, aber nur fiir m = +1 ein Gruppenisomorphismen.

Isomorphe Gruppen teilen all ihre wichtigen mathematischen Eigenschaften. Oft behandelt
man sie daher, als wéren Sie gleich, wir benennen nur die Elemente anders, vgl. Beispiel [2.2.6].3.
Aber unsere Intuition macht dennoch Unterscheidungen zwischen verschiedenen isomorphen

Gruppen, vgl. Beispiel [2.2.6] 1.
Wenn wir Homomorphismen zwischen Gruppen betrachten wollen, ist es oft dennoch sinn-

voll, isomorphe Gruppen nicht zu identifizieren, sondern ihnen ihren eigenen Namen zu belassen.

Definition 2.2.7. Seien G und H Gruppen und sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus.
Dann heifit das Urbild des neutralen Elements ey € H

ker(f) := f~'(en) = {9 € G| f(9) = en}
der Kern von f und Im f := f(G) das Bild von f.
Satz 2.2.8. Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
1. ker(f) ist eine Untergruppe von G.
2. [ ist injektiv < ker(f) = {eq}.
3. Im (f) ist eine Untergruppe von H.
4. f ist surjektiv < Im f = H.
Beweis:. 4. Klar nach der Definition von Surjektivitat. [

2. “=" Sei f injektiv. Sei g € ker f, d.h. f(g) = ey = f(eg). Die Injektivitiat von f impliziert
g = egq, also ker f = {eg}.
“<” Sei ker f = {eg}. Seien g, ¢’ € G mit f(g) = f(¢'). Zu zeigen ist g = ¢’. Wir rechnen

flald) ™) = F@)f(g) ™" = flo)f (o) =en.
Also g(¢')™! € ker f = {ec}. Das heiit g(¢g')~! = eg, also g = ¢’. Also ist f injektiv.

1. Wir iiberpriifen die Untergruppenaxiome aus Definition [2.1.13

(UG1) Wegen f(eq) = ey ist eg € ker f.
(UG2) Seien g, ¢’ € ker f. Dann folgt

flag) = f(9)f(g") =en-en =en,

also ist gg’ € ker f .
(UG3) Sei g € ker f. Dann folgt

Fla)=Fflo) " =eg =en,
also g~! € ker f.

3. Wir iiberpriifen die Kurzversion der Untergruppenaxiome aus Ubung 5.2: Im f ist nicht
leer, da f(eg) € Im f und fiir f(a), f(b) € Im f gilt f(a)f(b)™* = f(ab™!) € Im f mit
Satz [2.2.3]
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Bemerkung 2.2.9. Ein Wort noch zur (méglicherweise verwirrenden) Namensgebenug: Wir
nennen allgemein die Funktion - : G x G — G einer Gruppe Verkniipfung und das Element e
neutrales Element oder Einselement.

Gelegentlich behandeln wir die Verkniipfung wie die Multiplikation und schreiben ab fiir a-b
und a? fiir a-a-a. Wir sagen, dass wir die Gruppe multiplikativ schreiben. Ich spreche dann auch
gelegentlich (etwas ungenau) von Multiplikation in der Gruppe und nenne das neutrale Element
die Fins und lese gh als “g mal h” statt “g verkniipft mit A”. Im Gegensatz zur Multiplikation
in Q oder R nehmen wir aber nicht an, dass a-b=1"b- a ist.

In einer abelschen Gruppe, in der a-b = b-a gilt, schreiben wir die Verkniipfung oft additiv
als @ + b und nennen das neutrale Element Null.

Wir nenne auch die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen Verknipfung, alternativ
Verkettung oder Komposition. In der symmetrischen Gruppe zum Beispiel ist die Verkniipfung
von Gruppenelementen durch die Verkniipfung von Abbildungen gegeben. Aber im allgemeinen
bilden Abbildungen keine Gruppe und die Verkniipfung von Gruppenelementen lésst sich nicht
als Verkniipfung von Abbildungen definieren! Wir bezeichnen also mit dem gleichen Wort zwei
verschieden Konzepte und miissen aus dem Kontext entscheiden, welches gemeint ist.

2.3 Korper

Es kommt oft vor, dass eine Menge zwei Operationen hat. Wir abstrahieren zuerst die Eigen-
schaften von R und Q. Sie formen eine kommutative Gruppe unter Addition und beinahe eine
additive Gruppe unter Multiplikation.

Definition 2.3.1. Ein Kdrper ist eine Menge K mit zwei assoziativen Verkniipfungen +, -
.0 KxK-oSK,
fiir die die folgenden Axiome gelten:
(K1) (K, +) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element der Addition wird mit 0 bezeichnet.
(K2) (K \ {0}, ) ist eine abelsche Gruppe, deren neutrales Element wir mit 1 bezeichnen.
(K3) Es gilt das Distributivgesetz: fiir alle a,b,c € K gilt
(a+b)-c=a-c+b-c.

Beispiele 2.3.2. 1. (Q,+,-) und (R, +, ) sind Kérper

2. Auch die ganzes Zahlen haben Addition und Multiplikation, aber (Z, 4+, -) ist kein Korper,
da (Z\ {0}, ) keine Gruppe ist.

3. Ein Korper K muss mindestens zwei unterschiedliche Elemente haben, 0 und 1 € K\ {0}.
In der Tat gibt es einen Korper mit genau zwei Elementen, iiberlegen Sie sich die einzig
moglichen Regeln fiir Addition und Multiplikation!

Wir werden bald zwei weitere wichtige Beispiele von Korpern treffen.
Bemerkungen 2.3.3. 1. Es folgt aus der Rechnung
0-a=(040)-a=0-a+0-a,
dass 0-a=a-0=0 fir alle a € K.

Da 0-a = 0 fiir alle @ € K kann 0 kein Inverses haben, wenn wir zwei Verkniipfungen mit
Distributivgesetz haben. Es ist also notwendig, K \ {0} zu betrachten um eine Gruppen-
struktur fiir - zu finden.
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2. Es ist automatisch, dass die Multiplikation Werte in K \ {0} annimmt: Aus ab = 0 folgt
immer a = 0 oder b = 0, denn wenn @ und b Inverse haben ist 1 = a tabb~! = a=10b7 1,
was ein Widerspruch hat. Wir sagen ein Korper hat keine Nullteiler.

3. Wir nennen die Verkniipfung + Addition und die Verkniipfung - Multiplikation. Wir
lassen auch oft den Punkt “” weg, wenn wir die Multiplikation schreiben:

a-b=:ab

Das zu a € K beziiglich der Addition + inverse Element schreiben wir als —a. Das zu
a € K\ {0} beziiglich der Multiplikation - inverse Element schreiben wir als + = a~*. Wir
setzen wie von den rationalen Zahlen her vertraut

1 a
—b)=1a—-0 da-(+)=:+.
a+(-b)=:a und a (b) 7
Satz 2.3.4. Sei K ein Kérper. Dann gilt fir alle a,b,c € K:
1. (-1)-a=—-aund (-1)-(-1) = 1.

2. Aus b-a = c-a und a # 0 folgt b = c. Man kann also in Kérpern durch von Null
verschiedene Elemente kiirzen.

Beweis:. 1. Aus der Distributivitét folgt a + (—1)a = (1 — 1)a = 0, also ist (—1) - a das
additive Inverse von a.

Insbesondere ist (—1) - (—1) das additive Inverse von —1 und damit 1 wegen Satz[2.1.53.

2. Da a # 0 gilt, gibt es ein multiplikatives Inverses a~!. Wir rechnen wie im Beweis von

Satz 2.1.5

b=>blaa™ ") = (ba)a™ = (ca)a™ = claa™) =c.

Mit dem Satz kénnen wir zum Beispiel rechnen a(—b) = a(—1)b = (—1)ab = —ab.

2.4 Die komplexen Zahlen

Wir fithren den Koérper der komplexen Zahlen ein. Er hat zahllose theoretische und praktische
Anwendungen.

Wir wissen schon, dass (R? +) eine abelsche Gruppe ist und wollen eine Multiplikation
definieren.

Fiir die Multiplikation kann man allerdings nicht die komponentenweise Multiplikation be-
nutzen, um einen Korper zu erhalten. Denn es gilt fiir die komponentenweise Multiplikation

() () =)

wir haben also Nullteiler und das macht es unmdoglich, Inverse zu finden.
Andererseits ist ein Argernis der rellen Zahlen, dass es fiir die Gleichung 2? = —1 keine
Losung gibt. Wir fithren also eine neue imagindre Zahl i ein mit i = —1.

b
Die Addition ist weiterhin (a + bi) + (@’ + Vi) = (a +a’) + (b+¥')i. Ein Vektor in R? ist nichts
als ein Paar von reellen Zahlen, und wir shreiben unsere Zahlen einfach anders auf.

Wir kénnen nun ein Element (a) € R? als a + bi mit unserem neuen Symbol i schreiben.
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In dieser Schreibweise ist ¢ nichts als ein Name fiir den Vektor <O> wahrend wir den Vektor

1

einfach mit dem Symbol 1 schreiben (das wir sogleich als multiplikatives neutrales Element

1 0 . .
a(O)—l—b(l) =a-1+b-i=a-+bi

Das ist eine eindeutige Schreibweise,

1
0
weglassen). Also

Definition 2.4.1. Wir bezeichnen mit (C, +, -) die Menge der komplexen Zahlen {a+bi | a,b €
R} mit der komponentwesine Addition und der Multiplikation

(a+ bi)(a + Vi) = (aa’ — bb") + (ab' + ba')i

Woher kommt die Multiplikationsregel? Einerseits gilt (0 +1-4)(0+1-i) = —1, was wir
wiinschen.
Andererseits folgt notwendigerweise aus dem Distributivgesetz, dass

(a+bi)(a' + Vi) = (ad' + (ab + ba')i + b’ - i*
= (aa’" = bb') + (ab’ + ba')i

und mit i? = —1 ist die Multiplikation nun festgelegt!
Satz 2.4.2. (C,+,-) ist ein Korper.

Beweis:. (C,+) ist eine abelsche Gruppe, wir haben ja nur die Elemente der abelschen Gruppe
R? anders benannt.

Das Assoziativitatsgesetz fiir die Multiplikation iiberlassen wir als (langwierige aber einfa-
che) Ubung.

Das neutrale Element der Multiplikation ist 1 = 1 + 0 und und fiir jedes a + bi # 0 ist
a—bi

-\ —1
(CL+bZ) :m

ein multiplikatives Inverses, denn wir rechnen

a—bi  (a+bi)a—bi) a+b*+0
a+ bi - = — -1
a? + b2 al + b2 a? + b2

Auch Uberpriifung des Distributivgesetzes iiberlassen wir als Ubung. O

Fassen wir die Ebene R? dermafien als Korper der komplexen Zahlen auf, so sprechen wir
auch von der komplexen Zahlenebene. .

Die komplexe Zahl ¢ = 0 + 1 - ¢ heifit imagindre Finheit.

Die injektive Abbildung

R—C
A= A-14+0-4

erlaubt es, die reellen Zahlen mit einem Unterkdrper der komplexen Zahlen zu identifizieren,
also einer Teilmenge, die unter allen Korperoperationen abgeschlossen ist.

Gegeben eine beliebige komplexe Zahl x = 1 + x9i € C nennen wir x; = Re (z) € R den
Realteil und x5 = Im (x) € R den Imagindrteil von x:
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o (- ()

\ 4

Die reellen Zahlen liegen dann auf der horizontalen Achse, der sogenannten reellen Achse.
Vertikel durch 0 verlauft die imagindre Achse.

Definition 2.4.3. 1. Die Abbildung

C — C

T =21+ 2ol —T=2T — 1T

heifit komplexe Konjugation. Wir vertauschen i und —¢, denn algebraisch sind diese beiden
Losungen von i2 = —1 nicht zu unterscheiden!

Geometrisch ist komplexe Konjugation die Spiegelung an der reellen Achse.

2. Fiir eine komplexe Zahl z = 21 + 291 € C heifit

2] := /22 + 22

der Absolutbetrag von z. Geometrisch betrachtet ist dies der euklidische Abstand von 0
zum Punkt. z in der Ebene. .

Bemerkungen 2.4.4. Seien z,w € C beliebig.
1. Sofort aus der Definition folgt T=1,0=0,i = —i und z + w = Z + W sowie zZ = 2

W

I

2. Man kann auch nachrechnen z-w =
3. Man rechnet z - 2 = (21 + 291) (21 — 201) = 22 + 23 = |z|%.
4. Aus der Dreiecksungleichung in R? folgt |z + w| < |z| + |w|.

5. Aus 3. und 4. folgt |z - w| = |z||w]. Nun kénnen wir £ = Z schreiben. Dies ist eine

mogliche Herleitung unserer Formel aus dem Beweis von Satz [2.4.2]

IS
I

Wir kénnen eine komplexe Zahl auch geometrischer auffassen.

Definition 2.4.5. Sei z € C\ {0}; dann heiit der Winkel zwischen der reellen Achse und dem
Vektor z das Argument von z.

Zeichnung;:
R A
. \gu — a(z1) /ﬁw
-1 I 1
Im (2) > 0 : b () <0
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Anders ausgedriickt ist das Argument von z die eindeutig bestimmte reelle Zahl ¢ € [0, 27),
fiir die gilt
z= ]z|(cosgo +isin gp) = |z]e"®
Fiir die Multiplikation von z = |z|e?® und w = |w|e? gilt
i(p+0)

wz = |wl|zle

Mehr iiber diese Sichtweise lernen Sie in Analysis.

2.5 Ringe

Wir wéren nun bereit Vektorrdume iiber allgemeinen Korpern zu betrachten, aber ein weiteres
algebraisches Konstrukt werden wir spéter brauchen. Wir haben festgestellt, dass die ganzen
Zahlen mit Addition und Multiplikation kein Korper sind, sie sind aber ein hoch interessantes
mathematisches Objekt.

Definition 2.5.1. 1. Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen

+: RxR—R (a,b) — a+b
RxR— R (a,b) — a-b

heilt ein Ring, wenn gilt:

(R1) (R, +) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) Die Multiplikation ist assoziativ.
(R3) Es gelten die beiden Distributivgesetze: fiir alle a, b, c € R gilt

a-(b+c)=a-b+a-c (a+b)-c=a-c+b-c

2. Ein Element 1 € R heifit Finselement oder Fins, wenn fiir allea € Rgilt 1-a=a-1=
a . Ein Ring mit Einselement heifit auch wunitdrer Ring, oder einfach Ring, wenn man
annimmt, dass jeder Ring eine Eins hat. Das werden wir in diesem Kurs tun.

3. Ein Ring heifit kommutativ, wenn fiir alle a,b € R gilt a-b=10b"a.

Bemerkungen 2.5.2. 1. Man beachte, dass die Addition in einem Ring immer kommutativ
ist, die Multiplikation aber nicht kommutativ sein muss.

2. Wir vereinbaren fiir alle Ringe die Regel “Punkt vor Strich”.

3. Ist R ein Ring und 0 € R das neutrale Element der abelschen Gruppe (R, +), genannt
das Nullelement, so gilt fiir alle a € R wie in einem Korper

O-a=a-0=0.

Beispiele 2.5.3. 1. Die ganzen Zahlen mit Addition und Multiplikation sind ein kommu-
tativer Ring (Z, +, -).

2. Jeder Korper ist ein kommutativer Ring, insbesondere Q oder R.
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3. Ist I C R ein Intervall und
R:={f: I —-R}

die Menge der reellwertigen Funktionen, so definieren wir Verkniipfungen durch Operatio-
nen auf den Funktionswerten, wir nennen dies punktweise Addition und Multiplikation:

(f +9)(x) :=f(x) + g(x)

(f-9)(x) = f(z)-g(z)
Sie versehen R mit der Struktur eines kommutativen Rings. Wir priifen zum Beispiel
die Assoziativitdt der Multiplikation: (f(gh))(z) = f(z)(gh(z)) = f(x)(g(z)h(z)) =
(f(x)g(x))h(x) = ((fg)h)(x). Die Funktion — f schickt = nach — f(x), das additive neu-

trale Elemente ist die konstante Funktion z — 0 und das multplikative neutrale Element
ist die konstante Funktion x + 1.

Dieser Ring ist kein Korper, denn eine Funktion f, die den Wert 0 annimmt, aber nicht
konstant 0 ist, hat kein multiplikatives Inverses.

Allgemeiner sei M eine Menge und R ein Ring. Dann wird die Menge der Abbildungen
{f: M — R} mit der punktweisen Addition und Multiplikation zu einem Ring.

4. Auf der abelschen Gruppe Z/mZ mit m € N aus Beispiel kann man durch
@-b:=a-b
eine Multiplikation definieren. Sie ist wohldefiniert, denn fiir
a—a =mk und  b—0b =ml
mit k, [ € Z, so folgt
a-b=(a+mk) +ml)=dV +m(kb +dl+mkl) ,

so dass die Multiplikation nicht von der Wahl der Représentanten abhéngt. Die Assoziati-
vitdt der Multiplikation und die Distributivgesetze vererben sich von Z. Wir priifen zum
Beispiel

a-(b+é)=a-b+c=a-(b+c)=a-b+a-c=a-b+a-c=a-b+a-c.

Es liegt ein kommutativer Ring mit Eins 1 vor, den wir Restklassenring nennen.

Wir rechnen zum Beispiel in Z/4Z:

ol ol
w| |
[« N
o Ol

2.1=2 =6=

Die Menge (Z/mZ \ {0},-) ist also nicht immer eine Gruppe, denn fiir m = 4 hat die
Restklasse 2 offenbar kein (multiplikatives) Inverses.

Der Restklassenring Z/mZ aus Beispiel 4 gibt uns unser letztes Beispiel fiir Korper,
genau genommen eine unendliche Famile von Kérpern.

Satz 2.5.4. Der Restklassenring Z/mZ ist genau dann ein Korper, wenn m eine Primzahl ist.

Wir schreiben oft F, fiir eine Primzahl p um zu betonen, dass wir die Korperstruktur
betrachten, wihrend wir mit Z/pZ oft nur die zyklische Gruppe unter Addition meinen.
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Beweis:. Ist m keine Primzahl, so gibt es 1 < k, [ < m mit m = k- 1. Also ist k,1 # 0, aber
0=m=F-l=k-l. Wegen Bemerkung .1 kann Z/m kein Korper sein.

Sei umgekehrt m prim. Wir miissen zeigen, dass jedes k € Z/mZ ein multiplikatives Inverses
hat. Wir betrachten die additive Untergruppe H, die von k, erzeugt wird wie in Beispiel 2.1.15]3,
also ..., —2k,—k,0,k,2k,3k,... (additiv geschrieben).

Da Z/mZ endlich ist, ist auch |H| endlich. Nach dem Satz von Lagrange gilt
|H| | |Z/mZ| = m. Aber da m prim ist gilt |H| = 1 (unmoglich, da 0 # k) oder |H| = m. Mit
|H| = m gilt H = Z/mZ und insbesondere gibt es ¢ € Z mit ¢ -k = 1 € Z/mZ (hier schreiben
wir ¢ - k fiir die /-fache Summe von k mit sich selbst. Dies ist keine Ringmultiplikation, da ¢
und k in verschiedenen Ringen leben!)

Es gilt nun nach Definition ¢-k = ¢ - k = ¢+ k und damit ist ¢ das gesuchte Inverse fiir k. O

Eine besondere Eigenschaft von F,, ist, dass die p-fache Summe der 1 mit sich selbst gleich 0
ist, also 1+1+---+1 = 0. Im Gegensatz dazu ist jede Summe von einsen in Q oder R ungleich
null. Die Charakteristik eines Korpers K ist das kleinste msodass m-1=1+1+---4+1=0
ist, oder 0 wenn es kein solches m gibt.

Definition 2.5.5. Seien (R, +,-) und (S, ®,®) Ringe, so heifit eine Abbildung
0 R— S
Ringhomomorphismus, wenn fiir alle a,b € R gilt

pla+0b) = p(a) ® »(b)
p(a) © p(b) = p(a-b)
¢(1r) = 1s

Beispiele 2.5.6. 1. Die kanonische Abbildung von Z auf Z/mZ aus Beispiel [2.2.2/2, die
durch a — a + mZ gegeben ist, ist nicht nur ein Gruppenhomomorphismus sondern auch
ein Ringhomomorphismus. Dies folgt sofort aus der Definition.

Umgekehrt ist die Abbildung e : Z/mZ — 7Z, die jede Restklasse zu ihrem kleinsten
nichtnegative Element schickt kein Ringhomomorphismus, da sie nicht einmal ein additi-
ver Gruppenhomomorphismus ist.

2. Wegen der Bemerkungen [2.4.4] respektiert die komplexe Konjugation Addition und Mul-
tiplikation in C, wir haben also einen bijektiven Ringhomomorphismus C — C.

Manchmal ist es aus dem Zusammenhang klar ob wir von einem Gruppenhomomorphismus
oder Ringhomomorphismus sprechen und wir sagen nur Homomorphismus, aber im Zweifelsfall
ist es besser, genauer zu sein.

Bemerkung 2.5.7. Wie schon erwédhnt ist jeder Kérper insbesondere ein kommutativer Ring.

Sei K ein Korper und E ein Ring, der nicht der triviale Ring {0} ist. Dann ist jeder
Ringhomomorphismus ¢ : K — FE injektiv: Da ¢ insbesondere ein Gruppenhomomorphismus
der additiven Gruppen ist, reicht es, den Kern von ¢ zu berechnen. Angenommen, es wire
¢(a) =0 fiir a # 0. Dann gilt

o(1) = plaa™) = pla)p(@) ™ = Op(a) =0
was nur gelten kann, wenn 0 = 1 in E, aber dann sind alle Elemente in E gleich 0 und £ = {0}.

Wir brauchen spéter noch eine spezielle Familie von Ringen, die Polynomringe. Sei K ein
Korper oder, allgemeiner, ein kommutativer Ring.
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Betrachtung 2.5.8. 1. Wir legen einen Kérper K fest (wir kénnten auch allgemeiner einen
kommutativen Ring R wéhlen).

Wir betrachten die Menge aller formalen Ausdriicke ag + a1t + ast? + ... a,t", wobei die
Koeffizienten (ag, ay, - - . ,a,) Elemente von K sind und die ¢ Symbole. Wir identifizieren
t° mit 1 und wir identifizieren Ausdriicke wie 1 +¢ und 1+ ¢+ 0¢2, indem wir Terme 0 - t"
weglassen. Diese formalen Ausdriicke formen die Menge der Polynome.

Der Grad eines Polynoms f = ag + ait + ast? + ... a,t" ist —oo, falls f = 0, sonst gleich
dem max;{i | a; # 0}. Zum Beispiel gilt grad(t® + 2t + 1) = 3.
2. Seien
fri=ag+ait+ast> +...ant" und g :=by+ bit +bot* + ... bpt™
Polynome. Wir addieren Polynome, indem wir die Koeffizienten addieren,
f+9=(ao+bo) + (a1 +bi)t + (az + bo)t* + ... (an + bw))t"
wobei N das Maximum von m und n ist und wir fehlende Koeffizienten gleich 0 setzen
kénnen.
Zum Beispiel ist (2 4 227) + (22 + 4x) = 2® + 32% + 4a.

Wir multiplizieren Polynome, indem wir “ausmultiplizieren”, also formal das Distributiv-
gesetz anwenden und die Regel t* - t* = t*** verwenden:

f g = (lob() + ((llbo + Cbobl)t + (a2b0 + (llbl + Qo + aobg)tQ —+ ...

Der Koeffizient von ¢ in f- g ist also Y _,_, agbn—g. Zum Beispiel ist (¢ —1)(t+1) = t*—1

Damit bildet die Menge Kt] der Polynome einen kommutativen Ring, den Polynomring
iiber K.

3. In einem Polynom f € K]Jt| konnen wir ¢ durch ein beliebiges A € K ersetzen und
erhalten einen Wert f()\) € K. Zum Beispiel erhalten wir fir K = R und f(t) = ¢* — 3
fiir A = V2 die Zuordnung V2 \/54 — 3 =4—3 = 1. Diese Auswertung bei \ ist ein
Ringhomomorphismus K[t] — K.

So liefert jedes Polynom f € K[t| eine Funktion K — K, in dieser Form haben Sie Poly-
nome schon getroffen. Ein Polynom ist aber nicht gleich der Funktion, die es beschreibt!
t + t* € Fy[t] nimmt als Funktion immer den Wert 0 an, es ist aber nicht das gleiche
Polynom wie 0 € Fyt].
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3 Vektorraume

3.1 Vektorraume

Nach unserer Vorarbeit in der Algebra kommen nun zum Begriff eines allgemeinen Vektorraums,
der fiir die lineare Algebra zentral ist. Genauer gesagt werden wir fiir jeden gegebenen Koérper
K den Begriff eines K-Vektorraums einfithren. Der Kérper K wird bei unseren Betrachtungen
(fast) immer festgehalten werden.

Wir haben abstrakte Korper eingefithrt um iiber beliebige Vektorrdume sprechen zu kénen.
Es gibt sehr viele interessante Korper in der Mathematik, aber in diesem Skript kann K nur
R,C,Q oder IF, sein. Wenn Sie an irgendeiner Stelle feststecken und die Ubersicht verlieren ist
es durchaus ratsam erst einmal zu sehen, ob Sie die Situation fiir K = R verstehen.

Definition 3.1.1. 1. Sei K ein Korper. Ein K—Vektorraum oder auch Vektorraum tiber K
ist ein Tripel (V,+,-) bestehend aus einer Menge V' und Abbildungen

+: VXV =V - KxV =V,
die den folgenden Axiomen geniigen:

(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe
Fiir alle v,w € V und «, 8 € K gilt:
(V2a) (a+p)-v=a-v+-v
(V2b) a-(v+w)=a-v+a-w
(V2¢) (a-B)-v=a-(6-v)
(V2ad) 1-v=w

2. Die Elemente eines Vektorraums heilen Vektoren. Das neutrale Element 0 von (V,+)
heifit Nullvektor. Im Zusammenhang mit K-Vektorrdumen nennt man Elemente von K
auch Skalare. Die Verkniipfung - heif3t Skalarmultiplikation.

Das neutrale Element der Addition im Koérper K und die Inversen in K treten in der
Definition nicht auf, spielen aber in der Theorie der Vektorrdume eine grofie Rolle.

Um Verwechslungen zu vermeiden kénnen wir O fiir das neutrale Element von (K, +) und
Oy fiir das neutrale Element von (V, +4) schreiben. Meist ist aber aus dem Zusammenhang klar,
welche Null gemeint ist.

Beispiele 3.1.2. 1. Sei K ein beliebiger Korper. Definiere auf dem kartesischen Produkt

Ty
V::K”:{ : |xieK},
Tn

also den n-tupeln von Korperelementen, die Addition komponentenweise durch

x (1 Ti+
S Bl N B :
und die skalare Multiplikation - : K x V — V durch komponentenweise Multiplikation

T (e %]

Tn ax,
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0 —X1
Dann ist (K™, +, ) ein K—Vektorraum mit Og» := | : | und —z =
0 —Tn

Da Addition und Skalarmultiplikation komponentenweise definiert sind kénnen wir auch
alle Axiome komponentenweise priifen.

Zum Beispiel ist

T i T1+ alzy + 1) axy + ayy 1
- -+ = - . = . = = - 4+

Ty Yn Ty, —|— Yn alx, '—i— Yn) ax, + ayy,) Ty,
und das zeigt (V2b).
2. Setzen wir K = R erhalten wir unsere Beispiele R? und R™ vom Beginn des Kurses zuriick.
3. Setzt man speziell n = 1, so folgt, dass jeder Koérper K auch ein K—Vektorraum ist.

4. V = ({0}, +, ) heiBt der Nullvektorraum. Da jeder Vektorraum zumindest den Nullvektor
enthélt ist dies der kleinstmogliche Vektorraum. Wir schreiben den Nullvektorraum als
{0}. Wir erhalten den Nullvektorraum auch als K° fiir beliebiges K!

5. (C,+, grxc) = (R? +,-) ist ein R-Vektorraum. Wenn wir C als R-Vektorraum betrachten,
vergessen wir grofle Teile der Multiplikation.

6. (R,+, |gxr) ist ein Q-Vektorraum!
7. Sei X eine Menge und W ein K—Vektorraum. Dann wird die Menge der Abbildungen

Abb(X, W) durch die Operationen auf den Funktionswerten zu einem K—Vektorraum.

Genauer: Gegeben f,g € Abb(X, W), setze (f + g)(z) = f(z) + g(x). Dies ist eine
abelsche Gruppe mit neutralem Element 0(z) = 0 und Inversen (—f)(x) = —f(x). Die
skalare Multiplikation ist durch (A\f)(z) := Af(x) definiert.

Alle Axiome sind leicht zu priifen (siche Ubungsblatt).
8. Die Menge aller unendlichen Folgen formt einen Vektorraum, denn wir kénnen wieder
komponentweise skalar multiplizieren und addieren.
In der Tat sind Folgen mit Werten in K nur Abbildungen von N nach K!
Auch die Teilmenge der Folgen, die nach 0 konvergieren bildet einen Vektorraum! Das

folgt aus Resultaten, die Sie in Analysis zeigen.

9. Seien V, W zwei beliebige Vektorrdume. Dann definieren wir die (Guflere) direkte Summe
V @& W wie folgt: Elemente von V & W sind Paare (v € V,w € W). Die Addition
erfolgt durch (v,w) + (v, w') = (v + v/, w + w’). Skalarmultiplikation ist gegeben durch
A (v,w) = (A, Aw). Es gilt —(v,w) = (—v, —w) und Oygw = (Oy,Ow ). Wieder priift
man die Axiome Komponentenweise.

Satz 3.1.3. Sei K ein Korper und V ein K—Vektorraum. Dann gilt fir alle v,w € V und
ae K

1. OK~U:0V

2. Oé'OV:OV
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3. Aus a- v = 0y folgt o = 0 oder v = 0y.
4. (=1)-v=—v
Beweis:. 1. Og -v = (0 +0g) - v =0k - v+ Og - v. Hieraus folgt Ox - v = Oy.
2. a0y =a-(0y +0y) =a-0y + «-0y. Hieraus folgt o - 0y = Oy
3. Sei - v =0 und a # 0. Wir rechnen:

= 1l.-v=(at. = ala-)=at -0y =0v.
Vo v=(a" ) (vzc)& (a-v) =« v =0y

Man beachte, dass hier die Existenz multiplikativer Inverser in K eingeht.

4. Wir berechnen

-1 = (-1 1-v = (=14+1)v=0g-v=0y. 0]
( )U+U(V2d)( Jot U(V2a)( 1) =0k v =0y

Ab sofort unterscheiden wir in der Notation nicht mehr Ox € K und 0y € V.

3.2 Untervektorraume

Definition 3.2.1. Sei (V,+,) ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W C V' heifit Untervektor-
raum und wir schreiben W < V| falls sie den folgenden Axiomen geniigt:

(UV1) W 0

(UV2) Fiir alle v,w € W gilt v + w € W. Wir sagen auch, W sei unter der Addition von V'
abgeschlossen.

(UV3) Fiir alle « € K und v € W gilt a-v € W. Wir sagen auch W sei unter der skalaren
Multiplikation abgeschlossen.

Satz 3.2.2. Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum. Sei W C V' ein Untervektorraum. Sei +y die
Einschrdnkung von

+: VxV =V
auf +w: WxW —=>W

Sei -y die Finschrinkungen von

KxV =V
auf -w: KxW —=W

Dann ist (W, +w,-w) ein K-Vektorraum. Der Nullvektor in W stimmt mit dem Nullvektor in
V' diberein.

Beweis:. 1. Wir beweisen zunéchst, dass (W, +y) eine abelsche Untergruppe von (V,+)
ist: Offenbar impliziert (UV2) das Untergruppenaxiom (UG2). Mit v € W ist mit & = —1
nach (UV3) auch

(—v=—veW,

so dass (UG3) erfiillt ist. Da W wegen (UV1) nicht leer ist wihlen wir w € W und dann
ist auch Oy = w —w € W. (Alternativer Beweis: es Oy = 0; - w € W.) Damit gilt (UG1).
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2. Wegen (UV3) definiert -y tatséchlich ein Produkt K x W — W (a priori nimmti die
Einschrankung Werte in V' an). Die Axiome (V2a-d) gelten sogar fiir alle Elemente in V|
also erst recht fiir alle Elemente in der Teilmenge W.

[

Beispiele 3.2.3. 1. K =R und (C, +,-). Dann ist
WR:{Zj—i—Ol‘ .IlER}
ein Untervektorraum, ebenso

Ws={0+mzy-1| 22 €R}

2. Aber fiir K = C sind dies keine Untervektorraume: etwa fira=1€ K undv=1+0-1 €
WR ist
a-v=0+1)-1+0-i)=1-1¢ Wg.

3. Fiir jeden Vektor v € R™ \ {0} ist die Gerade Gy, durch 0 ein Untervektorraum von R”,
aber fiir p # 0 ist G, im Allgemeinen kein Untervektorraum, es sei denn 0 = p+tv € Gy,
fir t € R.

4. Jeder Vektor v in einem Vektorraum V' erzeugt einen Untervektorraum Kv = {\v | A €
K}. Zum Beispiel ist Wy = Ri.

5. Im Vektorraum der reellwertigen Folgen sind die Nullfolgen ein Untervektorraum denn
aus der Analysis wissen Sie, dass Summen und Vielfache von Nullfolgen wieder Nullfolgen
sind.

6. In jedem Vektorraum V sind V selbst und W := {0} Untervektorraume. W = {0} heifit
der triviale Untervektorraum.

7. Jeder Untervektorraum eines Untervektorraums von V ist selbst ein Untervektorraum
von V.

Wir kéonnen aus Unterrdaumen neue Vektorrdume konstruieren. Sei V' ein Vektorraum und
seien Wy, Wy Untervektorrdaume von V. Dann ist auch W; N W5 ein Untervektorraum. Wir
haben sogar allgemeiner:

Satz 3.2.4. Sei I eine beliebige Menge und {W;}icr eine Famile von Untervektorrdumen von
V', d.h. fir jedes i € I gibt es ein W; < V. Dann ist auch Nieg/W; ={w eV |Vie I :we W;}
ewn Untervektorraum von V.

Beweis:. Falls I = () ist NgW; =V, was trivialerweise ein Untervektorraum ist.
Sei also I nicht leer. Wir priifen.

(UV1) Fiir alle ¢ € I gilt 0y € W, also gilt nach Definition Oy € N;W;.
(UV2) folgt, da mit v,w € W; auch v + w € W; liegt, also aus v, w € N;W; folgt v + w € N;W;.
(UV3) folgt analog. O
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Bemerkung 3.2.5. W; U W; ist im Allgemeinen kein Untervektorraum.
Als Gegenbeispiel betrachte C als reellen Vektorraum, K = R und V = C, und

WrUWg = {21 +x21| 21 =0 oder zo = 0}.

Dies ist das Achsenkreuz bestehend aus der reellen und imaginéren Achse. Dann ist x = 1+0-i €
Wg auf der reellen Achse und y = 0+ 1-1 € Wy auf der imagindren Achse. Die Summe
r+y=1+1-1i¢g WgUWsyg ist aber nicht auf dem Achsenkreuz.

Da W; UW, selbst kein Untervektorraum ist definieren wir einen minmialen Unterraum, der
Wy und Wy enthélt:

Definition 3.2.6. Sei V ein K—Vektorraum, » € N* und seien W1,..., W, C V Untervek-
torraume. Dann heif3t

T

W1+...+WT::{UGV|3wi€I/I/i mitv=Zwi}

i=1
die (innere) Summe der Untervektorrdume Wy, ..., W,.
Zum Beispiel ist C wie in Beispiel [3.2.3/1 als Vektorraum die Summe von Wk und Ws.

Lemma 3.2.7. Die Summe Wi+ ---+W, aus Definition[3.2.6 ist ein Untervektorraum von V',
der Wy U---UW, enthdlt, und jeder andere Untervektorraum, der W1 U ---UW, als Teilmenge
enthdlt, enthdlt auch Wi + --- + W, als Untervektorraum.

Beweis:. Wir priifen:
(UV1) gilt,da0=0+---+0€ Wy +---+ W,.

(UV2) gilt, da aus v = wy + -+ - + w, und v' = wj + --- + w.. folgt, dass v +w = (wy + w}) +
(W) eWy+ -+ W, da w; +w) € W,

(UV3) folgt da mit v = wy + - +w, gilt \v = ANw; +...w,) = wy +... Aw, e Wy +---+W,.

Jedes W; ist in Wy + - - - 4+ W, enthalten, denn wy =04 --- +w; +---+ 0 und 0 ist in jedem
W+ enhalten.

Sei weiterhin U < V' gegeben mit W; C U fiir alle i. Sei v = w; + ... w, € Wy +--- + W,
beliebig. Dann gilt v € U, da U unter Summen abgeschlossen ist. O]

Da jeder andere Untervektorraum, der alle W, enthéilt auch die Summe enthélt, ist die
Summe notwendigerweise der kleinste Untervektorraum, der alle W; enthilt. Wir sagen die
Summe ist minimal mit dieser Eigenschaft.

Lemma 3.2.8. Sei V' ein K—Vektorraum, seien W1, Wy C V' Untervektorrdume mit W1 +W, =
V. Dann sind dquivalent:

2. Jedes Element v € V ldsst sich in eindeutige Weise als Summe v = wy + wo mit w; € W
schreiben.
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Beweis:. Wir zeigen zuerst 1 =2. Wegen V' = W; + W, lasst sich jedes v € V schreiben als
v = wy + wo mit w; € W;. Angenommen, es gibe eine weitere Darstellung:

v =w + wy = W) + wh wi e W; .

Daraus folgt
wl—wllzw;—wgewlﬂWQ:{O},
also wy = w| und wy = wh,.
Umgekehrte nehmen wir an, dass w € Wy N W, liegt. Dann ist w + 0 = 0 + w und nach der
Eindeutigkeit muss gelten w = 0. [

Definition 3.2.9. Ist V = W, + W, und gilt W, N W,y = {0}, so sagt man, V sei die (innere)
direkte Summe der Untervektorrdume W7 und W, in Zeichen

V:W1@WQ.

Beispiel 3.2.10. Die Summe C = Wy + W ist direkt da W N Wg = {0}, also C = W & Wi.
Betrachten wir dagegen Wy 4+ Wy C C dann gilt offensichtlich Wy N Wy = Wy und die
Summe ist nicht direkt.

Wir haben die Notation ¢ schon einmal benutzt! Man beachte den leichten Unterschied im
Kontext: Wenn wir zwei Unterrdume von V' betrachten, dann gibt es immer die Summe und
manchmal ist diese Summe eine (innere) direkte Summe. Wenn wir dagegen zwei Vektorraume
fiir sich betrachten, konnen wir immer die (4uflere) direkte Summe bilden. Da es leicht ist, aus
dem Auge zu verlieren, ob wir einen Vektorraum als Unterraum eines anderen Vektorraums
auffassen oder fiir sich selbst, sollten wir sicherstellen dass keine Widerspriiche entstehen.

Zu diesem Zweck wolen wir zwei verschiedene Vektorrdume identifizieren, wie zuvor iso-
morphe Gruppen. Dafiir brauchen wir erst einmal einen Begriff von Abbildung zwischen Vek-
torrdaumen.

3.3 Lineare Abbildungen

Vektorrdaume sind die zentralen mathematischen Objekte der linearen Algebra. So wie wir
schon fiir Gruppen eine passende Klasse von Abbildungen ausgezeichnet haben, namlich die
Gruppenhomomorphismen, so miissen wir auch fiir Vektorrdume eine Klasse von Abbildungen
finden, die mit der Vektorraumstruktur vertréglich sind.

Definition 3.3.1. Sei K ein Korper. Seien V,W zwei K—Vektorrdume. Eine Abbildung
fo V-w
heifit K —linear oder K —Vektorraumhomomorphismus, falls gilt

(L1) f ist Gruppenhomomorphismus beziiglich der Addition, d.h. fiir alle v,v" € V gilt
flo+0") = fo)+ f(V)

(L2) f ist mit der skalaren Multiplikation vertriglich, d.h. fiir alle v € V und fiir alle A € K
gilt f(Av) = Af(v).

Lemma 3.3.2. Fine Abbildung f: V — W ist genau dann linear, wenn gilt
(L)  fir alle v,v" € V und fiir alle A\, N € K ist f(Av + Nv') = Af(v) + N f(v).
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Beweis:. Um zu sehen, dass aus (L) die Bedingung (L1) folgt, wihle in (L) fiir die Skalare
A =X = 1; um (L2) zu sehen, setze X' = 0. Dass aus (L1) und (L2) die Gleichung (L) folgt,
zeigt die folgende Rechnung

F(Av 4+ Xv') o F(w) + f(NV) o Af(v) + N f(0). O

Bemerkungen 3.3.3. 1. Induktiv zeigt man aus Lemma dass fiir alle vy,...,v, € V
und fiir alle A\q,..., A\, € K gilt

f()\ﬂ)l + ...+ )\nvn) = >\1f(U1) + ...+ )\nf(vn) .

2. f(0) = 0. Das gilt wegen Satz [2.2.3|1 fiir Gruppenhomomorphismen, angewandt auf die
Gruppe (V,+).

3. flv—=2") = f(v) — f(v) fiir alle v,v" € V. Wir rechnen
flo=v)=f1-v+(=1)-) =1 f(v) + (=1 f () = f(v) = f(&).

Beispiele 3.3.4. 1. Seien der Korper K und ein K-Vektorraum V = W beliebig. Dann ist
f = idy eine lineare Abbildung. Allgemeiner ist fiir jedes A € K die Abbildung v — A\v
K-linear.

Fiir allgemeine K-Vektorrdaume V,W ist 0 : V. — W definiert durch v + 0 eine lineare
Abbildung (Beweis siche Beispiel 3).

2. K=Rund V = W = R2, Wir wihlen ein festes 8 € R und betrachten

Rg : R2 — R2
no(T) = (cos Ox — sin Oy
\y ) — \sinbz + cos by

Ry ist eine Drehung um den Winkel 6 gegen den Uhrzeigersinn:

—sind cosf e

Wir priifen (L1):
rol (%) 4+ x _n r+a2"\  [cosb(zx+ ') —sinf(y+y')
"\ \y y )]~ P \y+y ) \sinf(z+ ') +cosb(y + )
_ (cosfz —sinfy L (cos Ox' — sin Oy’
~ \sinfx + cos by sin 02" + cos 6y

“ i)+ )
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(L2) rechnet man analog nach:
z\\| _ Ar\  [cosOAr —sinfy
o (A <?J>> = fa <>\y> N <sin Gz + cos 9Ay)
B cosfx —sinfy\ x
(e (7).

3. Sei V.= W = K; definiere eine lineare Abbildung f: K — K durch f(z) := vz fiir ein

festes v € K.

(L1) folgt aus f(x + ') = y(z +2') = yx +v2' = f(z) + f(a'), wegen des Distributivge-
setzes.

(L2) folgt aus f(Ax) = (Az)y = AM(yx) = Af(x) mit dem Assoziativgesetz der Multiplika-
tion.

Der gleiche Beweis zeigt auch, dass v — ~ywv fiir jeden K-Vektorraum eine linear Abbildung
ist.

Wir berechnen

{0}, falls v # 0

ker f=<qx € K =0; =
er f {x [z } {K, falls v = 0

d.h. f ist injektiv genau fiir v # 0.

{0}, falls y =0

Imf:{WEwaEK}:{K falls  # 0

d.h. f ist surjektiv genau fiir v # 0.

Sei umgekehrt f : K — K linear und seiy = f(1). Dann gilt f(z) = f(z-1) = 2 f(1) = .
Das heifit jede lineare Abbildung K — K hat die Form = — ~x fiir v € K.

Satz 3.3.5. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

1. Ist V! C V ein Untervektorraum, so ist das Bild f(V') ein Untervektorraum von W.
Insbesondere ist f(V) =1Im (f) ein Untervektorraum von W.

2. Set W' C W ein Untervektorraum; dann ist das Urbild f~*(W') ein Untervektorraum von
V. Insbesondere ist der Kern f=1(0) = ker f ein Untervektorraum von V.

3. Die Verkniipfung von zwei lineare Abbildungen ist linear: Sei K ein beliebiger Korper,
und seien V., W, Z drei K—-Vektorrdume. Seien f: V — W und g: W — Z zwei lineare
Abbildungen, dann ist auch ihre Verkniipfung f o g eine lineare Abbildunyg.

4. Ist f linear und bijektiv, so ist die Umkehrabbildung f~*: W — V ebenfalls linear.

Beweis:. 1. Da V' C V ein Untervektorraum ist, folgt 0 € V' also f(0) =0 € f(V’). Also
FV) #0.

Seien wy, wy € f(V') und Ay, Ay € K. Zu zeigen ist:

)\111}1 + )\gwg € f(V’) .
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Wihle Urbilder v; € V' mit f(v;) = w;. Dann ist
vi= AU+ vy €V
da V' ein Untervektorraum von V ist. Rechne
Mwy + Aows = A1 f(v1) + Ao f (v2) i FOvr + dave) = f(v) € F(V') .
2. Sei W' C W ein Untervektorraum. Also 0 € W', daher 0 € f~1({0}) C f~Y(W").
Seien vy, vy € f7H(W’) und A\, Ay € K. Es gilt
F(A\rv1 + Aawg) I A f(vy) + Aof(vg) € W',

also A\jvy + Ay € fTHIV).

3. Wenn f : U = Vound g : V — W (L) erfiillen dann gilt g o f(Av + XNv') = g(Af(v) +
Nf() = Ag(f(v)) + Ng(f(v')) und g o f erfiillt (L).

4. Nach Satz[2.2.33 ist f~! Gruppenhomomorphismus beziiglich der Addition.
Firw e W und A € K gilt

AT w) = (AT w) = TN (w) = 7 (Ow) =

Betrachtung 3.3.6. Sei V = R" und W = R™ und f : V — W unsere lineare Abbildung.
Wir schreiben einen Vektor v € R" als

U1 1 0
Vs 0 :
=v | .|+ Fo |
: : 0
Up, 0 1
Dann gilt wegen (L)
U1 1 0
Vo 0
1l o=wf|. |+ +uouf
Up, 0 1

Das heifit, f ist von den n Vektoren f(e;) bestimmt, wobei e; den Vektor bezeichnet, der 1 in
der i-ten Komponente und sonst gleich 0 ist.

Umgekehrt gibt jede Sammlung von n Vektoren in R™ eine lineare Abbildung von R™ nach
R™.

Die m x n Komponenten dieser Vektoren kénnen wir in eine Matrix schreiben, zum Beispiel

erhalten wir fiir Beispiel [3.3.412 die Matrix
cos) —siné
sinf  cos6

. 1 cos 6 0 —sin6
da gilt Ry (O) = (sin 9> und Ry (1) = ( cosd )

Die gleichen Uberlegungen treffen zu, wenn wir R durch einen beliebigen Kérper K ersetzen!
Wir werden uns spéter damit beschéftigen, allgemeine lineare Abbildungen durch Matrizen
zu reprasentieren.

o6



Definition 3.3.7. 1. Eine lineare Abbildung f: V — W heifit

e [somorphismus falls f bijektiv ist,
e Endomorphismus falls V =W,
o Automorphismus falls V' =W und f bijektiv ist.

2. Zwei K—Vektorraume V, W heiflen isomorph, in Zeichen V' = W, falls ein Vektorraumi-
somorphismus f: V — W existiert.

[somorphie ist eine Aquivalenzrelatio: sie ist reflexiv, denn id ist wegen Beispiel [3.3.411
ein Isomorphismus. Transitivitat folgt aus Satz 3. und Symmetrie, da nach Satz |3.3.5[4

das Inverse eines Isomorphismus ein Isomorphismus ist.

Definition 3.3.8. Seien V und W Vektorrdume iiber K. Wir bezeichnen die Menge al-
ler K-linearen Abbildungen von V nach W mit Homg(V,W). Wir schreiben Endg (V) fir
Homg (V, V).

Satz 3.3.9. Homg (V, W) C Abb(V, W) ist ein K-Untervektorraum des Abbildungsraums aus
Beispiel[3.1.9.7.

Beweis:. Sicher ist die Nullabbildung f(v) = 0 fiir alle v € V' linear und daher in Homg (V, W),
daher ist Homg (V, W) # (). Die Summe f+g¢: v +— f(v)+g(v) linearer Abbildungen ist wieder
linear:

(f+9) Qv+ X)) = FOw+N) + g+ No') = Af(v) + Nf') + Ag(v) + Ng(v)
= Mf+9)0)+N(f+9))

Ahnlich rechnet man nach, dass auch die Abbildung \f wieder linear ist. O]
Wir kehren zurtick zu unseren beiden direkten Summen:

Lemma 3.3.10. Seien Vi, Vo C W Unterrdume mit Vi N Vy = 0. Dann ist die innere direkte
Summe Vy @' Vy isomorph zur duferen direkten Summe Vi & Va aus Besipiel [3.1.4.9. Dies
rechtfertigt unsere Notation

Beweis:. Wir definieren eine Abbildung a : Vi & Vo — Vi &' V5 durch (vy, v9) — v + vy. Es ist
leicht zu sehen, dass a linear ist.

Per Definition von &' ist a surjektiv.

Der Kern von a besteht aus allen (vy,v9) mit vy — vy = 0 € V. Aber nach Annahme ist
ViNV, =0 und nach Lemma folgt daraus, dass jedes Element in V; + V5 sich eindeutig
als Summe von Elementen in Vi und V5 schreiebn lésst, dann folgt aus v; +v9 = 0 = 040 dass
v1 = vg = 0 ist. Damit ist a injektiv. O

Bemerkung 3.3.11. Die beiden direkten Summen sind nicht nur isomorph, sondern der iso-
morphismus ist auch kompatibel mit linearen Abbildungen von oder nach V; und V5, wir sagen,
es ist ein natirlicher Isomorphismus.

Der Unterschied zwischen den beiden Konstruktionen ist subtil.

Wir kénnen die (duflere) direkte Summe noch weiter verallgemeinern. Wir kénnen nicht nur
zwei Vektorrdume “addieren”.

Wir erinnern uns, dass eine Familie von K-Vektarrdumen (V))xca gegeben ist durch eine In-
dezmenge A und fiir jedes A € A ein K-Vektorraum V). Die V) miissen nicht alle unterschiedlich
sein.

4Wir ignorieren wieder die Subtilitit, dass die Gesamtheit aller Vektorriume keine Menge ist
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Definition 3.3.12. Gegeben sei eine nicht notwendigerweise endliche Familie (V))yea von K-
Vektorraumen. Wir bilden die (duflere) direkte Summe

@ Vy = { va)aen, nur endlich viele vy € V) ungleich Null}

Die K—Vektorraum—Struktur ist dabei komponentenweise definiert.

Beispiel 3.3.13. 1. Man sieht leicht, dass K™ = @} ; K wobei wir auf der rechten Seite die
konstante Familie ¢ — K betrachten. Wir schreiben statt ®;cq12.. ») ainfach @fL;.

Die Vektoren auf beiden Seiten sind gleich definiert, als n-Tupel von Elementen von K.
Als Isomorphismus kénnen wir einfach (xy, ..., z,) nach (zy,...,z,) schicken

2. Der Vektorraum K [t] aller Polynome tiber K ist isomorph zur unendlichen direkten Sum-
me @y K. (Hier verkiirzen wir die Schreibweise @;eny K, da die Summanden ja nicht von i
abhéngen.)

Der Isomorphismus schickt ag+ayt +ast?+ - - - +a,t™ nach (ag, ay, as, . .. ,a,,0,...). Diese
Abbildung ist nach Definition linear, injektiv und surjektiv.

Bemerkung 3.3.14. Wir konnen fiir die Familie (V) ea auch den Vektorraum

IIv= { (va)aen| vx € V)\}
AEA
ohne die Endlichekeitsbedingung bilden.
Dies heifit das Produkt der Vektorraume V;.
Es ist klar, dass fiir endliche Indexmengen Produkt und direkte Summe {ibereinstimmen.

3.4 Quotientenvektorraume

Es stellen sich ein paar natiirliche Fragen, nachdem wir Untervektorrdume und lineare Abbil-
dungen eingefiihrt haben.

Die einfachsten Injektionen zwischen Vektorrdumen sind Inklusionen eines Untervektor-
raums. Gibt es dhnliche “natiirliche Surjektionen”?

Ein Beispiel fiir Untervektorrdume sind Kerne von linearen Abbildungen. Sind alle Unter-
vektorrdume Kerne einer linearen Abbildung?

Der Kern von f misst in gewisser Weile, wie weit f davon entfernt ist, injektiv zu sein.
Gibt es umgkehrt einen Vektorraum, der misst, wie weit f davon entfernt ist, surjektiv zu sein?
Dieser Vektorraum miisste genau dann verschwinden, wenn f surjektiv ist. (Das ist gerade nicht
das Bild von f!)

Wir werden all diese Fragen nun beantworten, die Antwort ist allerdings eine konzeptionell
recht anspruchsvolle Konstruktion.

Lemma 3.4.1. Sei V' ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann ist die
Relation auf V', die definiert ist durch v ~ w fiir v,w € V' genau dann, wenn v —w € U liegt,
eine Aquivalenzrelation.

Beweis:. Wir benutzen hier nur die Gruppenstruktur von V und U und haben schon im Beweis
von Satz [2.1.16] gesehen, das dies eine Aquivalenzerelation ist!

Hier noch einmal der Beweis: Die Relation ist reflexiv, v ~ v, denn v — v = 0 € U fiir alle
v € V. Sie ist symmetrisch, denn v ~ w gilt genau dann, wenn v — w € U. Dies ist aber genau

dann der Fall, wenn w — v = —(v — w) € U liegt, was aber gleichbedeutend zu w ~ v ist. Die
Transitivitéit der Relation folgt, da v ~ w und w ~ z bedeuten, dassv—w € U und w —z € U
liegen; wegen v — z = v —w +w — z € U folgt aber auch v ~ z. O]
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Wir schreiben fiir die Aquivalenzklasse von v nun [v] = v +U = {v+u | u € U}
Satz 3.4.2 (Definition). Sei V' ein K-Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum.
1. Die Menge der Aquivalenzklassen
VU :={[v] | veV}
unter der Aquivalenzrelation aus Lemma wird durch die Verkniipfungen
W+ [w]:=v+w] wund «afv]:=av]
zu einem K —Vektorraum. Er heifit Quotientenvektorraum von V' nach U.

2. Die kanonische Surjektion (vgl. Bemerkung|[1.6.6.3)
7: V—=V/U mit m(v) = [v]
st linear. Es ist kerm = U.

Beweis:. 1. Wie in Beispiel ist zunédchst die Wohldefiniertheit der Verkniipfungen
zu zeigen: dazu wahlen wir dquivalente Vektoren, v; ~ vy und w; ~ wy. Es gilt dann
vy — vy € U und wy; — wy € U. Daraus folgt

(v1+w1) — (v2+w2) = (U1 —v2)+(w1 —wz) eU ,
mithin v, 4+ w; ~ vy + wy. Ahnlich sehen wir fiir die Multiplikation mit Skalaren
vrvw=v—welU=alv—w)elU=av~aw.

Alle Vektorraumaxiome folgen nun durch Vererbung aus V', also +y/y ist assoziativ, da
es durch +y, definiert ist und so fort.

2. Wir zeigen, dass 7 linear ist: m(Av + A'v') = [Av + N0’ = A[v] + X' [v'] nach der Definition
von Addition und Skalarmultiplikation auf V/U. Vgl. Beispiel 2.

Die Surjektivitdt von 7 folgt direkt aus der Definition des Quotientenvektorraumes.

Es ist v € ker(m) genau dann, wenn [v] = 0, was aber dquivalent zu v € U ist. Also ist
ker(m) =U. O

<<Der néicste Satz ist extrem niitzlich, um mit Quotientenvektorrdumen zu arbeiten. Er
erlaubt uns automatisch zu priifen, dass eine Abbildung f, die wir auf einem Quotientenvek-
torraum definieren wohldefiniert ist, also dass f([v]) = f([¢/]) gilt wenn v und v’ verschieden
Représentanten der Aquivalenzklasse [v] = [¢/] sind.))

Satz 3.4.3. Seien U < V und W K-Vektorriume. Dann ist es dquivalent eine K-lineare
Abbildung f : V. — W mit f|ly = 0 anzugeben oder eine K -lineare Abbildung f : V/U — W.

Anders ausgedriickt: Um eine K-lineare Abbildung g : V/U — W zu definieren, reicht es
f:V — W zu definieren mit f|y = 0. Dann setzen wir g([v]) = f(v).

Beweis:. Gegeben f : V/U — W definieren wir f = fom und dies ist linear und verschwindet
auf U.

Cegeben f definieren wir f([v]) = f(v). Dies ist wohldefiniert, denn aus [v] = [¢/] folgt
v—v' € U und dann ist f(v') = f(v) + f(v' —v) = f(v). Weiterhin ist f linear, da f linear ist.

Wir priifen, dass diese beiden Konstruktionen invers zueinander sind: Beginen wir mit f
dann erhalten wir aus f die Abbildung f o7 : V — W die v nach f([v]) = f(v) schickt, also
gleich f ist.

Beginnen wir umgekehrt mit eine Abbildung g : V/U — W und betrachten gor. Diese
Abbildung schickt [v] nach g o w(v) = g([v]), ist also wieder g. O
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Theorem 3.4.4 (Homomorphiesatz/kanonische Faktorisierung). Seien V' und W K-
Vektorriume und sei f . V. — W linear. Dann existiert ein eindeutiger Isomorphismus

f: V/kerf —1Imf

so dass gilt
f=10for:
wobei
m: V—=V/kerf

die kanonische Surjektion und

1 Imf— W
die kanonische Finbettung von Im f in W ist.

Man kann also jede lineare Abbildung zerlegen in eine kanonische Surjektion, einen Isomor-
phismus und eine Inklusion. Man schreibt dies auch als kommutierendes Diagramm:

v— ) w

A

V/ker(f) 57?— > Im f

Dass das Diagramm “kommutiert”, bedeutet einfach, dass to for = f, die beiden Wege um das
Quadrat herum fithren zum gleichen FErgebnis. <<Zwar ist diese Schreibweise erst einmal deutlich
aufwiandiger als die Gleichheit von Abbildungen, aber auf gewisse Art ist sie iibersichtlicher,
insbesondere, wenn wir spater mehr Abbildugen verkniipfen und vergleichen Wollen.>>

Beweis:. Wenn solch ein f existiert, ist es eindeutig. Sei ndmlich f’ eine andere Abbildung mit
f =10 f on. Dann gilt fiir alle v e V

f) = of(x(v)) = of (7 (v))

und da ¢ mJekth ist, gilt f = f’ auf der Aqulvalenzklasse [v].

Nach Satz [3.4.3] gibt es nun f : V/U - W mit f = f o und per Definition faktorisiert f
als vo f. Wegen Im f =1Im fist f trivialerweise surjektiv. Die Abbildung f ist auch injektiv:
denn gilt fiir v e V

so ist v € ker f, also [v] = 0. O

Beispiel 3.4.5. Sei V = R3 und W = R mit f : V — W gegeben durch Projektion auf die
letzte Koordinate, (z1,x2,x3) — (x3). Dann ist der Kern der Untervektorraum aller (xq, 2, 0).

Wir machen den Vergleich von V/ker(f) mit Im (f) = W explizit.

Eine Abbildung aus einem Quotientenvektorraum kénnen wir wie oben immer definieren,
indem wir [v] auf irgendeine Funktion von v schicken, wir miissen nur aufpassen, dass diese
Abbildung wohldefiniert ist.

Hier setzen wir f([v]) = f(v) € W. Wenn v = (vy, vg, v3) und v’ = (v}, v}, v4) dquivalent sind,
dann gibt es (z1,72,0) mit v} = vy + 11, vh = vy + x9, v = v3. Bs gilt f([v]) = v§ = v3 = f([v]),
also ist f wohl definiert.

Statt zu priifen, dass f injektiv und surjektiv ist finden wir eine Umkehrabbildung. Um eine
Abbildung nach V/ker(f) zu definieren kénnen wir einfach eine Abbildung nach V' definieren
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und mit der kanonischen Projektion verkniipfen. Wir wihlen ¢ : z — [(0,0, )] als Abbildung
W —V/ker f.

Dann ist f o g(z) = f([(0,0,2)]) = f((0,0,z)) = x, also ist f og = idy. Wir rechnen
g o f([(z1,me,23)]) = g(x3) = [(0,0,2)] Aber [(0,0,z3)] = [(x1, 22, z3)] und damit ist go f =
idv) ker(f)-

In diesem Fall ist es praktisch die Aquivalenzklassen, die die Elemente des Quotienten bilden,
durch [(0, 0, x3)] zu représentieren. Die Représentation mit den zwei Nullen ist hier intuitiv, aber
es gibt andere Moglichkeiten, und in komplizierteren Beispielen ist es nicht immer moglich solche
bevorzugten Reprisentanten zu finden, deshalb verwenden wir die abstrakte Konstruktion.

Beispiel 3.4.6. Seien K-Vektorrdume U, W gegeben und sei V = U @& W die (d4uBere direkte
Summe). Betrachte die lineare Abbildung

f: V=W

mit f(u,w) := w fiir alle u € U und w € W. Dann ist ker f = {(v,0)} = U und Im f = W.
Nach Theorem |3.4.4] gibt es einen eindeutigen Isomorphismus

f:VU-—=Ww
mit f([w + u]) = f(u+w) = w, also gilt V/U = W.

Beispiel 3.4.7. Sei V der Vektorraum aller konvergierenden reellen Folgen. (Dies ist ein Vek-
torraum, da die Summe von zwei konvergierenden Folgen wieder konvergiert, und genause das
Vielfache einer konvergierenden Folge.) Wir betrachten den Unterraum Vj aller Folgen, die nach
0 konvergieren.

Dann sind in V/Vj alle Folgen identifiziert, deren Differenz nach 0 konvergiert, also alle
Folgen mit dem gleichen Grenzwert. Die Abbildung (a;);eny — lim;_,o a; induziert dann einen
Isomorphismus von V/Vj nach R.
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4 Basen

Als néchstes wollen wir unsere Vektorrdume konkreter machen. Der Unterschied zwischen K™
und einem allgemeinen abstrakten Vektorraum ist noch recht grofl; aber die meisten Vek-
torrdume, die wir von nun an betrachten, werden isomorph zu einem K™ sein. Die natiirliche
Zahl n ist hierbei die Dimension des Vektorraums. Der Isomorphismus eines beliebigen endlich-
dimensionalen Vektorraums ist durch die Wahl einer Basis gegeben. Wie so oft brauchen wir
etwas Vorarbeit.

4.1 Linearkombinationen

Wir beginnen mit einer Verallgemeinerung der Summe von Untervektorrdumen. Gegeben ei-
ne Menge von Vektoren, wir wollen wissen, wie viele andere Vektoren sich als Summen von
Vielfachen dieser Vektoren schreiben lassen.

Definition 4.1.1. 1. Sei V' ein K—Vektorraum und seien endlich viele Elemente vy, ..., v,, €
V gegeben. Ein Element w € V' der Form

w:)\lU1+...+)\mUm
mit Ay, ..., A\, € K heilt Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,,.

2. Die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren vy, ..., v,,
spang (vy, ..., vm) == {\v1 + ... + At | A € K}

heiffit der von den Vektoren vq,...,v,, aufgespannte Raum oder das FErzeugnis dieser
Vektoren.

3. Sei V' ein K—Vektorraum und M C V eine Teilmenge von V. Dann heift
spang (M) == {w = vy + ...+ Apom| N € K, v; € M, m € N}

die lineare Hiille der M oder ihr Erzeugnis oder Spann. Falls M leer ist dann enthéllt
spang (M) genau die leere Summe, also den Nullvektor, und es gilt span, (M) = {0}.

Also ist spang (vy, ..., vy,) nur eine andere Schreibweise fiir spany ({v1, ..., vn}).

Satz 4.1.2. Sei V' ein K—Vektorraum, vy,...,v,, € V und M C 'V eine Teilmenge. Dann gilt:
1. spang (M) ist ein Untervektorraum von V und es gilt M C span (M).
2. Ist W C V' ein Untervektorraum und M C W, so ist auch spang (M) C W.

3. Es gilt
spang (M) = ﬂ w

MCW,W<V

hier wird der Schnitt diber alle Untervektorrdume von V' betrachtet, die die Menge M
enthalten.
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Beweis:. 1. (UV1): Seime M #0
0 = 0m € spang (M)

Falls M leer ist, dann ist 0 immer noch als leere Summe in span(M)!

(UV2) Seien z,y € spang(M). Dann gibt es A1,..., A\, € K, und pq,...,ux € K sowie
V1, .y Um € M und wyq, ..., wp € M so dass gilt

T= MU+ ...+ A\yUp, Y= w1 + ...+ [pWk .
(Die v; und w; konnen gleich oder unterschiedlich sein.) Somit ist
x4y € spang (M)
(UV3) folgt mit Notation wie in (UV2) sowie a € K:

azr = (a)vy + ... + (a\,)v, € spang (M)

2. Ist M C W und W ein Untervektorraum, so liegen nach (UV2) und (UV3) auch alle
Linearkombinationen von Elementen in M in W, und damit alle Elemente von span . (M).

3. spang (M) ist nach 2. selbst ein Untervektorraum von V', der die Teilmenge M enthilt.
Also ist er einer der Unterrdume, iiber die der Schnitt genommen wird, und es gilt

Nach 3. ist aber span (M) in jedem der Untervektorrdume, tiber die der Schnitt genom-
men wird, enthalten, also gilt auch die umgekehrte Inklusion

spang (M) C ﬂ w. O

MCW,W<V

Die letzte Aussage des Satzes konnen wir auch formulieren als: span, (M) ist beziiglich der
Inklusion der kleinste Untervektorraum von V', der M enthélt.

Beispiele 4.1.3. 1. Sei K ein beliebiger Korper, den wir als Vektorraum {iiber sich selbst
betrachten, und sei v € K. Fiir v = 0 ist spang(0) = {0} der triviale Untervektorraum
von K fiir v # 0 ist spang (v) = K.

In einem beliebigen Vektorraum V' mit einem Element v # 0 ist spang(v) = Kv = K,
also eine Gerade.

2. Sei K ein beliebiger Korper und V = K™. Setze wie in Betrachtung

1 0 0
0 1 0

€1 = 0 €9 = 0 A 0 s
0 0 1

dann ist spang(eq,...,e,) =V, denn fiir jedes = € K™ gilt

gl
r=| 1 | =x1€; 4+ ...+ e, €spang(er,...,e,)
Tn
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3. Esgilt Wy +...+ W, =spang (W, U...UW,).

Jeder Vektor v € Wi + Wy + ... + W, lésst sich als Summe v = 22:1 w; mit w; € Wi
schreiben und liegt daher in der linearen Hiille span, (W; U ... U W,). Damit ist die
Inklusion “C” klar.

Umgekehrt ist die Summe ein Untervektorraum, der Wi U --- U W, enthélt, und damit
gilt “O” nach Satz [4.1.2/4.

Der Spann einer Menge M von Vektoren gibt an, welche anderen Vektoren wir mit Vektoren
aus M schreiben konnen. Als néchstes kénnen wir uns fragen, auf wie viele verschiedene Arten
wir Vektoren mit Elementen aus M schreiben konnen. Da wir mit linearen Rdumen arbeiten,
reicht es zu bestimmen, ob wir den Nullvektor auf verschiedene Arten schreiben konnen.

Definition 4.1.4. Sei V ein K—Vektorraum.

1. Eine endliche nichtleere Menge {v1, ..., v,} von Vektoren aus V' heifit linear unabhingig,
falls gilt: sind Ay,..., A\, € K und gilt

>\1U1+...+)\7«U7«:0,

so folgt daraus A\; = Ay = ... = A, = 0. Die Familie {vy,...,v.} heifit also genau
dann linear unabhéngig, wenn der Nullvektor sich nur trivial als Linearkombination von
v1, ..., v, darstellen lésst.

2. Eine beliebige Menge von Vektoren aus V heifit linear unabhéngig, wenn jede endliche
nichtleere Teilmenge linear unabhéngig ist.

3. Andernfalls heifit die Menge linear abhdingig; dann gibt es eine Darstellung des Nullvektors
als nicht triviale Linearkombination, d.h. es gibt \; € K mit

O:)\1U1+-'-+)\rvr:
wobel nicht alle \; € K verschwinden.

((Eine Menge ist nicht linear (un)abhéngig von etwas, sondern einfach linear (un)abhéngig.
Gemeint ist: Die Elemente sind linear (un)abhéngig Voneinander.>>

Bemerkungen 4.1.5. 1. Es ist () linear unabhingig (denn die Bedingung ist trivialerweise
erfiillt).

2. In K™ ist jede Teilmenge der Menge {e1,...,e,} aus Beispiel 4.1.3|2 linear unabhéngig.

3. Ein einziger Vektor v € V ist genau dann linear unabhéngig, wenn v # 0 gilt.
Denn wegen 1-0 = 0 ist 0 linear abhéngig; ist v linear abhéngig, so gibt es A € K\ {0} =
K™ mit Av = 0, aus Satz[3.1.3/3 folgt nun v = 0.

4. Auch fiir eine Familie (v))yea definieren wir lineare Unabhéngigkeit: (vy)xea ist linear
unabhéngig wenn fiir jede endliche Unterfamilie (v1, ..., v,) gilt: Wenn pyv1+- -+ v, = 0
dann ist py = -+ = p, = 0.

Man beachte, dass eine Familie mehrere gleiche Vektoren enthalten kann. Dann ist sie
aber jedenfalls linear abhéngig, denn gilt v; = vy, so finden wir die nicht-triviale Linear-
kombination 1-v; 4+ (—1)vy = 0.

Lemma 4.1.6. Fir eine Menge {vy,...,v,} von Vektoren eines K—Vektorraums sind die fol-
genden Bedingungen dquivalent:
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1. Die Menge {v;} ist linear unabhdngig.

2. Jeder Vektor v € spang(v;) ldsst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination von
Vektoren der Menge {v;} schreiben.

Beweis:. 2. = 1. klar, denn bei einer linear abhéngigen Menge hat der Nullvektor verschiedene
Darstellungen.
1.= 2. Aus

V= Z)\Z’Ul = Z/Lﬂ)l mit >\7,a,uz e K

folgt

0= Z()\z — 1)V

(2

Wegen der vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit folgt \; —u; = 0, also \; = y; fiir alles. [

Definition 4.1.7. Eine Familie mit Indexmenge N oder n = {1,2,...,n} heiit geordnete
Familie, wir sagen v; < v; genau wenn ¢ < j in der

Lemma 4.1.8. Fine geordnete Familie (vq,...,v,) von Vektoren in einem K-Vektorraum
V' definiert eine Abbildung g : K" — V. Die Abbildung g ist genau dann surjektiv, wenn
spang (vy,...,v,) =V, und genau dann injektiv ist, wenn (vy,...,v,) linear unabhdngig ist.

Beweis:. Um ¢ zu definieren schicken wir einfach e; nach v; und damit ist g(z) =
g(>or wie;) = > ¢, x;v eindeutig festgelegt. Die Abbildung ist linear.
Genau dann, wenn spang(vy,...,v,) = V, ldsst sich jedes v schreiben als Y  \v; =

g(_ Aiei).

Sei nun ¢ injektiv. Dann folgt aus > x;0; = 0 < g(z) = 0, dass « = 0 ist, also z; = 0 fiir alle
i. Ist umgekehrt (vq,...,v,) linear unabhéngig und g(z) = 0. dann folgt aus g(z) = > z;v; =0
genau, dass alle x; = 0 und damit = = 0. [

Zur Abwechslung formulieren wir das néchste Lemma fiir Familien, es gilt genauso fiir

Mengen.

4.2 Basis und Dimension

Definition 4.2.1. Sei K ein Kérper und V' ein K—Vektorraum.

1. Eine Teilmenge M C V heifit Erzeugendensystem von V', falls spang (M) =V gilt. Wir
sagen auch M erzeugt V.

2. Eine Teilmenge M C V heifit Basis von V', falls M ein linear unabhéngiges Erzeugenden-
system ist.

Manchmal ist es wichtig, eine Reihenfolge der Elemente der Basis festzulegen.

Definition 4.2.2. Eine geordnete Basis von V ist eine geordnete Familie (vy, ..., v,), die linear
unabhéngig ist und so dass die Menge {vy,...,v,} ein Erzeugendensystem von V' ist.

(Man kann auch fiir passende unendliche Indexmengen geordnete Basen definieren, aber das
soll uns hier nicht interessieren.)

Beispiele 4.2.3. 1. Jeder Vektorraum V' besitzt ein Erzeugendensystem, zum Beispiel sich
selbst, M = V. Es ist nicht offensichtlich, ob jeder Vektorraum eine Basis besitzt.
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2. V. = K" besitzt die Basis {e;};,—1., aus Beispiel 4.1.3]2. Wir nennen diese Basis die
Standardbasis des K.

3. Endliche geordnete Basen schreiben wir auch in der Form (vq,vs, ..., v,). Die Standard-
basis des K™ ist durch (e, es,...,€,) eine geordnete Basis. Die Ordnung ist also eine
zusdtzliche Struktur, namlich die Wahl einer Reihenfolge der Basisvektoren. (Eine Basis
ist eine Teilmenge, da kommt es nicht auf eine Reihenfolge der Elemente an.)

4. K = Rund V = C, dann ist M = {1,i} eine R-Basis von C. Auch {1, —i} ist eine
R-Basis von C, oder {1 + 14,1 — 2i}. Eine Basis von C als C-Vekotrraum ist einfach von
{1} (oder jeder anderen komplexn Zahl ungleich 0) gegeben.

5. K =R und V = R[X] der Vektorraum der Polynome mit reellen Koeffizienten, dann ist
die Folge der Monome {1, X,..., X* ...} eine (unendliche!) Basis von V.

Wenn wir eine endliche geordnete Basis fiir einen Vektorraum V' haben, dann haben wir
nach Lemma|4.1.8 einen [somorphismus K™ — V wobei n die Anzahl der Elemente in der Basis
ist und Dimension von V heiffit. Dann ist jeder Vektor eindeutig durch seine Komponenten
bestimmt und lineare Abbildungen sind einfach Matrizen. Wir reduzieren lineare Algebra auf
die Manipulation von Zeilen und Spalten von Zahlen.

Allerdings stellen sich ein paar offensichtliche Frage. Ist die Dimension iiberhaupt wohl-
definiert? Miissen alle Basen eines Vektorraums die gleiche Anzahl von Elementen haben? Ist
die Dimension eines Untervektorraums von V' immer kleiner oder gleich der Dimension von V'?
Ist die Dimension eines Untervektorraums iiberhaupt endlich, wenn V' endlich-dimensional ist?

Diese Fragen werden wir als néchstes beantworten, aber dazu brauchen wir wieder einmal
Theorie.

Satz 4.2.4. Sei K ein Korper und V' # {0} ein K—Vektorraum und M C V eine Teilmenge.
Dann sind dquivalent:

1. M ist eine Basis von V.

2. M ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. M ist ein Erzeugendensystem und fiir jedes
ve M ist M\ {v} kein Erzeugendensystem.

3. M 1ist eine maximale linear unabhdngige Teilmenge, d.h. M ist linear unabhdngig und fiir
jedes v € V\ M ist M U {v} linear abhingig.

Beweis:. Wir miissen nur drei Implikationen zeigen:

2.= 1. Sei M minimales Erzeugendensystem. Angenommen, M = {v;};cs ist linear abhéingig.
Wir finden also eine nicht-triviale Linearkombination

)\1U1+...+)\ﬂ)r:0

fir die etwa A\, # 0 ist. (Wir konnen die Vektoren immer umnummerieren, um diese
Bedingung zu erfiillen.) Dann ist
A1 )\r—l

Vp = —7—VU1 —...—

A A

Vr—1 -
(Beachten Sie, dass wir hier zum ersten Mal die Division in K benutzen!) Dann ist aber
auch schon (vy,...,v,_1) ein Erzeugendensystem, im Widerspruch zur Annahme, dass M

minimal sei.
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1.=3.

Zu zeigen ist, dass eine Basis M unter den linear unabhéngigen Teilmengen maximal ist.
Sei v € V'\ M beliebig, so ist, da M ein Erzeugendensystem ist

v = E )\ﬂ]i,
icl

also ist die Menge M U {v} linear abhéngig.

. Sei M eine maximale linear unabhéngige Teilmenge. Wir zeigen zuerst, dass M Erzeu-

gendensystem ist. Wenn nicht, dann gibt es v € V' \ span(M). Aber dann ist M U {v}
linear unabhéngig, denn aus Av + >\, Ayw = 0 mit A # 0 wiirde v € span(M) folgen.
Wenn aber A = 0 ist sind auch alle A, = 0 da M linear unabhéngig ist.

Wir zeigen noch, dass M minimal ist. Angenommen es gibt v € M so dass M \ {v}
ein Ergzeugendensystem ist. Dann kénnen wir v = 3 M\{o} Apw schreiben, und das
widersprich der linearen Unabhéngigkeit von M. O

Definition 4.2.5. Ein K—Vektorraum V' heifit endlich erzeugt, falls V ein endliches Erzeu-
gendsystem besitzt, d.h. falls es eine endliche Teilmenge M = {vy,...,v,,} von V gibt, so dass
V = spang (M) gilt.

Lemma 4.2.6. Sei V' ein K—Vektorraum, der nicht endlich erzeugt ist. Dann gibt es zu jeder
natirlichen Zahl n € N\ {0} Vektoren vy,...,v, € V, so dass die Familie (vy, v, ..., v,) linear
unabhdngiq ist.

Beweis:. Durch vollstdndige Induktion nach n.

e Induktionsanfang n = 1. Wahle v; € V, v; # 0. Dies existiert, da sonst V = {0} wire

und V somit endlich erzeugt wire, nimlich von der leeren Menge (), vgl. Beispiel 4.1.3/1.

Induktionsschritt:

Sei n € N\ {0} und seien vy,...,v, € V linear unabhingig. Wihle v,,; € V \
spang (vy,...,v,). Solch ein v, existiert, da andernfalls V' von den (vy,...,v,), also
endlich erzeugt wére. Es bleibt zu zeigen, dass auch die Familie (vy,...,v,,v,41) linear

unabhéngig ist. Sei
n+1

0= Z Q;U; Q; € K
=1

eine Linearkombination des Nullvektors. Wére «,,11 # 0, so wiirden wir die Relation

n
Q;
Un+1 = E - (]

j=1 Ont1

erhalten, die im im Widerspruch zu unserer Wahl von v, 1 & spang(vy,...,v,) steht.
Also muss ;11 = 0 gelten; daraus folgt

n
E Oszj =0
j=1

und hieraus nach Induktionsannahme o; = 0 fiir alle j = 1,...,n. O

Nicht jeder Vektorraum hat ein endliches Erzeugendensystem, zum Beispiel nicht der K-
Vektorraum der Polynome K[X] iiber einem beliebigen Korper K.
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Satz 4.2.7 (Basisauswahlsatz). Sei V' ein K—Vektorraum und M C V' ein endliches Erzeugen-
densystem. Dann gibt es eine Teilmenge B C M, die eine Basis von V' ist. Insbesondere besitzt
also jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis.

Beweis:. Sei M = {vy,...,v,} ein Erzeugendensystem von V. Ist M auch linear unabhéngig,
so ist B = M und wir sind fertig.

Ist M nicht linear unabhéngig, so ist nach nach Satz [£.2.4]2 das Erzeugendensystem M
nicht minimal. Es gibt also ein v € M mit v € spang (M \ {v}) wieder ein Erzeugendensystem
ist, das aber ein Element weniger enthélt.

So fahrt man fort, bis man nach endlich vielen Schritten ein minimales Erzeugendensystem

erhilt. Dies ist nach Satz dann eine Basis. O

Dieser Beweis funktioniert nur fiir endlich erzeugte Vektorrdume. Auch Vektorrdume, die
nicht endlich erzeugt sind, haben eine Basis. Um das zu zeigen, braucht man das Auswahlaxiom
der Mengenlehre. Wir verschieben diesen Beweis auf spéter.

Satz 4.2.8 (Austauschlemma). Sei V' ein K-Vektorraum, B = {vi,...,v,} C V eine Basis.
Seiw =)' aju; €V mit a; € K. Dann gilt fiir jedes k € {1,...,r} mit a # 0:

/ [p—
Bk = {Uh vy Uk—1, W, Ugg1,y - - - JUT}
st eine Basis, d.h. das Basiselement vy, kann gegen w ausgetauscht werden.

Beweis:. e Nach Umnummerierung kénnen wir £ = 1 annehmen.

e Wir zeigen: B’ ist ein Erzeugendensystem. Fiir jedes gegebene v € V existieren ; € K
fir y=1,...,r, so dass

v = Zﬁj%‘ ()

gilt. Aus oy # 0 folgt

Dies setzen wir in (*) ein und erhalten

A - A
v=—w-+ ( P — —> P
o Z Bj—ay o Uj
j=2
Somit ist V' C spang (B’), also ist B’ Erzeugendensystem.

e Wir zeigen: B’ ist linear unabhéngig. Seien f, ; € K mit
ﬂ -w + Z ﬁj?)j =0
j=2
Wir setzen hier den Ausdruck w = Z;Zl a;v; ein:
Bayvy + Z(ﬁ%’ + Bj>vj =0
j=2

Da die Familie {vy,...,v,} linear unabhéngig ist, folgt
Ba; =0 und  Pa; +3; =0
Aus oy # 0 folgt 8 = 0 und daraus 3; = 0.
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Satz 4.2.9 (Austauschsatz). Sei V' ein K—Vektorraum, und B = {vy,...,v,} eine Basis von
V. Sei {wy,...,w,} eine linear unabhingige Teilmenge von V. Dann gilt n < r, und es gibt
iy e yin € {1,...,1}, so dass der Austausch

VON Vi, gegem wi, . . .

vom v;, gegen wy,

eine neue Basis B* von V liefert, die die vorgegebene linear unabhingige Menge {wy, ..., w,}
als Teilmenge enthdlt. Nach Umnummerierung zu i1 = 1,...,4,, = n haben wir fir die neue
Basis

B* ={wi, ..., Wn, Upi1,.. 00} .

Beweis:. Vollstandige Induktion nach n.

e Induktionsanfang: fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei die Aussage fiir n — 1 € N giiltig. Zu
zeigen ist, dass die Aussage fiir n giiltig ist.
Sei also {wy,...,w,} linear unabhéngig. Dann ist auch die Teilmenge {w;,...,w, 1}
linear unabhéngig. Nach Induktionsvoraussetzung gilt n — 1 < r und (gegebenenfalls
nach Umnummerierung) ist die Menge

B:={wy,...,w,_1,Un,...,0:}
eine Basis von V.

e Wir zeigen n < r. Nach Induktionsvoraussetzung ist n — 1 < r; wir miissen n — 1 = r
ausschliefen. Dann wére aber nach Induktionsvoraussetzung die Menge

B:={w,...,w, 1}

eine Basis von V, also eine maximale lineare unabhingige Teilmenge nachh Satz [£.2.4]
Das steht im Widerspruch zur Voraussetzung, dass auch noch {wy, ..., w,_1,w,} linear
unabhéngig ist. Also ist n — 1 < r, also n < r.

e Zu zeigen ist, dass es ein i,, € {n,...,r} gibt, so dass man v;, gegen w,, austauschen kann.
Da B eine Basis von V ist, finde mit ay, € K

n—1 r
Wy, = E Qjw; + E Qv .
j=1 j=n

Wiren alle a,, . .., «, gleich Null, so wire w,, Linearkombination der {wy,...,w,_1}, im
Widerspruch zur vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit von {wy, ..., w,}. Also gibt es
in € {n,...,r} mit a;, # 0. Wende nun das Austauschlemma an und erhalte eine

Basis B* = {wy, ..., Wy, Upi1,---, U}

<<Wir kénnen auch direkt vom ersten zum dritten Schritt gehen und die zweite
Uberlegung auslassen. Dann miissen wir sorgfiltig den Fall » = n — 1 priifen wenn die
Summe ' «a;v; leer ist. Dies fiihrt zum Widerspruch dazu, dass {wi,...,w,} linear
unabhéngig ist.>> O]

Korollar 4.2.10 (Basisergénzungssatz). Jede linear unabhingige Menge M in einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V' lisst sich zu einer Basis erginzen.

Beweis:. Siehe Ubung 9.1.3. O
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Definition 4.2.11. Sei V ein endlich erzeugter K—Vektorraum und B = {vy, ..., v, } eine Basis.
Die Zahl r heift Ldnge der Basis B.

Korollar 4.2.12. 1. Hat ein K-Vektorraum V eine endliche Basis, so ist jede Basis von V'
endlich.

2. Je zwei Basen eines endlich erzeugten K—Vektorraums V' sind gleich lang.

Beweis:. 1. Sei {vy,...,v,} eine endliche Basis. Wére eine weitere Basis B nicht endlich,
gibe es eine linear unabhingige Teilmenge {w;,...,w,11} C B, im Widerspruch zum
Austauschsatz 2.9

2. Sind B = {vy,...,v.} und B = {wy,...,wi} Basen von V, dann folgt aus dem Aus-
tauschsatz, da B’ linear unabhéngig und B Basis ist, & < r und, indem man die Rollen
von B’ und B vertauscht, auch r < k, also k = r. [

Definition 4.2.13. Fir einen K—Vektorraum V setzen wir

T, falls V' eine Basis der Lénge r besitzt.

oo, falls V' keine endliche Basis besitzt.

Fiir den Nullvektorraum setzen wir dimg({0}) = 0 und betrachten die leere Menge als Basis.
Die Zahl
dimy (V) € {0,1,..., 00}

heiit Dimension des Vektorraums V.

Beispiele 4.2.14. 1. Sei K ein beliebiger Koérper und V' = K". Dann hat die Standardbasis
e, ...,e, die Lange n; und daher ist dimyg K™ = n.

2. dimg(C) = 2, denn {1,1i} ist eine R-Basis. Es gilt dim¢(C) = 1, denn {1} ist eine C-Basis;
allgemein ist dimg (K) = 1.

3. Fiir den Vektorraum der Polynome gilt dimg (R[X]) = 0o, denn die abzahlbar unendliche
Menge {1, X, X2, ...} ist eine Basis.

Satz 4.2.15. Sei V' ein endlich erzeugter K—Vektorraum und W C V' ein Untervektorraum.
Dann ist W endlich erzeugt und es gilt

Falls dimg (W) = dimg (V), so ist W =V,

Beweis:. Setze n := dimg (V) < co. Wire W nicht endlich erzeugt, so gébe es nach Lemma
[.2.6] sicher n + 1 linear unabhéngige Vektoren vy,...,v,11 € W C V, im Widerspruch zum
Austauschsatz [4.2.9]

Also besitzt W eine endliche Basis B = {wy, ..., w,}; da diese Familie linear unabhéngig in
V ist, folgt nach dem Austauschsatz r = dimg (W) < dimg (V).

Sei nun dimg (V) = dimg(W) = n und B = {wy,...,w,} eine Basis von W. Gébe es
v € V \ spang(B), so ware B U {v} linear unabhéngig, im Widerspruch zum Austauschsatz
4.2.9 O
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4.3 Abbildungen und Dimension

Ein Ziel unseres Studiums von Vektorrdumen ist die Klassifizierung von lineearen Abbildung.
Als ersten Schritt konnen wir lineare Abbildungen mit Dimension in Zusammenhang setzen.

Definition 4.3.1. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann heifit

rg (f) := dimg Im f
der Rang der linearen Abbildung f.

Beispiel 4.3.2. Die Abbildung f : R?> — R? mit e; — e; + ey und ey — 2e; + 2e, hat Bild
spang(e; + e2) mit Dimension 1. Also ist rg (f) = 1.

Bemerkung 4.3.3. Sei f : V — W eine lineare Abbildung und E C V ein Erzeugendensystem
von V. Dann ist f(F) ein Erzeugendensystem des Bildes f(V'). Denn fiir w € f(V) existiert
v € V mit f(v) = w. Weil E ein Erzeugendensystem von V' ist, konnen wir fiir dieses v € V'
Skalare \1,..., A\, € K sowie vq,...,v, € E finden, so dass

n
v = E )\ivi
=1

gilt, woraus
w= f(v) = Z Aif (vi)
folgt.

Der néchste Satz ist extrem niitzlich, um Dimensionen zu berechnen.

Satz 4.3.4 (Dimensionsformel). Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und dimg V < oc.
Dann gilt die Dimensionsformel

dimg V = dimg ker f +rg (f) .

Beweis:. ker f ist ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von V; wihle eine Basis

{v1,..., v} von ker f mit k := dimg ker f und ergénze diese nach dem Basiserginzungssatz
Korollar 4.2.10 zu einer Basis {vy,...,v,} von V mit n = dim V. Nach Bemerkung ist
{f(v1),..., f(v,)} ein Erzeugendensystem des Bildes f(V). Aber 0 = f(v;) = ... = f(vg), also

ist schon die Teilmenge
{f(vrsr), -, fua))}

ein Erzeugendensystem von f (V).
Wir zeigen nun, dass dieses Erzeugendensystem von f (V') linear unabhéngig und somit eine
Basis von f(V) ist. Seien A\gyq,..., A, € K und gelte

D> Aif(vi)=0.

j=k+1

Hieraus folgt f (Zi:kﬂ
{v1,...,v,} linear unabhéngig ist gilt spany (vy,...,vx) Nspang (Vgy1,--.,v,) = {0}. O

)\ivi> = 0, und somit Z?:Hl Aiv; € ker f = spang (vq, ..., v;). Aber da

Korollar 4.3.5. Sei f: V — W eine lineare Abbildung und dimg V = dimg W < co. Dann
sind dquivalent:
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1. f st injektiv
2. f ist surjektiv
3. f st bijektiv

Beweis:. Es geniigt, die Aquivalenz von 1. und 2. zu zeigen. f ist genau dann injektiv, wenn
der Kern trivial ist, ker f = {0}. Dies ist genau dann der Fall, wenn dimg ker f = 0 gilt. Wegen
der Dimensionsformel ist dies dquivalent zu dimg W = dimg V = dimg Im f. Aus Satz
folgt, dass dies dquivalent zu W = Im f ist. Genau dann ist aber die lineare Abbildung
f surjektiv. O]

Bemerkung 4.3.6. Achtung: Korollar 4.3.5 gilt nicht fiir unendlich-dimensionale Vek-
torrdume! Ein Gegenbeispiel ist fir K = R und V' = R[z] die Abbildung diff : R[z] — R[z] aus
Ubung 7.6, die als Kern die Polynome vom Grad Null hat. Sie ist also nicht injektiv; aber sie
ist surjektiv.

Wir haben ein Korollar des Korollars:

Korollar 4.3.7. Sei V' ein endlich erzeugter K—Vektorraum mit n = dimg (V) und sei B =
(v1,...,0,). Es sind dquivalent:

1. B ist eine Basis.
2. B ist linear unabhdngig.

3. B ist ein Erzeugendensystem.

Beweis:. Nach Lemma definiert B = (vy,...,v,) eine lineare Abbildung f von K™ nach

V und diese Abbildung ist injektiv genau wenn B linear unabhénging ist und surjektiv genau

wenn B ein Erzeugendensystem ist. Nach Korollar sind die Bedingungen dquivalent.
Alternativ lasst sich der Beweisauch leicht mit den Techniken des letzten Abschnitts fithren.

]

Wir kénnen nun alle endlich erzeugten (dquivalent: endlichdimensionalen) Vektorraum bis
auf Isomorphismus klassifizieren. Das heifit, wir haben eine Liste von Vektorrdumen und jeder
endlich-dimensionale Vektorraum ist isomorph zu genau einem Eintrag in der Liste.

Satz 4.3.8. Jeder endlich erzeugte K-Vektorraum V ist isomorph zu K™, wobei n = dim(V).
Zwer endlich erzeugte Vektorrdume V und W sind genau dann isomorph, wenn sie die gleiche
Dimension haben.

Es gibt also fiir jeden Korper und jedes n (bis auf Isomorphie) genau einen endlichdimen-
sionalen Vektorraum der Dimension n! Dies rechtertigt unser besonderes Interesse an K.

Beweis:. Wir wihlen nach Satz eine Basis von V' und machen sie zu einer geordneten
Basis B = (v1,...,v,). Dann ist nach Definition n = dim (V). Laut Lemma[4.1.8| definiert dies
einen Isomorphismus f : K™ — V. (Wir erinnern uns: f ist surjektiv, da B Erzeugendensystem
ist, f is injektiv da B linear unabhéngig ist.)

Habe auch der Vektorraum W Dimension n, dann gilt nach Transitivitdt und Symmetrie
des Isomorphismus V =W denn V = K" und K" = W.

Sei umgekehrt f : V = W ein Isomorphismus. Dann gilt nach der Dimensionformel
dimV = dimker(f) +rg (f) =0+ dim W. O

Fiir die néchste Anwendung brauchen wir ein kleines Lemma:
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Lemma 4.3.9. Seien V,W K-Vektorridume. Dann gilt dimg(V & W) = dimg V + dimg W.

Beweis:. Wir betrachten Basen {eq,...,e,} fir V und {fi,..., f,} fir W. Wir behaupten,
dass {(e1,0),...,(€m,0),(0, f1),..., (0, fn))} eine Basis fiir V @& W ist. Lineare Unabhéngigkeit
folgt, da {e;} und {f;} linear unabhéngig sind. Weiterhin erzeugt diese Menge V & W, da jeder
Vektor (v, w) sich als (3, Aes, Y, pifi) = 325 Aei, 0) + 7 115(0, f;) schreiben lésst. O

Satz 4.3.10. Sei V ein K—Vektorraum und Wy, Wy <V zwei endlich—dimensionale Untervek-
torrdume. Dann gilt:

dlmK(Wl + WQ) = dlmK(Wl) -+ dlmK(Wg) — dlmK(Wl N Wg) .
Als Beispiel betrachten wir mit K = R im Vektorraum V = R? die Untervektorriume

W, = span(ey, ez) :  z-y-Ebene
Wy = span(ey, e3) :  z-z-Ebene
Wi N Wy =span(e;) :  z-Achse
Wi+ W, =R?

Die Dimensionsformel aus Satz ergibt 3=2+2—1.

Beweis:. Dieser Satz folgt sofort aus Satz [4.3.4] indem wir unsere Vektorrdume geschickt
wéahlen. Wir wenden die Dimensionsformel auf die Summenabbildung o : Wy & Wy — Wy + W,
an, die definiert ist durch (wy, wsy) — wy + ws.

Nach Definiton ist o surjektiv, also ist rg (¢) = dimg (W + Ws). Weiterhin ist dimg (W) &
W3) = dimg Wy + dimg Wy nach Lemma m Der Kern von o besteht genau aus (wy, —w;)
mit wy € Wy N Wa, also ist dimg ker(o) = dimg (W7 N W).

Wir nehmen all dies zusammen und erhalten fir rg (o) = dimg (W, & Ws) — dim ker(o):

dimK(W1 + WQ) = dlmK W1 + dlIIlK Wg — dlmK<W1 N Wg) ]
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5 Lineare Abbildungen und Basen

5.1 Lineare Abbildungen und Matrizen

Wir haben in Betrachtung gesehen, dass eine lineare Abbildung auf K™ durch das Bild
der Einheitsbasis (ey, ..., e,) bestimmt wird und als Matrix geschrieben werden kann. Aber die
Einheitsbasis spielt keine besondere Rolle: es gilt, dass jede lineare Abbildung mit der Wahl
von Basen als Matrix geschrieben werden kann.

Die Matrix héngt dann aber nicht nur von der lineare Abbildung, sondern auch von der
Wahl der Basen ab!

Wir haben einen vorbereitenden Satz.

Satz 5.1.1. Gegeben seien endlich—dimensionale Vektorrdume V und W sowie Vektoren
v, ..., 0 €V ound wy,...,w. € W.

1. Ist (vq,...,v,) eine geordnete Basis von V, so gibt es genau eine lineare Abbildung [ :
V — W mit f(v;) = w;. Diese hat die beiden Eigenschaften:

(a) f(V)=1Im f = spang(wi,...,w,)
(b) Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn die Familie (w1, ...,w,) in W linear

unabhdngig ist.

2. Ist die Familie (vq,...,v,) in V linear unabhdngig (aber nicht unbedingt eine Basis)), so
gibt es mindestens eine lineare Abbildung f: V — W mit f(v;) = w; firi=1,...,r.

Beweis:. 1. Wir haben in der Vorlesung einen direketen Beweis gefiihrt.

Hier folgt ein Beweis, in dem wir Lemma[4.1.8| verwenden. Die geordnete Basis (vy, ..., v,)
definiert einen Isomorphismus g : K" — V nach. Die geordnete Familie (wy,...,w,)
definiert d urch e; — w; definiert eine lineare Abbildung A : K™ — W und das Bild von
h ist spang (ws, ..., w,); h ist injektiv genau wenn die (w;) lineaer unabhéngig sind.

Aber dann ist h o g7! die gesuchte Abbildung f und da g ein Isomorphismus ist gilt
Im (f) = Im (h) = spang(wy, ..., w,) und f ist injektiv, wenn h injektiv ist, also wenn
die (w;) linear unabhéngig sind.

Die Abbildung ist eindeutig: Sei f’ ein andere Abbildung mit f’(v;) = w;, dann folgt
f'(v) = FO-Nv) =2 if (vi) =5 hw; = f(v) da (v;) eine Basis ist.

2. Ist die Familie (vy, . .., v,) nur linear unabhéngig, aber keine Basis, so konnen wir mit Hilfe
des Basisergénzungssatzes Korollar [4.2.10| die Familie zu einer Basis von V' ergénzen:

(V1 ey Uy U1y -+ 5 Up)

und ein f durch Vorgabe beliebiger Werte w,.q,...,w, € W fir v,4q,...,v, wie in 2.
festlegen. O

Wir betrachten als néchstes lineare Abbildungen
fi K" —= K™
Damit kénen wir (bis auf Isomorphismen) alle linearen Abbildungen zwischen endlich-

dimensionalen Vektorraumen verstehen.
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Definition 5.1.2. Sei K ein Koérper.

1. Ein rechteckiges Schema der Form

aiy ... Qip

am1 -+ Qmn

mit a;; € K heifit eine m x n—Matriz mit Eintrégen in K. Die Menge der m x n Matrizen
mit Eintrdgen in K bezeichnen wir mit M (m x n, K). Wir schreiben oft eine Grobuch-
staben A fiir eine Matrix und A;; oder a;; fiir den Eintrag in i-ter Zeilen und j-ter Spalte.

2. Sei f: K™ — K™ eine lineare Abbildung. Es seien

a1 Q1n
fle)=1 | ..., flea) =

Am1 Amn
mit a;; € K die Bilder der Vektoren (ey,...,e,) der Standardbasis von K™. Dann heifit

ai;y ... Qip
M(f) =
Am1 .. Omn

die darstellende Matriz von f (beziiglich der Standardbasen).

Beispiel 5.1.3. Vektoren in K™ sind Spezialfille von Matrizen. Wir sollten unterscheiden zwi-
schen (vertikalen) Spaltenvektoren, die n x 1-Matrizen sind, und (horizontalen) Zeilenvektoren,
die 1 x n-Matrizen sind.
U1
Der Spaltenvektor v = | : [ ist die darstellende Matrix fiir die lineare Abbildung K — K™,
/U?’L
die A nach A\v schickt.
Der Zeilenvektor w = (wy, ..., w,) reprisentiert die lineare Abbildung K" — K, die > A\e;
nach > \jw; schickt.
Wenn wir einen Spaltenvektor als Zeilenvektor auffassen wollen und umgekehrt, schreiben
U1
wir o7, also = (vy,...,v,)T =

Un
Wir verwenden folgende Konvention: Abbildungen werden mit Kleinbuchstaben bezeuchnet

und Matrizen mit Grofbuchstaben. (Allerdings schreiben wir oft Kleinbuchstaben fiir Matri-
xeintrage. )

Man beachte, dass wir hier die Standardbasis als geordnete Basis auffassen, damit wir wissen,
was die erste Spalte der darstellenden Matrix ist, was die zweite Spalte etc.
Aus Satz folgt, das M(f) und f sich umkehrbar eindeutig entsprechen. Sei nun

U1
v=1| | eK"

Un
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beliebig. Dann rechnen wir mit v = > | v;e;, also

n
n n an 1n > i1 15V;

— — n
=l =l Am1 Amn Zj:l AmjUj

Definition 5.1.4. Wir definieren daher fiir eine Matrix A € M(m X n, K) und einen Vektor
v € K™ die Multiplikation von Matrizen mit Vektoren durch

n
ai; ... Qip U1 ijl a1;V;
Av=1| : ] = :
n
Al - Cn U, ijl -

Beispiel 5.1.5. Wir setzen K = R und n = m = 2 und betrachten Drehungen um den
Ursprung, vgl. Beispiel [3.3.412. Mit Hilfe des Produkts einer Matrix mit einem Vektor erhélt

man mit § € R
no(T) _ (cos Ox —sinfy\  [cosf —sinb\ [z
\y )~ \sinbz +cosfy) ~ \sind cosé y) "’

als darstellende Matrix

M(Ry) = (COS 0 —sin 9)

sinff cos6

Betrachtung 5.1.6. Seien f : K" — K™ und g : K™ — K' lineare Abbildungen. Nach
Bemerkung [3.3.4]5 ist dann g o f wieder eine lineare Abbildung. Wir wollen deren darstellende
Matrix M (g o f) bestimmen. Dazu benutzen wir die Standardbasen (ey,...,e,) € K™ und
(€},...,€e,) € K™. Seien

M(g) = (aij), M(f) = (bij), M(go f)=(cij)

die darstellenden Matrizen. Dann ist die j-te Spalte

€1y by m
=gofle)=g(fle) =g | ¢ | =a(X tuser)
C b k=1
J mj
m m A1k Z;cnzl alkbkj
= Z bijg(e),) = Z br; = : ,
h=1 k=1 n > e Qb

also
m
Cij = g ik -
k=1

Definition 5.1.7. Wir definieren daher fir A € M(l x m,K) und B € M(m x n, K) das
Produkt A- B € M(l x n, K) durch die Formel

m

(A : B)U = Z aikbkj .

k=1

Die Definition stellt sicher, dass M(g o f) = M(g) - M(f) gilt. Die Komposition linearer
Abbildung wird also in die Multiplikation der darstellenden Matrizen iiberfiihrt.
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Beispiel 5.1.8. Wenn wir einen Spaltenvektor v als m x 1-Matrix auffassen, dann ist Matrix-
multiplikation M - v genau gleich der Multiplikation aus Definition [5.1.4]

Wenn wir einen Zeilenvektor w = (wy, ..., w,) als (1 x n)-Matrix und einen Spaltenvektor
U1

v = | : | multiplizieren, erhalten wir w.v = (3 wyv;), das Skalarprodukt von w’ und v,
Un

betrachtet als 1 x 1-Matrix.
Beispiel 5.1.9. Wir berechnen M (Ry, o Ry,):

M(Rg, o Ry,) = M(Rq,) - M(Rp,) = (COS O —sin 91) (COS 0 —sin 92)

sinf); cosf, sinfly  cosf,
_ [cosfcosby —sinb;sinfy — cos b sin by — sin 0 cos by
sin 6, cos 6y + cos By sinfy — sin B sin Oy + cos 6 cos O

_ (cos(01 +02) —sin(6y +62)\
- (sin(61 +6y) cos(f; +6s) ) M(Rov40.)

Hier haben wir die Additionsformeln fiir trigonometrische Funktionen benutzt. Die Drehwinkel
zweier Drehungen um den Ursprung addieren sich also.

Lemma 5.1.10. Matrizmultiplikation ist assoziativ.

Beweis:. Wir rechnen ((AB)C)iy = > (> aijbjk)cre = ijk a;jbjrcke = (A(BC)) .

Alternativ folgt das Lemma aus dem Assoziativititsgesetz fiir die Verkettung von Abbil-
dungen: Jede Matrix hat die Form M(f) fiir eine lineare Abbildung f und nach Definition ist
M(go f) = M(g)- M(f). Dannist (M(h)-M(g))- M(f) =M((hog)o f)=M(ho(go[)) =
M(h) - (M(g) - M(f))- O

Definition 5.1.11. Wir setzen

100 0
010 0
E,=M(idg.)= [0 0 1 0
000 ...1

und nennen E,, die Einheitsmatriz fiir K. Wir schreiben E,, = (4;;) mit
1 fiiri =3
5ij = . .
0 fiir ¢ # 7 .
0;; heifit des Kroneckersche 6-Symbol.
Lemma 5.1.12. Fir eine n x m-Matric M qilt E,, - M =M - E,, = M.

Beweis:. Wir rechnen (E,, - M), = Zj 0;jMjr, = M;, denn Multiplikation mit d;; lésst nur den
Summanden M iibrig. O

Bemerkung 5.1.13. Im allgemeinen ist die Verkettung linearer Abbildungen und somit die
Matrizenmultiplikation nicht kommutativ. Zum Beispiel finden wir fiir

() ()
() -
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5.2 Mehr iiber Matrizen

Wir wollen noch etwas mehr mit Matrizen rechnen. Nach Satz ist Homy (K™, K™) ein K-
Vektorraum. Durch Ubergang zu den darstellenden Matrizen wird auch die Menge M (m xn, K)
der m x n Matrizen zu einem K—Vektorraum.

Definition 5.2.1. 1. Die Summe zweier Matrizen A, B € M(m x n, K) ist komponenten-
weise erklart:

A+ B = (ai) + (bij) = (ai; + b;)
Sei A € K fiir die Skalarmultiplikation setzen wir
M = Maij) = (May))
2. Die Transponierte einer Matrix A € M (m x n, K) ist die durch
AT = (a]) = (a;) € M(n x m, K)

ij

definierte n x m Matrix. Zum Beispiel ist:
2 3 0 T 2 1
(1 4 1) G
0 1
Die Transponierte passt mit unserer Notation v’ zusammen, denn ein transponierter Zei-
lenvektor ist ein Spaltenvektor.
Soweit nicht anders vermerkt meinen wir mit einem Vektor von nun an einen Spaltenvekor,
U1
v=| | =(,...,o)".
Um

Lemma 5.2.2. M(m x n, K) ist ein Vektorraum der Dimension m - n.

Beweis:. Die Summe und Skalarmultiplikation erfiillen offensichtlich die Vektorraumaxiome.
Die Basismatrizen E;;, die genau eine 1 in der i-ten Spalte und j-ten Zeile haben und sonst 0
sind bilden eine Basis. O

Lemma 5.2.3. Es gelten die folgenden Rechenregeln: sind A, A" € M(m x n,K), B,B" €
Mnxr,K),CeM(rxs K)und\ € K, so gilt

1. A-(AB)=(MA)-B=\A-B),
2. A-(B+B)=AB+A-B und (A+ A’)- B= AB+ A'B (Distributivgesetze),
3. (A-B)T =BT . AT,

Beweis:. 1. und 2. zeigt man durch einfaches Hinschreiben.
3. rechnen wir vor: ist A = (a;;) und B = (bji), so ist A - B = (¢;;;) mit

Cik = Z aijbjk .
J
Also ist (AB)T = (¢},;) mit ¢}; = cip = >, @ijbji. Weiter ist
B" = (by,;) mit bj; = by,

AT = (df;) mit af; = by
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Hieraus folgt

2 : / 1 2 : /
dki = bkj . aji = bjk * Ay = Cikp = Cyy -
J J

Unter der Entsprechung
Hom (K", K") — M(n x n, K)
entsprechen den Isomorphismen die folgenden Matrizen:
Definition 5.2.4. Eine Matrix A € M(n x n, K) heifit invertierbar, wenn es eine Matrix

A7 € M(n x n, K) gibt mit
A-At=A"1A=E,.

Beispiel 5.2.5. Sei A = (Z Z) mit ad — be # 0. Auf dem Ubungsblatt haben Sie nachge-

. . . . d —b D
rechnet, dass A invertierbar ist mit A=! = - dl_bc ( a ) Zum Beispiel ist

Korollar 5.2.6. Die Menge
GL(n,K):={Ae€ M(n xn,K): Ainvertierbar}

miat der Multiplikation als Verkniipfung bildet eine Gruppe mit neutralem FElement E,. Insbe-
sondere ist A™! eindeutig bestimmt, wenn es existiert.
GL(n, K) heift allgemeine lineare Gruppe, englisch general linear group.

Beweis:. e Mit A, B € GL(n,K) ist auch A- B € GL(n, K). Denn gelte fir A=, B~! €
M(n xn,K)
AAT ' =ATTA=E, und BB '=B'B=E,,

so ist wegen der Assoziativitdt der Matrizenmultiplikation Lemma [5.1.10]
(B'AYWAB=B'YA1'A)B=E, und ABB 'A Y =ABB YA '=E,.
Damit haben wir eine Verkniipfung GL(n, K) x GL(n, K) — GL(n, K).

o Assoziativitdt der Matrixmultiplikation ist bekannt, das neutrale Element ist die Einheits-
matrix E,. Wir haben fii jedes A € GL(n, K) die Existenz einer Matrix A~! angenom-
men, und da A ein Inverses fiir A=! ist, haben wir auch Inverse. Damit liegt eine Gruppe
Vor. O

Beachten Sie, dass GL(n, K) keine Gruppe unter Addition ist, denn die Nullmatrix ist
natiirlich nicht invertierbar.
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Satz 5.2.7. Gegeben seien K—Vektorrdume

V' mit geordneter Basis A = (v1,...,v,)

W mit geordneter Basis B = (w1, ..., W) .
Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung
f: V=W

genau eine Matriz A = (a;;) € M(m x n, K), so dass

U]) = Zaijwi (*)
i=1
qgilt. Die so erhaltene Abbildung

Mg : Hom(V,W)— M(m x n, K)
f — A= Mg(f)

15t ewn Isomorphismus von K —Vektorraumen. Insbesondere gilt

Mg\(f +g) = Mg (f) + Mg (g)
Mg (Nf) = AMg (f) .

Nach Wahl von geordneten Basen von V und von W kann man also lineare Abbildun-
gen durch Matrizen beschreiben. Man sagt, die Matrix Mg'(f) stelle die lineare Abbildung f
beziiglich der geordneten Basen A, B von V und von W dar.

Wenn V' = K " W = K™ und A, B die Standardbasen sind, dann schreiben wir wie schon
in Definition 2 M(f) fiir MZ\(f).

<<Dle Formel (*) sieht der Formul fiir die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor sehr
dhnlich, aber es sind verschiedene Formeln. Insbesondere haben wir einmal ) a;;w;, wobei die
w; € W Basisvektoren sind und einmal ) | a;;x; wobei die z; € K Koordinaten fiir einen Vektor
sind. Die Indizes sind gerade vertauschit: Bei (%) summieren wir iiber die Zeilen der Matrix,
bei der Multiplikationsformul iiber die Spalten! >>

Beweis:. Da B = (wy, ..., w,,) eine geordnete Basis von W ist, sind fiir jedes v; die Koeffizi-
enten a;; in (*) und somit die Spalten der Matrix eindeutig bestimmt. Somit ist die Abbildung
My wohldefiniert.

Da jede lineare Abbildung durch das Bild der Basisvektoren bestimmt ist , siehe Satz[5.1.1]
ist My injektiv.
Gehort zur Abbildung ¢ die Matrix B = (b;;), so rechnen wir:

(f +9)(v) = f(v

—~

)+g(vg)

w; + Z bijw;

(CLU + bij)wz

MsﬂMs

=1

und fir A € K

m

(Af)(vj) =A- f(Uj) = )\Z Qi Wi = Z(/\aij)wi .

=1
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Also ist die Abbildung My eine K-lineare Abbildung.
SchlieBlich ist My surjektiv, denn fiir eine Matrix A = (a;;) kénnen wir die lineare Abbil-
dung f definieren, die }_ z;v; nach 3, ; a;jx;w; schickt. Es gilt Mg (f) = A. O

Korollar 5.2.8. Seien V,W zwei K-Vektorriume. Es gilt
dimg Hom(V, W) = dimg V - dimg W .

Seien A und B Basen wir oben. Dann ist eine explizite Basis gegeben durch die linearne Abbil-
dungen

mit  fij(vg) = {

w;  firk=j

0 sonst.

fir jedesi=1...nund j=1...m.

Beweis:. Es ist Mg'(fi;) = Eij, wobei die Familie (E;; wie in Lemma eine Basis des K—
Vektorraums M (m x n, K) bilden. Da My ein Isomorphismus ist, bildet auch (f;;) eine Basis
von Hom(V, W). O

Die naheliegende Frage, wie die Matrix My'(F) sich indert, wenn man die geordneten Basen
A, B andert, werden wir am Ende dieses Kapitels beantworten.

Bemerkungen 5.2.9. Ist V = W, d.h. liegt ein Endomorphismus vor, so ist es zweckméfig,
mit nur einer Basis zu arbeiten, also A = B = (v, v, ..., v,) zu wihlen. Man schreibt dann

Mp := M} .
Der Vektorraumisomorphismus
Mp: End(V) - M(n x n, K)

ist dann definiert durch die Gleichungen

F) =" agu; .
i=1
Die Einheitsmatrix E, = (d;;) beschreibt in jeder Basis B von V' die identische Abbildung,
Mg(idy) = E,.
Die Frage, wie durch Wahl einer geeigneten Basis die darstellende Matrix eines Endomor-
phismus auf eine Standardform gebracht werden kann, werden wir erst im néchsten Semester
beantworten kénnen.

5.3 Der Gaufische Algorithmus und Elementarmatrizen

Die folgenden Uberlegungen hatten im im speziellen Fall des Korpers R der reellen Zahlen schon
einmal gesehen. Wir wiederholen Sie nun fiir beliebigie Kérper und mit einer neuen Perspektive.
Wir werden zahlreiche niitzliche Konsequenzen ziehen.
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Definition 5.3.1. 1. Sei K ein Korper. Ein lineares Gleichungssystem ist ein System von
Gleichungen der Form

a1 + ae + ...+ ax, = by

a21T1 + A929T9 “+...+ AonTy — bg

11 + Qoo+ . .. + GppTn= by,
mit a;; € K und b; € K. Gesucht sind zy,...,2, € K.
2. Gilt by = ... = b,, = 0, so heifit das lineare Gleichungssystem homogen; sonst inhomogen.

3. Ersetzt man bei einem inhomogenen linearen Gleichungssystem alle b; durch 0, so erhélt
man das zugehdrige homogene lineare Gleichungssystem.

4. Wir nennen

ayy ... Qip
A= : : € M(m xn, K)
Am1 .- Qmn
die Koeffizientenmatriz des linearen Gleichungssystems. Mit b := (by...,b,,) € K™ nen-
nen wir die Matrix
air ... Qin bl
(A, [b) =] ol | eMmx (n+1),K)
Amn -+ O | O,

die erweiterte Koeffizientenmatriz des inhomogenen linearen Gleichungssystems.

5. Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems ist nun
Lsg(A,b) := {z € K"| Az = b}

Fiir ein gegebenes lineares Gleichungssystem Az = b fithren wir wie in Definition [5.1.2]2 die
lineare Abbildung

a: K" — K™ mit darstellender Matrix M (a) = A

ein. (Hier betrachten wir die Standardbasis fiir K™ und K™.)
Satz 5.3.2. Wenn xq € Lsg(A,b) dann gilt Lsg(A,b) = x¢ + ker(a) = {zg + v | v € ker(a)}.

Eine Teilmenge von K™ der Form z¢+V fiir einen Unterraum V heif3t auch affiner Unterraum
und wir nennen die Dimension von V' auch die Dimension von xzy + V.
Es gilt x + V = y + W genau dann, wenn gilt V =W und = — y € V, siehe Ubungsblatt.

Beweis:. Sei z; € Lsg(A,b). Dann gilt o(z1) = a(zg) und z; — x¢ € ker(a), in anderen Worten
T € o+ ker(a).
Sei umgekehrt z; € xg+ker(a). Dann ist a(z1) = a(zg+v) = a(rg) = bmit v € ker(a). O
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Wir brauchen also nur eine Losung des inhomogenen Gleichungssystems und erhalten dann
alle anderen Losungen durch Addition von Loésungen des zugehorigen homogenen Gleichungs-
systems.

Die Dimension der Losungsmenge ist

dim Lsg(A, b) = dim(xg + ker o) = dimg kerav = n — rg av.

wobei im vorletzten Schritt die Dimensionsformel einging. Damit wir diese Formel benut-
zen konnen, brauchen wir eine Methode, um den Rang von « zu bestimmen. Wieder geht das
am Besten, wenn eine Matrix in Zeilenstufenform ist.

Definition 5.3.3. 1. Eine Matrix A € M(m x n, K) ist in Zeilenstufenform, falls fir alle
i =2,...,m gilt: ist £ = 1 oder sind die ersten (k — 1) Eintrdge der (i — 1)—ten Zeile
gleich Null, so sind die ersten k Eintrdage der i—ten Zeile gleich Null, wobei £k =1,...,n.

2. Eine Matrix ist in spezieller Zeilenstufenform, wenn sie in Zeilenstufenform ist und falls
firallei=1...mgilt: ist ajy = a2 = ... = a; -1 = 0 und a;, # 0, so ist a;; = 1.

Lemma 5.3.4. Sei A eine Matrix in Zeilenstufenform. Dann ist die Losungsmenge eines li-
nearen Gleichungssystems mit Koeffizientenmatriz A genau denn leer, wenn es einen Index
ie{l,...,m} gibt, so dass a;; = 0 fiir alle j, aber b; # 0 gilt.

Beweis:. “<” folgt wie in Bemerkung [1.3.5} in der i-ten Zeilen ¢ erhalten wir die Gleichung
0=>a;jx; =b;, die zum Widerspruch fiihrt.

“=" folgt durch sukzessives Losung des Gleichungssstems von unten nach oben: Gegeben
> a;jx; = b; mit k minimal, so dass a;, # 0 setzen wir x;, = ﬁ(b’ - Zj>k a;;xj), wobel einige
x; auf der rechten Seite von den weiter unten stehenen Zeilen bestimmt sind und die iibrigen
frei gewédhlt werden konnen. O

Satz 5.3.5. Sei A € M(m x n,K) eine Matriz in Zeilenstufenform und sei r die Anzahhl
der Zeilen die nicht 0 sind. Sei f die lineare Abbildung, die von A dargestellt wird. Dann ist
rg (f) =r und dimker(f) =n —r.

Wir veranschaulichen die Situation in einem Beispiel:

2 1 -4 -1 0 -2
00 3 0 -7 7

A=|00 0 -1 11 —11| e Mat(5x6,C)
00 0 0 0 0
00 0 0 0 0

Dann wird Im («)) von 6 Vektoren aufgespannt. Aber die letzten 2 Eintrége sind jeweils 0, das
heifit das Bild ist im Unterraum {z € R® | x4 = x5 = 0} = R? enthalten. Umgekehrt finden wir
die Vektoren vy = 2ey, vo = —4e; + 3e; und v3 = —e; — e3 im Bild, aus denen wir leicht also
Linearkomibantionen e; = %vl, €y = %(Ug + 2v1) und e3 = —v3 + %vl erhalten. Das heifit, das
Bild wird von den ersten 3 Standardbasisvektoren aufgespannt und hat Dimension 3.

Beweis:. Wir miissen die Dimension den Bildes von f bestimmen. Das Bild wird per Definition
von allen Spalten der Matrix A aufgespannt. Da die letzten m — r Zeilen gleich 0 sind werden
die letzten m —r Koordinaten aller Spaltenvektoren 0 sein. Es folgt, dass Im (a) ein Unterraum
von span(ey, ..., e,) ist.

Wir wollen nun zeigen, dass alle e; mit ¢ < r in Im («) liegen. Es reicht zu zeigen, dass wir
diese e; als Linearkombination der Spalten von A erhalten. Wir verwenden Induktion nach i.
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Wir wahlen k£ minimal, so dass aq, # 0 und dann liegt aq,e; und damit e; im Bild. Nehmen wir
nun an, dass ej,...e;_1 in Im (@) sind. Sei die k-te Spalte von A die erste, in der der i-te Eintrag
ungleich 0 ist, also a;; # 0. Wir ziehen von diesem Spaltenvektor nun passende Vielfache von
e1,...,e;_1 ab und erhalten ag;e; und damit e; in Im (o).

Die zweite Aussage folgt sofort aus der Dimensionsformel [4.3.4] O

Um eine Matrix in Zeilenstufenform zu bringen verwenden wir wieder den Gauflalgorithmus.
Wir werden ihn allerdings aus einer neuen Perspektive betrachten.

Lemma 5.3.6. Ist T' € GL(m, K), so ist
Lsg(A,b) = Lsg(T A, Th)

Beweis:. Wir haben eine Losung x € Lsg(A, b) genau dann, wenn Ax = b gilt. Da T invertibel
sein soll, gilt dies, genau dann, wenn T'Ax = Tb gilt, was aber heifit, dass © € Lsg(Ta,Th)
liegt. [l

Die entscheidende Beobachtung ist nun, dass jede Operation im Gauflalgorithmus genau ei-
ner Multiplikation mit einem passenden Element in der allgemeinen linearen Gruppe GL(m, K)
entspricht!

Lemma 5.3.7. Die folgenden Matrizen liegen stets in GL(n, K); sie heiffen Elementarmatri-
zen.

e Die Diagonalmatriz A(1,1,... 1, A\ 1,...,1) mit A € K\ {0} an i-ter Stelle

1

1

hat offenbar die Diagonalmatriz A(1,1,..., 271, 1,...,1) als Inverses. Dann ist T Ax =
Tb das lineare Gleichungssystem, bei dem die i—te Zeile mit X # 0 multipliziert wurde.

e Die Matriz 7(i,j) fiir i # j mit Eintrdgen

O fir kU {i, 5}
(i, ) =140 firk=Il=iundk=1=j

1 sonst
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1
1
0 0 01
01 0 0
0 0 10
10 0 0

1
Wegen 7(i, j)T(i,7) = E, ist 7(i,j) in GL(n, K). Die Matriz 7(i,j)A unterscheidet sich

von A durch die Vertauschung der i—ten und j—ten Zeile.

e SchliefSlich

1

1

A 10 — j-te Zeile
00 ... 01

1 i—te Spalte

Die Matriz §(i,j,\)A fir i # j entsteht aus A, indem das A—fache der i—ten Zeile zur
j—ten Zeile addiert wird.

Wegen (i, j, N)o(i, j, =) = E, ist dies in GL(n, K).
<<Die Bedingung ¢ # j fiir 6(i, 7, A) fehlte in der Vorlesung, ist aber essentiell!>>
Satz 5.3.8. FEs gibt die folgenden elementaren Zeilenumformungen:
1. Multiplikation einer Zeile mit A € K \ {0}
2. Vertauschung zweier Zeilen
3. Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Entsteht das lineare Gleichungssystem (E, E) aus (A, b) durch sogenannte elementare Zeilenum-
formungen, so dndert sich die Lisungsmenge nicht, Lsg(A, b) = Lsg(A,b).

Beweis:. Da alle Elementarmatrizen in GL(n, K) liegen, folgt dies sofort aus Lemma O

Damit haben wir nun fiir beliebige Korper das aus Betrachtung bekannte Rezept
hergeleitet, eine Matrix in spezielle Zeilenstufenform zu bringen.

Beispiel 5.3.9. Wir betrachten die folgende Matrix in M (3 x 3,C):

0 i+1 2
A=1 V2 =2 0
V2 1+4i i—1
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und formen um:

V2 =2 0 01 0 0 i+1 2
0 i+1 2 =110 0 V2 o =2 0
V2 1+4i i—-1 0 0 1 V2 1+i i—1
sowie
V2 =2 0 1 00 010 0 i+1 2
0 i+1 2 =0 10 100 V2 o =2 0
0 —1+44 i—1 101/ \o o1 V2 1+i i—1
und
V2 =2 0 1 0 0 1 00 010 0 i+1 2
0 1 1-i|=(0 7 0Jlo1oO0)Jfro00]|v2 -2 0
0 —144i i—1 0 0 1 01/ \0 0 1) \=vV2 1+i i—1
und
V2 -2 0 1 0 0 0 i+1 2
0 1 1—i =10 1 o] | v2 =2 0
0 0 —-1-—1 0 1—3 1 V2 1+4+i i—1
mit ¢ — 1+ (1 —4)(1 — i) = —1 — 4. SchlieBlich erhalten wir mit zwei Zeilenmultiplikationen:
1 —V/2 0 % 00 10 0 0 i+1 2
0 1 1—-i|l=(0 10|01 o0 1 v2 =2 0
0 1 0 01/ \00 % V2 141 i—1

Natiirlich wenden wir die Zeilenumformungen in der Regel an, ohne uns Gedanken zu ma-
chen, was fiir Elementarmatrizen da gerade eine Rolle spielen. Aber es ist theoretisch wichtig,
dass wir die intuitiven Umformungen formal als Multiplikation mit Elementarmatrizen verste-
hen koénnen!

Wir haben zum Beispiel mit unserer Rechnung einen engen Zusammenhang zwischen dem
GauB-Algorithmus und der Struktur der Gruppe GL(n, K) gefunden:

Korollar 5.3.10. Jede Matriz A € GL(n, K) ist ein endliches Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis:. Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir A zunéchst auf spezielle Zeilenstu-
fenform, d.h. dass die Matrix T -... T} - A mit T; Elementarmatrizen spezielle Zeilenstufenform
hat. Diese Matrix ist invertibel und kann daher auf der Diagonale nur Einsen haben.

Die letzte Zeile hat daher nur eine 1 an letzter Stelle und ist sonst 0. Durch Abziehen von
Vielfachen der letzten Zeile konnen wir die letzten Eintréige aller anderen Zeilen auf 0 setzen.
Nun hat die vorletzte Zeile eine 1 an vorletzter Stelle und ist sonst 0. Wir benutzen sie um alle
anderen Zeilen auch an der vorletzten Zeile gleich 0 zu setzen. Durch weitere Zeilenumformungen
erreichen wir die Einheitsmatrix.

Da jede Umformung der Multiplikation mit einer Elemetarmatrix entspricht, gibt es Ele-
mentarmatrizen T}, so dass T, - ...T1 - A = E,, gilt. Losen wir nach A auf, so haben wir A als
Produkt von Elementarmatrizen geschrieben, A =T, ... T 1 ]

Aus A = Tl_1 ... Tt folgt sofort, dass T}, - Tp,_y - - - T} eine inverse Matrix zu A ist. Wir
konnen den Gauss’schen Algorithmus benutzen, um eine Matrix zu invertieren. Dazu wenden
wir die Zeilenumformungen gleichzeitig auf A und eine Einheitsmatrix an.
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Betrachtung 5.3.11. Sei A eine Matrix und 7; eine Famile von Elementarmatrizen mit 7 - 77 -
A = E,. Wir schreiben A und E,, nebeneinander und wenden die gleichen Zeilenumformungen
an. Dann erhalten wir:

(A| E)) ~ (T, - T\A | T, - T\E,) = (E, | A™)

Dies ist eine effektive Methode um das Inverse einer invertierbaren Matrix zu bestimmen!

Der Algorthimus verrat uns auch, ob die Matrix iiberhaupt invertierbar ist: Wenn die Matrix
nicht invertierbar ist dann erhalten wir eine Zeilenstufenform in der manche Zeilen 0 sind. Da
die Multiplikation mit Elementarmatrizen den Rang nicht veréndert, ist dann die Anzahl r der
Zeilen, die nicht gleich 0 genau der Rang der zugehorgien linearen Abbildung, siehe Satz [5.3.5
Die Abbildung ist surjektiv (und damit bijektiv und invertierbar!) genau wenn alle Zeilen nicht
0 sind.

Beispiel 5.3.12. Wir wollen die Matrix A invertieren. Dazu betrachten wir die doppelte Ko-
effizientenmatrix (A | E,) und verwenden Zeilenumformungen:

L1tfrooy o /1 11[1 00 11 1]1 0 0
124010 |25 013/=110]|532] 01 -1 1 0
149001 03 8/—-10 1 00 -1 2 -3 1
111]1 0 0 1103 -3 1
o310 R 01005 -8 3
00 1/—-2 3 —1 00 1/—2 3 —1

100[-2 5 —2

Wl 0105 —8 3

001/ -2 3 -1

111 2 5 -9 100

Wir priiffen: {1 2 4]-| 5 -8 3 | =010

149 2 3 -1 00 1

Bemerkung 5.3.13. Ein Nachtrag zu invertierbaren Matrizen: Solange A quadratisch ist, ist
A invertierbar solange es ein Linksinverses oder Rechtsinverses gibt.

Wir wissen, dass eine lineare Abbildung f : K™ — K™ invertierbar ist, wenn sie surjektiv
oder injektiv ist. Angenommen f hat ein links-inverses, f~! o f = idg». Dann muss f injektiv
sein, und ist invertierbar nach Korollar [4.3.5] Habe umgekehrt f ein Rechtsinverses, f o f~! =
idgn. Dann ist f surjektiv und ist invertierbar nach Korollar [4.3.5] Es folgt, dass f invertierbar
ist solange es ein Rechts- oder Linksinverses gibt. Genauso ist eine quadratische Matrix A €
M (n x n, K) invertierbar wenn es A~! mit A~'A = E,, gibt oder wenn es A™! mit AA™' = E,
gibt.

5.4 Koordinatentransformationen

Wir erinnern an Lemma [4.1.8f ist V' ein n—dimensionaler K—Vektorraum, so liefert jede geord-
nete Basis B = (v1,...,v,) von V einen Isomorphismus von K-Vektorrdumen

P : K" — V
e = ;.

vom Standardvektorraum K" auf V', den wir nun in Abhéngigkeit von B mit ®z bezeichnen.
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Lemma 5.4.1. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und seien geordnete Basen A =
(v1,...,v,) von V und B = (wy,...,w,) von W gegeben. Fiir die darstellende Matriz Mg (f)
mat

fv) = Z Mg (f)jiw; .

(vgl. Satz[5.2.7) gilt:
Mg (f) = M(®z" 0 fo®a),

wobei M im Sinne von Definition die Abbildung
Plofody: K" — K™
beziiglich der Standardbasen von K™ und K™ darstellt.

Beweis:. Wir finden unter Verwendung von Definition im dritten und der Linearitéit von
® im vierten Schritt

f0) = f(@ale) = @6(05' 0 f o Du(e)
— (Z M(@gl ofo <1>A>ﬁej>

M (@5 0 fodu) w;.

Je

3

NE

1

<.
Il

]

Beispiel 5.4.2. Sei f : R? — R? die Spiegelung an der Achse R <1>, der Winkelhalbierenden
des ersten und dritten Quadranten.

Setze by = (D und by = <_11> Dann ist B = (b1, by) eine geordnete Basis von R?. Wegen

for) =br f(b2) = —bs

wird der Endomorphismus f in der Basis B durch die Matrix

1 0
dargestellt.

Wir vergleichen mit der Matrix der linearen Abbildung ®;' o f o &5 : R? — R2. Diese
Verkniipfung schickt e; nach by, dann b; nach b; und b; wieder nach e;. Sie schickt e; nach

by, dann nach —by und dann nach —e;. Wir erhalten also die Matrix <(1) _01) beziiglich der

Standardbasis, wie im Lemma.
Andererseits vertauscht Spiegelung in b; die beiden Standardbasisvektoren: f(e;) = e und

f(ea) = e1. Also gilt in der Standardbases M(f) = ((1) [1)) Wir wollen als néchstes M (f) und

Mpg(f) miteinander in Bezug setzen.
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Satz 5.4.3. Sei V ein n—dimensionaler K—Vektorraum mit geordneter Basis A, W ein
m—dimensionaler K—Vektorraum mit geordneter Basis B und Z ein k—dimensionaler K-
Vektorraum mit geordneter Basis C. Dann gilt fiir alle K -linearen Abbildungen

f:V—=>W udg: W—=Z

die Gleichung
M (go f) = Mg (g) - ME(f) .
fur die Matrizenmultiplikation steht.

wobei “7

Damit wir zwei darstellende Matrizen verkniipfen konnen, muss die Basis fiir den Werte-
bereich der rechten Matrix gleich der Basis fiir den Wertebereich der linken Matri sein. Also:
MS(g) - ME(f) ist nur sinnvoll, wenn C = B!

Beweis:.

Mz (go f @MQ) clogofody)
(o) o100
= < ogo(PB)-M<CI>glofo(I>A>
54T

ME(f)

Hierbei haben wir im dritten Schritt verwendet, dass M die Komposition von Abbildungen in
eine Matrizenmultiplikation {iberfiihrt, vgl. Betrachtung [5.1.6] O]

Jetzt kénnen wir beantworten, wie die darstellende Matrix Mg sich bei Anderungen der
Basen A, B dndert.

Wir iiberlegen uns zuerst, was mit der Identitit passiert!

Definition 5.4.4. Seien A und A’ zwei geordnete Basen von V. Dann heifit die quadratische
Matrix

T4 = MA(idy) = M(@;@ oidy o <I>,4) - M(@;l,l 0 cpA> e GL(n, K)

Transformationsmatriz des Basiswechsels von A nach A’'.

K’n
Da
O jody \%
4
K’n

Da @ o ® 4 eine Abbildung von K" nach K" ist konnen wir hier die Matrix M (9 o ® )
beziiglich der Standardbasis betrachten.

Bemerkungen 5.4.5. 1. Es gilt Tﬁ, -T;{V = F, und T;{V : Tj‘, = F,, denn
T4 - TF = M4 (idy) - M4 (idy) = M4 (idy oidy) = M4 (idy) = E, .

Hier haben wir Satz [5.4.3] benutzt! Also sind Transformationsmatrizen invertierbar. Die
Transformationsmatrizen T4 v und T;{V sind zueinander invers.
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2. Gegeben ein Vektor v € V kénnen wir ihn eindeutig schreiben als v = > A\v; fiir die
Basis A = (vy, ..., v,). Dann ist

M

(Va=1:

An

die Koordinatendarstellung von v beziiglich A. Wenn wir v € V als lineare Abbildung

¥ : A+ X von K nach V betrachten dann ist (v)4 genau M§(?9), wobei wir £ fiir die
Standardbasis {(1)} von K! schreiben.
/

Fiir eine zweite Basis A" = (v],...,v]) gilt v = > pv.. Die Transformationsmatrix

r n

erlaubt uns, die Koeffizienten p; aus den Koeffizienten \; zu bestimmen.
Es gilt
H1 A1
| =Th |
fn An
denn M4, (9) = M+ (idy) - M§(?) nach Satz [5.4.3|

Konkreter konnen wir iiberpriifen: die j-te Spalte von Tﬁ, =M j\‘,(idv) besteht nach Satz
5.2.7 genau aus den ¢;; so dass v; = ), c;jv; ist. Also ist Y-, Ajuy = 37, 5 Ajeijv;. Es folgt
dass j; = > ¢;jA; ist. Insbesondere ist die Transformationsmatrix

Ci1 ... Cip
T4 =

Chl -+ Cpn

3. Sei insbesondere A’ die Standardbasis £& und A eine beliebige Basis (vy,...,v,) und

reiben wir jeden 1SV I v; Vigy e vy Uni) - nn i
schreibe eden Basisvektor v; als (vq;, ..., v,;)". Dann ist
| Vi1 ... Ulg
Té“: v o Up | = :
| Ui ' Upn

4. Sei insbesondere m = n = 1. Eine Basis von K! wird von einem Element ungleich 0
gegeben, ein Element von M(1 x 1, K) ist einfach ein Element von K.

Zum Beispiel ist A = {(4)} eine Basis von K wihrend A" = {(1)} die Standarbasis ist.

Es gilt (1) = 1(4), also ist 7" = () und mit (4) =4 (1) ist T4 = (4).

Wenn wir wie in 1. x = x(1) in der Basis (4) schreiben wollen, ist der neue Koffizient
2 2z ==z-(1) = 1z (4). In der neuen Basis B ist der Basisvektor 4 mal so lang, also
brauchen wir kleinere Koeffizienten.

Wir sehen hier gut, dass sich Koeffizienten und Basisvektoren gewissermaflen invers zu-

einander verhalten: Wenn ich den Basisvektor strecke dann schrumpft mein Koeffizient.

Wir betrachten als néchstes als Vorschau auf den néchsten Satz eine lineare Abbildung
f o+ px. Dann gilt M4 = (u) und M§ = (i), denn jeder Basisvektor wird ja von f
mit g multipliziert.

Es gilt aber Mg (f) = &, denn p(1) = £(4). Es ist auch ME(f) = 4y, denn p(4) = 4pu(1).
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Satz 5.4.6 (Transformationsformel). 1. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum
mit geordneten Basen A und A" und W ein endlich—dimensionaler K—Vektorraum mit
geordneten Basen B und B'. Sei

f: V=W

linear. Dann gilt

Mg () =T M) - (T2) (%)

2. Speziell fir Endomorphismen f : V — V und zwei geordnete Basen B' und B von V
ergibt sich

-1
My (f) = T8 - Ms(f) - (TE) . (3+)
Wir konnen unsere Formel auch schreiben als

Mg (f) =Tg - Mg(f) - T4 -

< Seien Sie gewarnt: Es ist sehr leicht, die Rolle der beiden Basen beim Basiswechsel zu
verwechseln! >>
Wir kénnen die Zusammenhénge des Satzes auch als kommutatives Diagramm schreiben,
d.h. alle Wege zwischen zwei fixen Ecken entlang der Kanten des folgenden Diagramms geben
das gleiche Ergebnis. Es kommutiert also das folgende Diagramm:

MA
. AU o
S,
Tj/ Vv ﬁ-f W Tg,
YIS
K" Km

ME(f)

wobei hier Abbildungen zwischen Vektorrdumen der Form K™ mit ihren darstellenden Matrizen
identifiziert werden.

Beweis:. 1. Wir rechnen:
Mg (f) = Mg (idw o f oidy)
= ME (idw) - MZ(f) - MZ (idy) [wegen Satz [5.4.3

vensbl /
=" Ty M§(f) T4 .

2. ist als Spezialfall klar. [

Beispiel 5.4.7. Sei wie in Beipiel 5.4.2| f : R? — R? die Spiegelung an der Achse R (D,

der Winkelhalbierenden des ersten und dritten Quadranten. Setze b; = G) und by = (_11)

Dann ist B = (by, by) eine geordnete Basis von R?. Wegen

for) =br f(b2) = —be
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wird der Endomorphismus f in der Basis B durch die Matrix

Mp(f) = ((1) _01) :

dargestellt. Wir wollen f in der geordneten Standardbasis £ = (ey, e2) des R? ausdriicken. Aus

by =e1 + e by = —e1 + e

folgt
1 -1
Tg:(l 1)
und A
<T5> T2\-1 1)
Es folgt

M‘f(f):TgMB(f)<Tg>l B G _11) ((1) —01)'% (—11 D :%G _11> G —11) - <(1) é) '

Dies entspricht genau unserer direkten Berechnung aus Beispiel

5.5 Aquivalenz und Ahnlichkeit von Matrizen

Die Form der Gleichung () beziehungsweise von Gleichung (*%) aus der Transformationsformel
gibt Anlass zu der folgenden Definition:

Definition 5.5.1. 1. Zwei (nicht unbedingt quadratische) Matrizen X,Y € M(m x n, K)
heiflen dquivalent, falls es quadratische Matrizen S € GL(m, K) und T' € GL(n, K) gibt,
so dass

Y =SXT7! gilt .

2. Zwei quadratische Matrizen X,Y € M(m x m, K) heilen dhnlich, falls es eine Matrix
T € GL(m, K) gibt, so dass

Y =TXT! gilt .

Bemerkungen 5.5.2. 1. Ahnliche Matrizen sind offenbar #quivalent: setze S = T . Die
Umkehrung gilt nicht. Betrachte X = E,:

e Sei S € GL(m, K) beliebig und setze T := E,,; dann gilt
SXT'=SE,.E,=38S,

also sind die Matrizen S und E,, dquivalent: alle invertierbaren m x m Matrizen sind
aquivalent zu E,,.

e Die invertierbare Matrix S und FE,, sind aber fir S # FE,, nicht dhnlich: fiir alle
T € GL(m, K) ist
TXT'=TE, T '=TT"'=E,,,

also ist nur E,, zur Einheitsmatrix F,, dhnlich.

2. Aquivalenz und Ahnlichkeit sind Aquivalenzrelationen. Wir zeigen dies am Beispiel der
Aquivalenz:
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e Reflexivitit: setze S = F,, und T' = E,,.
e Symmetrie: aus X = SYT7! folgt Y = S71XT .
e Transitivitit: Y = S; X7, ! und Z = SoY Ty ! impliziert

7 = So(Si XTy DTyt = (S28) X (ToTy) ™ .

< Diese Benennug ist recht ungiinstig. “Aquivalent” klingt wie eine stérkere Bedingung als
“dhnlich”. Moglicherweise sind Sie Threm Bruder dhnlich, aber sicher sind Sie nicht dquivalent
zu Threm Bruder. Wir werden uns daran gewdhnen miissen, dass dhnliche Matrizen immer
dquivalent und viele Matrizen dquivalent aber nicht dhnlich sind. >>

Lemma 5.5.3. Zwei Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie dieselbe lineare Abbildung
beztiglich verschiedener geordneter Basen beschreiben.

Die Aussage des Lemmas bedeutet: Zwei Matrizen X,Y € M(m x n, K) sind genau dann
aquivalent, wenn es einen n-dimensionalen K-Vektorraum V mit zwei geordneten Basen A, A’
und einen m-dimensionalen K-Vektorraum W mit zwei geordneten Basen B, B’ und eine lineare

Abbildung f : V — W gibt, so dass gilt
X =Mg(f) wd Y =DMg(f).

Beweis:. “<” folgt sofort aus der Transformationsformel von Satz [5.4.6]
“=" Seien X,Y dquivalente m x n Matrizen:

Y = SXT7!.

Wir betrachten K™ und K" jeweils mit der Standardbasis &,, und &, und finden f mit X =
M(f) nach Satz[5.2.7]

Wir wollen nun Basen A und B fiir K™ und K" finden, so dass Y = M&(f) ist. Nach der
Transformationsformel Satz gilt das, wenn S = Tf{” und 771 =T, Sli ,also T =T, Bg”.

Nach Bemerkung [5.4.53 definieren wir die geordnete Basis A durch die Spalten der Matrix
S~! und B durch die Spalten der Matrix T 1. O

Genauso kann man zeigen, dass zwei quadratische Matrizen genau dann dhnlich sind, wenn
sie den gleichen Endomorphismus beziiglich verschiedener Basen beschreiben.

Satz 5.5.4. Jede lineare Abbildung f zwischen endlich-dimensionaln Vektorrdumen lisst sich

von einer Matriz der Form
E. 0
0O 0/~

darstellen, wobi die Nullen jeweils fiir Nullmatrizen verschiedener Grifle stehen. Hier ist r =

rg (f)-

Jede Matriz X ist dquivalent zu einer Matriz dieser Form.

Ein Blockmatriz ist eine Matrix, deren Eintrdge nicht Elemente von K sondern wieder
Matrizen, wir nennn die Eintriage Bldcke, in unserem Beispiel gibt es einen Block FE, € M(r x
r, K) und die GroBen der verschiedenen Blocke sind wie folgt, wobei wir 0; ; fiir die Nullmatrix

in M (i x j, K) schreiben:
Er Or,n—r
Omfr,r Omfr,nfr ‘

Wir kénnen mit Blockmatrizen nur bedingt wie mit echten Matrizen rechnen, hier verwenden
wir sie nur als niitzliche abkiirzende Notation.
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Beweis:. Wir betrachten die kanonische Faktorisierung und wéhlen geschickte Basen.
Seien V., W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und

FiVowW
eine lineare Abbildung. Wie im Beweis von Satz erginze eine geordnete Basis (vy, ..., vg)

des Untervektorraums ker f von V' zu einer geordneten Basis (vy,...,v,) von V.

Nach Satz B.1.1l1 ist dann
(f(vk+1>7 tt f(Un)))

ein geordnetes Erzeugendensystem von Im f. Die Familie ist auch linear unabhéngig. Nach Satz

.1(b) reicht es zu zeigen, dass f, eingeschriankt auf den Unterraum span g (viy1,...v,) CV

injektiv ist. Aber das gilt, da der Schnitt dieses Unterraums mit dem Kern von f trivial ist.
Ergénzt man die linear unabhéngige Familie

(f(vk-f-l): SR f(Un))

in W in irgendeiner Weise zu einer geordneten Basis

B = (f(vk+1)7 ceey f(vn)a wy, - - - 7wmfr>
von W mit m := dimg W und r := rg f und wihlt bequemerweise als geordnete Basis von V/
die Familie
A: (Uk+1a"'7vn7vla"'avk) )

so hat man fiir f die folgende Blockmatrix als darstellende Matrix:

W= (T 0) Vs
—~—
n—r==%

Der Rang der linearen Abbildung ist dann wegen Satz gleich r.
Schlielich benutzen wir Lemma [5.5.3| um zu zeigen, dass jede Matrix dquivalent zu einer
Matrix dieser Form ist. O

Durch unabhingige Wahl von Basen A von V und B von W kann also die darstellende
Matrix einer linearen Abbildung immer auf eine sehr einfache Form gebracht werden.

Bemerkung 5.5.5. Wir konnen die gleiche Betrachtung wie im Beweis des Satzes iibrigens
auch auf die kanonische Projektion

m: V= V/kerf

anwenden und einen anderen Beweis des Homomorphiesatz [3.4.4] geben. Es gilt ker m = ker f;
daher folgt, dass
{lvksa], - -, [on]}

eine Basis von Im 7 = V/ ker f ist.
Die Abbildung f : V/ker f — Im f ist dann auf der Basis {[vxi1],...,[vn]} von V/ker f
durch

f(lvi]) = f(vi)
definiert und wie im Satz ist f(v;) linear unabhingig und erzeugt das Bild. Damit liefert f nach
Satz als Bijektion von Basen einen Isomorphismus von V/ker f auf Im f.
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Bemerkung 5.5.6. Wir konnen eine gegebene Matrix A € M(m x n, K) explizit in die Form

E,

0 0
fenform zu bringen. AnschlieBend verwenden wir Spaltenumformungen um die erhaltene Matrix
in die gewiinschte Form zu bringen.

Genauso wie eine Zeilenumformung durch Multiplikation von links mit einer Elementarma-
trix beschrieben werden kann, so kann eine Spaltenumformung durch Multiplikation von rechts
mit einer Elemenntarmatrix beschieben werden.

Wir haben dann also E, = T - -- Ty AT} - - - T! und die gewiinschte Ahhnlickeit ist gezeigt.

bringen. Dazu verwenden wir zuerst Zeilenumformungen um A in spezielle Zeilenstu-

Wenn wir mit Matrizen rechnen, wiirde wir gerne den Rang einer Abbildung aus der dar-
stellenden Matrix definieren.

Definition 5.5.7. Sei X € M(m x n, K). Die maximale Anzahl linear unabhéngiger

Spalten von X heifit  Spaltenrang rg (X)
Zeilen von X heif3t Zeilenrang 1g (X)

Als Beispiel betrachten wir mit K = R die linearen Abbildungen f, ¢ : R — R? mit

M<f>=(§ié’> g (M) =1 wmM)) =1 rg(f)=1
1(2)_51> rg (M(g)) =2  12(M(9))=2 18(9) =2

Fiir den Spaltenrang von M(g) betrachten wir

o) -+() () -

Die anderen Rechnungen sind unmittelbar.

Wir haben nun also den Begriff Rang fiir Matrizen und lineare Abbildungen eingefiihrt und
sollten sicherstellen, dass dieser Gebrauch kompatibel ist: Wenn M darstellende Matrix fiir f
ist (beziiglich irgendeiner Basis!), soll gelten rg (f) = rg (M) = rg (M), und unsere einfachen
Beispiele sprechen schon einmal dafiir.

Satz 5.5.8. Wenn M darstellende Matriz fir die lineare Abbildung f -V — W ist gilt vrg (f) =
rg (M).

Beweis:. Wir betrachten zurst den Fall, dass M eine linearen Abbildung f : K" — K™
beziiglich der Standardbasen darstellt. Nach Definition [3.3.7.3) und Satz (a):

rg (f) = dimg Im f = dimg f(K™)
= dimg spang (f(e1),..., f(en)).

Rechts steht die lineare Hiille der Spalten der darstellenden Matrix M (f). Dies ist wegen des
Basisauswahlsatzes gleich der maximalen Anzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren der
Matrix M(f), also genau der Rang von M (f).

Seien nun A und B beliebige Basen fiir V und W, sodass M = Mg\(f).

Die Basen definieren Abbildung ® 4 : K™ — V und ®5 : K™ — W und es gilt ®5' o fod, =
M nach Lemma [5.4.1]

Die Matrix M stellt aber auch eine lineare Abbildung ¢ von K™ nach K™ beziiglich der
Standardbasen dar, und wir haben gezeigt rg (M) = rg (g).

Aber da &5 und P4 Isomorphismen sind, ist der Rang von ¢ gleich dem Rang von f und

es gilt rg (M) = rg (9) = g (f). 0
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Korollar 5.5.9. Zwei dquivalente Matrizen haben den gleichen Spaltenrang.

Beweis:. Seien X, Y &dquivalente Matrizen. Nach Lemma [5.5.3| gibt es eine lineare Abbildung
f, so dass X und Y darstellende Matrizen fiir f sind (fiir unterschiedliche Basen). Es gilt

rg (X) =1g (f) =rg (V). O

Die Aquivalenzklassen von m x n Matrizen sind also einfach zu beschreiben: die einzige
Invariante einer Aquivalenzklasse linearer Abbildung ist ihr Rang. Ahnlichkeitsklassen werden
wir erst im 2. Semester vollstédndig beschreiben kénnen.

Lemma 5.5.10. Sei X € M(m x n,K) und S € GL(m, K). Dann gilt
1. (S™HT = (7)™
2. 1g (X) = 7 (X") und 7 (X) = 1g (XT)

Beweis:. 1.: Aus (ST . ST = (S-S 1Y) = EI = E,, folgt die Behauptung wegen der
Eindeutigkeit der Inversen.
2. ist offensichtlich, da die Transposition Zeilen und Spalten vertauscht. [

Lemma 5.5.11. Aquivalente Matrizen haben auch gleichen Zeilenrang. In Formeln: sind
X,Y € M(m x n, K) dquivalent, so ist

rg (X) =rg(Y).
Beweis:. Wir wissen also, dass es S € GL(m, K) und T € GL(n, K) gibt, so dass
Y =SXT7!
gilt. Die Transposition dieser Matrixgleichung liefert
YT = (SXT)T = (1717 xT ST = (77)"' X7 s7

nach Lemma |5.5.10L1. Somit sind auch die transponierten Matrizen X7 und Y7 #quivalent.
Wegen Lemma [5.5.10[2 und Korollar [5.5.9| erhélt man die Gleichungen

g () B rg (x1) *2 g (v ) B i ()
O
Satz 5.5.12. Zeilenrang und Spaltenrang einer Matrix sind gleich: fir X € M(m x n, K) gilt
rg (X) =rg X .
Beweis:. Hat X € M (m x n, K) Rang r, so ist X nach Bemerkung |5.5.2}4 &dquivalent zu einer

Matrix der Form (%T 8) Daher gilt

E. 0
X) = r V) 2
rg ( %ﬂmrg(o 0>
— — (E, O
X) = r V) 2
% (X) E-5.11) '8 ( 0 0) "
Hieraus folgt rg (X) = r =g (X). O

Bemerkung 5.5.13. Um den Zeilen- oder Spaltenrang einer Matrix zu bestimmen verwenden
wir elementare Zeilenumformungen, also wieder den gauf3schen Algorithmus. Wir kénnen auch
Spaltenumformungen verwenden, wenn n < m ist, dann bietet sich das an.
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6 Intermezzo: Basen fiir beliebige Vektorrdume

Um zu zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis hat, brauchen wir zuerst eine Definition.

Definition 6.0.1. 1. Eine partielle Ordnung < auf einer Menge X ist eine Relation < auf
X mit den folgenden Eigenschaften:
(PO1) reflexiv: x < z fur alle x € X,
(PO2) transitiv: aus * <y und y < z folgt = < z,
(PO3) antisymmetrisch: aus z < y und y < x folgt * = y.

2. Eine Kette in einer partiell geordneten Menge X ist eine Teilmenge K C X, so dass (K, <)
total geordnet ist, d.h. fiir alle h, k € IC gilt h < k oder k < h.

3. Wir sagen eine Kette I in X hat eine obere Schranke, wenn m € X mit k < m fiir alle
k € I existiert.

Das folgende Lemma ist die entscheidende Zutat im Beweis.

Lemma 6.0.2 (Zornsches Lemma). Jede nichtleere, partiell geordnete Menge X, in der jede
Kette eine obere Schranke hat, besitzt ein maximales Element, d.h. es gibt ein x € X, so dass
keiny € X \ {x} mit x <y existiert.

Beweis:. Dieses folgt _auf hochst nicht-triviale Weise aus dem Auswablaxiom. FEine Beweisskizze
kénnen Sie auf dem Ubungsblatt sehen und als herausfordernde Ubungsaufgabe die Details
selbst ausarbeiten. O]

Das Zornsche Lemma ist sogar dquivalent zum Auswahlaxiom, wir konnten in unserer Axio-
matisierung also statt des Auswahlaxioms das zornsche Lemm annehmen. Wir zeigen nun:

Satz 6.0.3. Sei V' ein K-Vektorraum, E C V' ein Erzeugendensystem von V und M C E eine
linear unabhdingige Teilmenge von V. Dann gibt es eine Basis B von V mit M C B C E.

Beweis:. e Wir betrachten die Menge X (M, E) := {A|linear unabhéngig, M C A C E}.
Sie enthélt M selbst und ist daher nicht leer. Sie ist durch Inklusion partiell geordnet.

e Wir zeigen, dass in X (M, E) jede Kette eine obere Schrakne hat, indem wir nachweisen,
dass fiir jede Kette K C X (M, E) die Vereinigung UK := Ugexck in X (M, E) liegt. Es ist
dann klar, dass fiir jedes A € K gilt A C UK, also UK eine obere Schranke ist.

Aus M C A C F fir alle A € K folgt M C UK C E. Zu zeigen ist noch, dass die
Vereinigung UK linear unabhéngig ist. Seien dazu Ay,..., A\, € K und vy,...v, € UK

mit Z?Zl Ajv; = 0. Dann existieren A, ..., A, € K mit v; € A;. Durch Umnummerieren
kénnen wir erreichen, dass Ay, C Ay, C ... C A, gilt. Daraus folgt vy,...,v, € A,.
Aus der linearen Unabhéngigkeit von A, ergibt sich \; = ... = A, = 0. Also ist UK

linear unabhéngig und eine obere Schranke der Kette K in X (M, E). Somit ist X (M, E)
induktiv geordnet.

e Da X (M, E) nicht leer und partiell geordnet ist, und jede Kette eine obere Schranke hat,
existiert nach dem Zornschen Lemma ein maximales Element B € X (M, E). Dieses ist
per Definition eine linear unabhéngige Teilmenge von V mit M C B C E. Wegen der
Maximalitét von B muss fiir jeden Vektor e € E'\ B die Menge B U {e} linear abhéngig
sein.
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Es existieren also A\, A\1,..., A\, € K, nicht alle Null und by,...,b, € B, so dass \e +
Z?:l Ajb; = 0 gilt. Aus der linearen Unabhéngigkeit von B folgt A # 0. Damit gilt
e € spang(B). Da dies fiir jedes e € E'\ B gilt, folgt £ = BU (E \ B) C spang(B) und
somit V' = span(F) C span(B). Also ist B eine Basis mit allen geforderten Eigenschaften.

[

Wir haben insbesondere auch die folgenden Aussagen gezeigt, die wir fiir endlich-
dimensionale Vektorrdume schon bewiesen hatten:

Korollar 6.0.4. 1. Jeder K-Vektorraum hat eine Basis. Denn wdhle einfach E =V und
M = 0.

2. Basisauswahlsatz: Aus jedem FErzeugendensystem E eines Vektorraums kann man eine
Basis auswdhlen. Hier wéihlt man einfach M = ().

3. Basiserginzungssatz: Jede linear unabhdngige Teilmenge M C V' ldsst sich zu einer Basis
von V' erginzen. Hier wdhit man einfach V = E.
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7 Determinanten

7.1 Voriiberlegungen

Wir betrachten Fldchen und Volumen in reellen Vektorrdumen.
Zwei Vektoren in R? spannen ein Parallelogramm auf, und wir kénnen uns iiberlegen, was
die Flédche dieses Parallelograms ist.

Wir berechnen die Flache als

1 1 1 1
Area((g) ) (2)) = (a—l—c)(b+d)—§ab—§ab—§cd—§cd—bc—bc:ad—bc

indem wir vom groflen Rechteck vier Dreiecke und zwei kleiner Rechtecke abziehen.
Allgemeiner fragen wir uns nach dem Volumen des Parallelotops, das n Vektoren in R"
aufspannen.

Definition 7.1.1. Sei (by,...,b,) eine Basis von R™. Dann heifit die Teilmenge
P={aby+ - +apb,|]0<; <1} C R”

das von by, . ..bs aufgespannte Parallelotop oder Spat.

b3 A

Wir fithren zwei Konstruktionen ein, die uns helfen werden, das Volumen des Spats zu
berechnen, aber auch unabhéngig von hohem Interesse sind.

Definition 7.1.2. Seien v = (vy,...,v,)T,w = (w1, ..., w,)T € R™. Dann ist das Skalarprodukt

von v und w definiert als v.w =), v;w;.
Wir nennen ||v|| = /v.v die (euklidische) Norm des Vektors v, alltagssprachlich die Ldnge.
Zwei Vektoren v, w mit v.w = 0 heiflen orthogonal.

Es gilt auch v.w = vTw und das Skalorprodukt (nicht aber die Norm) kann iiber jedem
Korper definiert werden.
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Definition 7.1.3. Seien nun v, w € R3. Dann ist das Vektorprodukt definiert als

U1 wy VW3 — UzW2
VX W= | v X | wy | = | V3w — VW3
V3 W3 V1We — VW1

Lemma 7.1.4. 1. Das Skalarpodukt ist symmetrisch v.w = w.v und das Vektorprodukt ist
antisymmetrisch: v X w = —w X v. Insbesondere ist v X v = 0.

2. Skalarpodukt und Vektorprodukt sind bilinear, d.h. (Av + pw).u = Av.u+ pw.u und (Av +
W) X U= AU X U+ pw X u

3. Es gilt (ux v)w = u.(v X w).

Beweis:. 1. Das folgt direkt aus der Definition. Fiir den letzten Satz betrachten wir v x v =
—v X v und erhalten v x v = 0.

2. Direkt aus der Definition.

3. Dies ist eine direkte Rechnung. Wir kénnen z.B. Koordinaten fiir unsere drei Vektoren
wéhlen und beide Rechnungen ausfiihren.

Wir konnen alternativ betrachten, was mit Basisvektoren passiert, da beide Seiten der
Gleichung lineare in allen Eintrégen sind.

Wir rechnen e; X e; = e3, e1 X e3 = —ey und ey X e3 = eq. Durch vertauschen der beiden
Faktoren links dndert sich das Vorzeichen.

Wir schreiben jetzt €5 fiir (e; x €;).ex. Es folgt aus unserer Rechnung dass €193 = €931 =
€312 = 1 und €913 = €397 = €130 = —1. Also gilt die Gleichung fiir alle Fille, wenn die drei
Indizes unterschiedlich sind.

Wenn zwei Indizes gleich sind, dann ist €;;, = 0. Fiir die ersten beiden Indizes ist das klar
wegen e; X e; = 0. Aus der Berechnung von e; x e; folgt sofort, dass €;;; = 0 auch gilt,
wenn ¢ oder j gleich k ist.

Damit gilt immer €;;, = €5, und das zeigt 3. ]

Bemerkung 7.1.5. Aus der Schule kennen Sie vielleicht geometrischere Definitionen: a.b =
llal| - [|b]| cos(Z£(a,b)). Aber was genau ist der Winkel zwischen zwei Vektoren, insbesondere in
hoheren Dimensionen? Wir definieren Z(a.b) = cos_l(m). Dafiir miissen wir wissen, dass
a.b < ||a|| - ||b]|, das ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, dazu (wahrscheinlich) spéter
mehr.

Das Vektorprodukt a x b ist der Vektor orthogonal zu a und b mit Norm ||a||.||b]| sin(£(a, b))
und Orientierung entsprechend der “Rechte-Hand-Regel”.

Es lasst sich nachrechnen, das dies aus unserer Definition folgt, die Details konnen Sie auf
dem Ubungsblatt ausarbeiten.

Das Vektorprodukt hat zahlreiche Anwendungen (in Ingenieurwissenschaft und Physik), wir
werden es hier nicht im Detail studieren.

Definition 7.1.6. Das Spatprodukt von drei Vektoren a,b, c € R? ist a.(b x c).
Lemma 7.1.7. Das Spatprodukt erfiillt die folgenden Rechenregeln:
1. a.(b x c) ist linear in jeder der drei Variablen.

2. a.(b x ¢) ist alternierend: wenn zwei Vektoren gleich sind, dann ist das Spatprodukt 0.
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3. 61.<€2 X 63) =1.
Beweis. 1. Dies folgt sofort aus Lemma 2.

2. Wir sehen aus Lemma [7.1.411, dass a.(b x b) = 0.
Es gilt a.(a x b) = 0 denn mit Lemma [7.1.4)3 gilt a.(a x b) = (a X a).b.

SchlieBlich gilt a.(b x a) = —a.(a x b) mit Lemma [7.1.4]1 und wir haben gerade gezeigt,
dass dies 0 ist.

3. Dies folgt sofort aus der Definition. O]

Bemerkung 7.1.8. Die Eigenschaften aus Lemma gelten auch fiir das Volumen des
Parallelotops, das a, b, ¢ aufspannen. (Wenn wir einen Vektor skalieren dann skaliert sich das
Volumen. Wenn a = b (oder b = ¢ oder a = ¢) dann ist das Parallelogramm entartet und hat
kein Volumen. Das Volumen des Einheitswiirfels soll 1 sein.)

Das Spatprodukt ist in der Tat nichts anderes als das Volumen des Spats, den a, b, ¢ auf-
spannen. Mit den klassichen Beschreibungen aus Bemerkung lasst sich das zeigen:

Wir betrachten das Parallelogramm, das b und ¢ aufspannen als Basis, und mit a = Z(b, ¢)

haben wir die Grundfliche A = ||| - ||¢|| sin(«).

Als néchstens bestimmen wir die Hohe des Spats. Dies ist h = ||a|| cos(f), wobei 8 der
Winkel zwischen a und der Orthogonalen zu a und b ist. Also ist § = Z(a,b X ¢).

Zusammen erhalten wir das Volumen A - h = a.(b X ¢). Allerdings haben wir einen Punkt
vernachlassigt: Das Vorzeichen van b x ¢ hangt von der Reihenfolge der Vektoren b und c ab.
Der Absolutbetrag von a.(b x c) ist also das Volumen des Spats, aber das Vorzeichen gibt die
Orientierung der drei Vektoren a, b, ¢ an!

Wir haben diese Voriiberlegungen nicht im Detail ausgefiihrt, da wir uns als néchstes mit
einem abstrakten Volumenbegriff beschéftigen wollen, der in jedem endlichdimensionalen Vek-
torraum sinnvoll ist.

Es wird sich zeigen, dass die Eigenschaften aus Lemma ausreichen, um einen Volu-
mensbegriff einzufiihren!

7.2 Die Determinantenabbildung

Wir wollen den Volumensbegriff fiir ein Polypop aus R? und R?® auf allgemeine endlichdi-
mensionale Vektorrdume erweitern. Dazu betrachten wir eine Matrix, deren Zeilenvektoren die
Transponierten der Basisvektoren sind, die das Polytop aufspannen.

Wir mochten dann das Volumen als Abbildung

Mnxn K)— K

mit gewissen Eigenschaften verstehen. Dies ist die Determinantenabbildung:
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Definition 7.2.1. Sei K ein Korper und n € N. Eine Abbildung

det : M(nxnK)— K
A~ det (A)

heifit Determinantenabbildung, falls gilt:

(D1) det ist linear in jeder Zeile: es gilt

(al)T (al)T

und
(ar)" (ar)" (ar)"

)

det | (a;+a))? | =det | (a;))T | +det | (a))T

(an)” (an)” (an)”
Da all unsere Vektoren als Spaltenvektoren zu betrachten sind schreiben wir den iten
Zeilenvektor von A als transponierte (a;)7 fiir einen Spaltenvektoren a; € K.

(D2) det ist alternierend, d.h. stimmen zwei Zeilen {iberein, so ist det (A) = 0.
(D3) det ist normiert, d.h. det (E,) = 1.
Dies sind alles Eigenschafen, die wir vom Volumen eines Spats erwarten wiirde.

Beispiele 7.2.2. 1. Die Identitét erfiillt (D1-3) fiir K.
2. Man rechnet leicht nach, dass die Zuordnung (CCL Z) — ad — be (D1-3) fiir K? erfiillt.

3. Die Zuordnung

a; ag as
by by by | —a-(bxc)=(axb).c
C1 Cy C3

erfiillt nach Lemma (D1-3) fiir R3. Hier haben wir eine 3 x 3-Matrix durch 3 Zei-
lenvektoren (transponierte Spaltenvektoren) dargestellt.

Gegeben eine Determinantenabbildung det nennen wir det(A) die Determinante von A.

Diese Namensgebung legt schon nahe, dass wir zeigen wollen, dass es eine eine eindeutige
Determinantenabbildung gibt. Wir werden nun Eigenschaften einer Determinantenabbildung
zeigen, sowie ihre Existenz und Eindeutigkeit beweisen, und sie berechnen.

Satz 7.2.3. Sei K ein Korper und n € N. Sei det : M(n x n, K) — K eine Determinan-
tenabbildung. Dann gilt fir alle A, B € M(n x n, K) und alle A € K:

1. det (AA) = \"det (A)
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2. Ist eine Zeile von A gleich 0, so ist det A = 0.
3. Entsteht B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen, so ist det B = —det A.

4. Entsteht B aus A durch Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen, so ist
det B = det A.

5. Sei A eine obere Dreiecksmatrix der Form

)\1 *
A= A2
0 An

Hierbei steht * fiir beliebige Fintrdge oberhalb der Hauptdiagonalen. Dann ist

det A=X ...\ =]]N-

J=1

Bemerkung 7.2.4. 1. Eine Determinantenabbildung ist wegen 1. fiir n > 2 keine lineare
Funktion!

2. Sie ist auch nicht additiv: zum Beispiel gilt fir A = B = FE,, dass det A + det B =
2det Fy = 2, aber det(A + B) = det(2E,) = 4det Ey = 4.

3. Wenn wir elementare Zeilenumformungen auf eine Matrix A anwenden, verdndern wir
det(A) in einer genau kontrollierten Weise. Wir konnen also den Gaufischen Algorithmus
verwenden um Determinanten zu berechnen! Dazu folgt gleich ein Beispiel. Allerdings
wissen wir zu diesem Zeitpuknt noch nicht, ob Determinantenabbildungen iiberhaupt
existieren.

Beweis von Satz [7.2.3. 1. Wir rechnen:

()" Aa)” e
det (AA) =det | A : = det : = Adet :
(an)" Aan)" )\(G'n)T
(a1)” T
et [ 2 2 !
= e )\(a3)T =...= et :
: (an)"

2. Aus der Zeilenlinearitét (D1) folgt sofort:

(al)T (al)T (al)T
det A = det 0 =det | 0-0 | =0-det 0 =0.
(an)T (an)T (an)T
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(ar)”

3. Sei A = : . B gehe aus A durch Vertauschung der :—ten und j—ten Zeile hervor,

(an>T

mit ¢ > j. Dann ist wegen (D2):

(al)T (al)T (al)T (al)T (al)
(a; + a;)" (a:)" (a:)" (a;)" (a;)"
0 = det : = det : + det : + det : + det :
(a; +a;)" (a:)" (a,)" (a:)" (a;)"
(a) (an)" (az) (an)” (an)”
=04+det A+det B+0.

4. B entstehe aus A durch Addition des A-fachen der j—ten Zeile zur i—ten Zeile, mit i # j.
Dann ist

(al)T (al)T (al)T
(ai_.l)T (az‘—.l)T (ai—.l)T
det B =det | (a;+ Aa;)T | =det | (a)7 | +Adet | (a;)"
(aiv1)” (aig1)” (aip1)"
(an)" (an)" ()"

=det A+ \-0=det A,

denn die zweite Matrix in der Summe hat die gleichen Eintrége in der i-ten und j-ten
Zeile. Damit wissen wir, wie sich die Determinantenabbildung unter den elementaren
Zeilenumformungen aus Satz verhélt.

5. Sind alle \; # 0, so kann man A durch Zeilenumformungen, die die Determinante nicht
dndern (Addition von Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile) in eine Diagonalmatrix
iiberfithren mit gleichen Diagonalelementen:

MO ... 0
0 Mo ... 0 n
detA=det | . 7 7 T =M A-det By 2
. : : =1
0 ... A

Sind nicht alle A\; # 0, so sei 7 der grofite Index, fiir den A; = 0 ist. Durch elementare
Zeilenumformungen (Additon von vielfachen der Zeilen i + 1 bis n) kénnen wir die ganze
i-te Zeile gleich 0 setzen. Es gilt

A
0 *
det A = det Aict —o—f[x
N 0 O o o ... o — 1 g
7=1
Aig1 ¥
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Korollar 7.2.5. Fiir jeden Korper K und jedes n > 1 gibt es hochstens eine Determinantenab-
bildung
det : M(nxn,K)— K .

Beweis:. Uberfiihre eine Matrix A durch spezielle Zeilenumformung in eine obere Dreiecksma-
trix A’, wobei k Zeilenvertauschungen auftreten. Dann gilt

A1
A/: el %k
0 An

Eine Matrix in Zeilenstufenform ist ein Spezialfall einer oberen Dreiecksmatrix, wir kénnen also
zum Beispiel unsere Matrix in Zeilenstufenform bringen. Dazu miissen wir keine Skalierungen
von Zeilen vornehmen, die Addition von Vielfachen von Zeilen und die Vertauschung von Zeilen
reichen aus.

Fiir jede Determinantenabbildung muss also gelten

det A = (—1)Fdet A" = (=1)* ] \; - O

Jj=1

Bemerkung 7.2.6. Dies zeigt tatsédchlich nur, dass es hochstens eine Determinantenabbildung
gibt, es ist also gerechtfertigt det(A) die Determinante von A zu nennen.

Wir haben aber noch nicht gezeigt, dass es iiberhaupt eine Determinantenabbildung gibt!
Insbesondere ist nicht klar, dass zwei verschiedene Abfolgen von Zeilenumformungen das gleiche
Ergebnis liefern!

Beispiel 7.2.7. Wir arbeiten iiber dem Koérper K = C und betrachten die Matrix

01 1
A=11 1 1
2 3 4
Wir fithren elementare Zeilenumformungen aus:
1 11 1 i 1
det A=—det [0 1 1] =—det |0 1 1
2 3 4 0 3—2i 2
1 1 0
=—det [0 1 i = —(-3i) =3i.
00 2—(3—2i)i

7.3 Existenz der Determinante

Satz 7.3.1. Fir jeden Korper K und jedes n > 1 gibt es genau eine Determinantenabbildung
det,: M(nxn,K)— K

Beweis:. Wir beweisen die Existenz durch vollstdndige Induktion nach n.
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(D1)

Induktionsanfang: definiere

deti(a) :=a
(D1)-(D3) sind in diesem Fall offensichtlich.

Fiir den Induktionsschritt definiere fiir A € M(n x n, K) die folgenden n? Streichungs-
matrizen:

ail a1 aln\‘
A;S'jtr:: 1075 PSP ¥ 75 S——— um)GM((nl)x(nl),K)

Qp1 ... QApj ... Qpn

und definiere fiir beliebiges, aber festes j € {1,...,n}

n

det,(A) ==Y (=1)"a;det,_y (A7)

=1

Wir miissen jetzt die Axiome (D1)-(D3) tiberpriifen.

Entstehe A aus A durch Multiplikation der k-ten Zeile mit A € K: ap; = Aag; und
a;; = a;j fir ¢ # k. Fiir die Streichungsmatrizen gilt:

. Afj’" = Afj'?r da die einzige verénderte Zeile, namlich die k-te Zeile, gestrichen wird.

e Fiir ¢ # k entsteht auch gff” aus Afj” durch Multiplikation einer Zeile mit \ € K,
also gilt nach Induktionsannahme

ety (A5") = Adet, 1 (45 .
Somit ist

detng d:ef (—1)i+jaijdetn_1 (Z;S;W) + (—1)k+jakjd6tn_1zz{£;7‘
i#k
= (=1)HagAdet,_y (AF7) + (1) Xaggdet, 1 A" = Adet, (A) .
i#k

Die Additivitét zeigt man analog.

Mogen die k-te und [-te Zeile iibereinstimmen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
sei k < . Ist i # k und @ # [, so hat die Streichungsmatrix Afj“” auch zwei identische
Zeilen; nach Induktionsannahme folgt

detn_lAfjtr =0.
Also erhalt man:
et A = (1) et o AT (1)t A

e Aus der Gleichheit der k-ten und [-ten Zeile folgt ay; = a;;.
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. AZ-“" geht aus Agjr durch (I — k — 1) Zeilenvertauschungen hervor, wir vertauschen
der Reihe nach die [-te Zeile mit der (I — 1)-ten, mit der (I — 2)-ten und so fort, bis
die [-te Zeile an k-ter Stelle steht. Also gilt

detn,lAlSjtr = (— 1)lik71detn,1A£;r

Insgesamt folgt
det,A=0.

(D3) Die Einheitsmatrix A = E,, hat Eintrége a;; = d;;. Daher gilt

det,(E,) = Z<_1)i+j6ij detnflA;sjtr
1=1
= (=1)det,, 1 A" = detp 1 (Ep1) = 1.

Denn bei den Streichungsmatrizen Afj”’ mit ¢ # j werden zwei verschiedene Einsen auf
der Diagonale gestrichen, so dass die (n — 1) x (n — 1)-Matrix A% nur n — 2 Einsen
enthélt, also eine Zeile enthalten muss, die Null ist. Somit verschwindet nach Satz[7.2.3]2
ihre Determinante. []

Aus dem Satz folgt sofort der

Satz 7.3.2. Spaltenentwicklungssatz von Laplace Fiir jede Matriz A € M(n x n, K) gilt

det (A) = (=1)"a;;det AJ/"

i=1
tr jedes feste 1 < j < n.
fiir g J

Die Vorzeichen im Laplace’schen Entwicklungssatz folgen einem Schachbrettmuster.

indem wir nach der ersten Spalte entwickeln.

Beispiele 7.3.3. 1. K beliebig, A = ﬁ Z)
Nach der zweiten Spalte entwickelt erhalten wir —bc + da. Dann ist det A = ad — cb.
ain a2 ai3

2. K beliebig, A = | as1 agx ass
a31 32 as3

det (A) = Q11022033 — Q11023032 — A21A12033 + (21032013 + A31G12G23 — A31G13G22

Fiir 3x3-Matrizen gibt es die Merkregel von Sarrus: : man berechnet fiir alle drei Parallelen
zur Hauptdiagonalen — hier durchgehend eingezeichnet — die Produkte der Eintrage und
addiert die Ergebnisse auf. Davon zieht man die drei Produkte der Eintrdge auf den drei
Parallelen der Nebendiagonalen — im Schema gestrichelt gezeichnet — ab.

a1 @12 a13 ai a2

- - -
- - -
- - e
- - e

G21 G2 G23  Ag1 Q922
\ />\ \

asi as2 ass asi as2
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Vorsicht: in der Entwicklung der Determinante einer n x n—Matrix treten n! Terme auf;
es gibt also keine Verallgemeinerung der Regel von Sarrus fiir n > 4, die es erlaubt, nur
mit Produkten auf Haupt- und Nebendiagonalen zu arbeiten!

Wir illustrieren die Berechnung durch Entwicklung nach der ersten Spalte:

0 11 i1 1 i 1 i
det |1 i 1 :O-det<3 4>—1-det<3 4>—|—2-det(i 1)
2 3 4
=—(4-3)+2(1-i%)=3i.

Rechnerisch ist die Berechnung von Determinanten mit Hilfe von Entwicklungsséitzen
weniger effizient als mit dem GauBalgorithmus.

Satz 7.3.4. Die Determinante ist auch linear in jeder Spalte; d.h. fiir alle Spaltenvektoren
ap, ..., an, aj,a; € K" und A € K gilt

det(ay ... Aaj...a,) = Adet(ay...q;...a,)

det(a;... aj+dj...a,) =det(ar...d}...a,) +det(ar...aj...ay)

Beweis:. Aus der Entwicklung nach der j—ten Spalte folgt:

det(ay ... N\aj...a,) = Z(—l)i“(}\aij) det A7/ = Adet A .

i=1
Analog zeigt man die Additivitét. ]

Lemma 7.3.5. Fine Determinantenabbildung schickt eine Matriz genau dann nach 0, wenn
diese nicht maximalen Rang hat: det A =0 1g A <n.

Beweis:. Durch spezielle Zeilenumformungen, d.h. Zeilenvertauschungen und Additionen von
Vielfachen von Zeilen zu anderen Zeilen, iiberfithren wir A mit dem Gaufy’schen Algorithmus
in eine obere Dreiecksmatrix A’, vergleiche Betrachtungen [1.3.7| und [1.3.8|

Die Matrizen A und A’ haben gleichen Rang, denn sie gehen auseinander hervor durch
Multiplikation mit einem Produkt von Elementarmatrizen, vgl. Lemmal5.3.7] das eine invertible
Matrix ist.

Aus Lemma ?7?7.3 und 4 folgt

det A’ = +det A .
Es ist
)\1 * n
det A’ = det :H)\i.
0 M) i

Daher verschwindet die Determinantenabbildung, det A = 0 genau dann, wenn wenigstens ein
Aj verschwindet, A; = 0.

Wenn j maximal ist, so dass A; verschwindet, dann ist A’ durh weitere Zeilenumformungen
in eine Matrix zu iiberfithren, in der die j-te Zeile 0 ist, vergleiche den Beweis von Satz[7.2.3]5.
Aber dann ist der (Zeilen)Rang von A < n.

Wenn umgekehrt rg (A) < n ist, dann muss A’ in Zeilenstufenform eine Zeile haben, die
gleich 0 ist, siche Satz[5.3.5 aber das ist nur méglich, wenn ein A; = 0 ist. O

Wir sammeln ein paar Ergebnisse im folgenden Korollar:
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Korollar 7.3.6. Es sind fiir eine n x n-Matrix A dquivalent:
1. A ist invertierbar.
2. 1g (A) = n.
3. 1g (A) = rg (AT) = n.
4. det(A) # 0.

Beweis:. 1. = 2.: Wenn A invertierbar ist stellt es eine surjektive Abbildung f dar und
rg (f) =rg (A) =n.

2. <= 1.: Umgekehrt ist eine surjektive Abbildung K™ — K" invertierbar (Korollar
und damit folgt aus rg (A) = n, dass A invertierbar ist.

2. < 3. wegen Satz [5.5.12

2. & 4. ist Lemma [7.3.5] m

Satz 7.3.7. Fiir alle A € M(n x n,K) gilt det (A7) =det A .

Beweis:. Wegen der Eindeutigkeit der Determinantenfunktion reicht es aus, zu zeigen, dass
auch

det: M(nxn,K)— K
A det AT

eine Determinantenfunktion ist.

(D1) folgt aus der Spaltenlinearitét in Satz[7.3.4]

(D2) Wenn A zwei gleiche Zeilen hat, so hat AT zwei gleiche Spalten. Also ist rg (AT) < n,
nach Lemma muss 0 = det AT = detA gelten.

(D3) folgt aus N
detE, =det El =detE, = 1.

Korollar 7.3.8. 1. Zeilenentwicklungssatz von Laplace: fir jedes A € M(n x n, K) gilt =
det A = Z(—l)i“aij det A7,
j=1

und zwar fir jedes maogliche i, mit 1 < i < n.
2. Entsteht A aus A durch Vertauschung zweier Spalten, so ist

det A= —det A .

Beweis:. 1. Berechne det AT durch Entwicklung nach der i-ten Spalte, die ja genau die i-te
Zeile von A ist.

2. Dann entsteht A7 aus AT durch Vertauschen zweier Zeilen. Aus Satz .3 folgt

det A = det AT = —det AT = —det A .
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Als Beispiel verwenden wir die Entwicklung nach der ersten Zeile zur Berechnung der fol-
genden Determinante:

01 1 . .
det[1 1 1] =0-det bl — det L1 +1-det L
9 3 4 3 4 2 4 2 3

= —2+4i(3—2i) =3i

Vorlesungsskript bis hier. Dies ist das Ende des ersten Semesters. Es folgt das provi-
sorische Skript fiir die erste Vorlesung des zweiten Semesters. Kleinere Anderungen
in der Vorlesung sind moglich.

7.4 Eigenschaften der Determinante

Satz 7.4.1. Determinantenmultiplikationssatz Fiir zwei Matrizen A, B € M(n x n, K) gilt
det(A- B) = det Adet B.

Beweis:. Wenn A oder B nicht invertierbar ist, dann giltt rg (A) < n oder rg (B) < n. Damit
ist det(A)det(B) = 0 wegen Lemma [7.3.5] Aber dann ist auch AB nicht invertierbar (die
zugehorige Abbildung ist nicht surjektiv, wenn A nicht surjektiv ist und nicht injektiv, wenn
B nicht injektiv ist), und det(AB) = 0.

Wir nehmen also an A, B € GL(n, K) und schreiben A = T} ---T; und B = S; --- S als
Produkt von Elementarmatrizen mit Korollar (.3.100 Wir berechnen nun die Determinanten
der Elementarmatrizen:

e Die Determinante von 7(i, j) ist —1 wegen Satz [7.2.3/2 und det(E,) = 1.
e Die Determinante von §(, j, A) ist 1 wegen Satz 4 und det(E,) = 1.
e Die Determinante der Diagonalmatrix A(1,..., A, ..., 1) ist A\ wegen Satz |7.2.3]5.

Dann gilt det(A) = det(T}) - - - det(7}) - - - det(E —n), denn jedes Produkt mit einer Element-
armatrix entspricht einer Zeilenumformung, die die Determinante genau um det(7;) &dndert!
Nach der gleichen Rechnung gilt det(B) = det(S;) - - - det(Ss) und

det(A - B) = det(Ty) - - - det(T;) det(Sy) - - - det(Ss) = det(A) det(B). O
Korollar 7.4.2. Ist A € GL(n,K), so ist det A # 0 und es gilt det A" = (det(A)) ™.

Beweis:. Es gilt
1 = det(E,) = det (A-A_l)@detfl-det AL O
Wir kénnen nun sogar eine Formel fiir das Inverse einer Matrix angeben.
Satz 7.4.3. Fir Ae M(n xn,K) setze B= (b;;) € M(n x n, K) mit
bij = (—1)"7 det Affr :
Man beachte die Reihenfolgen der Indizes! Dann gilt
AB = BA =det (A)E, .

Ist insbesondere A invertierbar, so ist das Inverse von A gleich

1
R B.
det A
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Beispiel: n = 2, K beliebig: A = <g Z) sei invertierbar. Dann ist

e d —c\ 1 d —b
ad—be \-b a ad—be \—-c a ]’

Sie haben auf dem Ubungsblatt verifiziert, dass Fy = AA~L.

Beweis:. e Der (i,i)-te Eintrag von AB ist:
> agbi =D ay(—1)det AF" = det A
J=1 j=1

nach dem Zeilenentwicklungssatz fiir die —te Zeile.

e Der (i, k)-te Eintrag von AB ist fiir ¢ # k:

n

Zam ik — Zaz J+kdet (AS;T) = Zakj(—l)j+kdet (;{gjﬁ") IE:mdet Z ,

Jj=1

wobei A aus A entsteht, indem man die k-te Zeile durch die i—te Zeile ersetzt. Dies dndert
nicht die Streichungsmatrix, da die k-te Zeile dort ohnehin gestrichen wird. Beim Ma-
trixelement @ t ar; haben wir eine entsprechende Anderung des Index vorgenommen. Wegen

i # k hat A zwei Zeilen mit identischen Eintragen, also ist det A=0.

e Aus dem Spaltenentwicklungssatz folgen die analogen Aussagen fiir das Produkt B - A.
O

Satz 7.4.4. Cramersche Regel Seien ay,...,a,,b € K" und sei die Matriz A = (ay,...,a,)
invertierbar. Dann ist die eindeutige Losung x € K™ des inhomogenen linearen Gleichungssy-
stems von n Gleichungen fiir n Variablen

Ar =b
gegeben durch
det (al, ¢ 7 b, Aiity-- - ,Cl,n)
€Tr; =
det A
Beweis:. e Das lineare Gleichungssystem Az = b hat die eindeutige Losung
=A""

e Mit dem Ergebnis von Satz

1 oy
-1 — —_ 7,+j St?"
(A )Z.j detA< 1) det A,
folgt
) —1 o 7,+ Str\ | p.
x; = JEZl (A7) i ]_detA Tdet (A7) - b; .

Wir zeigen nun die Identitéat

(—1)i+jdet Afitr = det (al, ey A1, €5, A1,y - - ,Cl,n) .
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Sie folgt aus

ari; ... Qj-1;1 0 Qir11 - Qpjd

al,j e ai*l,j 1 GZ'JrLj . a/n,j
(ala"'7ai—1a6j7ai+17"-7an): 0

A1pn - Ai—1n 0 Qit1n -+ Ann

und Entwicklungssatz [7.3.2| nach der i-ten Spalte. Aus der Spalten-Linearitéit der Deter-
minante und .
b = Z bjej
j=1

folgt sofort

xT; = det (al,...,ai_l,b,aiﬂ,...,an) .

1 n
E det (aq,... Ai—1,€5,AQj41,5...,0n b; =
— ( 15 ) 1 J 1 )] ]Et 4

det A —

]

Betrachtung 7.4.5. 1. Ahnliche Matrizen haben die gleiche Determinante. Denn gilt
A=T-A. T}
mit 7' € GL(n, K), so ist nach dem Determinantenmultiplikationssatz [7.4.1

det A=detT-det A-detT"! =det A .

2. Ist V ein n—dimensionaler K—Vektorraum und ® : V' — V ein Endomorphismus, sind B
und B’ zwei geordnete Basen von V', so sind die beiden darstellenden Matrizen

ME(®) und M5 (D)
aghnlich und haben somit die gleiche Determinante.

Definition 7.4.6. Fiir einen Endomorphismus ® : V' — V eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums V' heifit
det (@) := det (M5 (®))

Determinante von ®, wobei B eine beliebige geordnete Basis von V' ist.

Bemerkungen 7.4.7. 1. Fiir Endomorphismen &, ¥ : V — V gilt:

(a) det ® # 0 < P ist Automorphismus.

(b) det (P') = 1 fiir alle Automorphismen ®.

(c) det (P o W) = det (P)det (V)
2. Sei nun V = R2. Fiir eine Drehung ® = Ry um den Ursprung ist

cosf) —sind

det Ry = det (M(Ry)) = det ( sin @ cos 0

) =cos’f +sin?0=1.
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A Leere Summen und Produkte

An verschiedenen Stellen betrachten wir leere Summen und Produkte und dhnliche Konstruk-
tionen. Wir kénnen diese Konstruktionen per Konvention definieren, aber es stellt sich heraus,
dass es jeweils nur eine sinnvolle Antwort gibt.

Was ist eine leere Summe? Wenn wir eine endliche Summe betrachten, zB. A = " | a;
dann soll natiirlich fiir jedes k gelten

n k n
A:Zai:Zarl— Zai. (5)
i=1 i=1

i=k+1

Fiir k € {1,2,...,n} ist das klar. Aber was ist mit k = 0 oder k = n+1? 30, a; ist eine leere
Summe, da es keine ganze Zahl ¢ mit ¢ > 1 und ¢ < 0 gibt, haben wir keinen Summanden. Aber
kann weiterhin gelten, solange wir diese leere Summe gleich 0 setzen.

Allgemein: Es soll immer gelten >, ,a; + > .., a; = >, ;a; fir Indexmengen [ und .J mit
I'NnJ =0. Aber wenn J leer ist dann kann dies nur fiir ), ; a; = 0 gelten.

Wir kénnen auch einen Schritt zuriick gehen und uns fragen, was Addition eigentlich be-
deuten soll. Wenn wir uns erinnern, wie wir Addition in der Grundschule gelernt haben, (“ich
habe 3 Apfel und jemand gibt mir noch 5 Apfel dazu”) und das mit unseren neuen abstrak-
ten Sichtweise formalisieren, dann erhalten wir: Sei eine endliche Menge von endlichen Mengen
{A1,..., A} gegeben, die alle disjunkt sind, d.h. 4; N A; = 0 fiir alle 4, j. Dann soll

|AjU---UA,| =|A|+ -+ AL

gelten, hier ist |A;| die Méchtigkeit von A;, also die Anzahl der Elemente.

Dann ist die leere Summe genau die Méchtigkeit der leeren Vereinigung: >, [A;| = | Up Ay
Aber die leere Vereinigung muss die leere Menge sein, denn sie enthélt genau die Elemente, die
in einer der Mengen enthalten sind, die wir vereinigen. Aber es gibt gar keine Mengen, die wir
vereinigen! Also gilt >, = ||, | = 0. Wenn ihnen die Leere rechts vom Summenzeichen nicht
geféllt, konnen wir auch schreiben ), [A;| = | Up A;|. Aber das A; ist nur ein Platzhalter, wir
haben ja gar keine Summanden/Mengen.

Wir haben bisher nicht spezifiziert, was fiir Summen wir betrachten, aber das erste Argu-
ment gilt in beliebigen abelschen Gruppen, insbesondere fiir ganze Zahlen, reellee Zahlen oder
Vektoren in einem beliebigen Vektorraum!

Insbesondere folgt, dass der Nullvektor als leere Summe in jedem Spann enthalten ist, sogar
im Spann der leeren Menge!

Betrachten wir als Néchstes noch das leere Produkt. Wieder soll gelten:

Hai:Hai- H a;. (6)

Aber damit dies stimmt, wenn £ = 0 oder kK = n + 1 ist muss das leere Produkt nun 1 sein.

Die leere Summe gibt das neutrale Element der Addition, das leere Produkt ergibt das
neutrale Element der Multiplikation.

Allgemein gilt in jeder Gruppe, dass die “leere Verkniipfung” das neutrale Element sein
muss!

Wenn wir diese Aussage mit Mengen interpretieren wollen, dann ist das Ergebnis vielleicht
etwas iiberrauschend: Das leere Produkt von Mengen ist die Menge mit einem Element! Wie
kann das sein? Was sind die Elemente in einem kartesischen Produkt []" ; A bei dem alle
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Faktoren gleich sind? Ein Element a; € A fiir jedes . Aber das ist nichts anderes als eine
Funktion {1,...,n} — A. Also ist | [[}_, A| die Anzahl dieser Funktionen.

Und fiir jede Menge es gibt genau eine Funktion von der leeren Menge nach A! Namlich die
leere Funktion, das hatten wir in der Ubungsaufgabe 4.2.2 gezeigt.

Da das leere Produkt 1 muss insbesondere auch gelten 0! = 1. Wir kénnen auch dies aus der
Perspektive von Abbildungen von Mengen betrachten: n! ist die Anzahl aller Permutationen
von n Elementen, also aller Bijektionen {1,...,n} — {1,...,n}. Dann ist 0! die Anzahl der
Bijektionen von ) nach (). Wie wir uns gerade erinnert haben, gibt es genau eine Abbildung
von ) nach (). Diese leere Abbildung ist trivialerweise injektiv und surjektiv, also ist es eine
Bijektion und 0! = 1.
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B Was bisher geschah: Kurzzusammenfassung der Ka-
pitel [2 bis

1. Wir haben zuerst unser algebraisches Grundwerkzeug entwickelt:

Gruppen, z.B.. Z/n oder S,

Korper, insbesondere R, Q, die komplexen Zahlen C und den endlichen Koérper F,
mit p Elementen, wobei p prim ist.

Ringe wie Z oder (Z/n, +, -) oder den Polynomring K [T’ fiir einen Kérper K getrof-
fen.

Abbildungen, die algebraische Struktur erhalten heilen Homomorphismen.

2. Fiir einen gegebenen Korper K haben wir den Begriff des K-Vektorraums kennengelernt.
Wir betrachten auch:

Untervektorraume U < V.

Zu einem Untervektorraum U C V koénnen wir den Quotienvektorraum V/U kon-
struieren, in dem wir den Unterraum U “gleich null setzen”. Es gibt eine kanonische
Surjektion V' — V/U.

Zu zwel Untervektorrdumen bilden wir ihre Summe W, + Ws.

Fiir eine Familie von Vektorraumen (V;);c; bilden wir die duflere direkte Summe
DierVi-

3. Wir haben K-lineare Abbildungen f : V — W definiert. Eine K-lineare Abbildung mit
K-linearem Inversen ist ein Isomorphismus, geschrieben V' = W.

Urbilder von Untervektorraumen in W sind Untervektorrdume von V. Insbesondere
ist der Kern von f als Urbild von 0 € W ein Untervektorraum von V. Die lineare
Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn ker f = {0} gilt.

Bilder von Untervektorrdumen in V' sind Untervektorrdume in W, insbesondere ist

J(V)<w.
Der Raum Hompg (V, W) der K-linearen Abbildungen ist selbst ein K-Vektorraum.

Es gilt der Homomorphiesatz fiir eine lineare Abbildung f: V' — W erhalten
wir einen eindeutigen Isomorphismus f : V/ker f = Im (f) und eine Faktorisierung
von f =10 fom wie in diesem Diagramm:

T w

V/ker f -1 = o(W)

4. Aus den Vektoren eines Vektorraums kann man Linearkombinationen bilden. Dies fiihrt
auf zwei wichtige Begriffe

B C V ist ein Erzeugendensystem wenn gilt span, (B) = V.

B ist linear unabhéngig, wenn nur triviale Linearkombinationen von Elementen in

B gleich null sind.
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e Eine Familie B von n Vektoren in V' definiert eine lineare Abbildung von K™ nach
V', die injektiv ist, wenn B linear unabhéngig ist und surjektiv, wenn B Erzeugen-
densytem ist.

e Linear unabhingige Erzeugendensysteme heiflen Basen. Basen sind maximale linear
unabhéngige Familien und minimale Erzeugendensysteme. Sie existieren fiir jeden
Vektorraum.

e Die Anzahl der Basiselemente ist eindeutig und heiffit die Dimension des Vektor-
raums.

e Der Basisauswahlsatzerlaubte es uns, aus Erzeugendensystemen eine Basis aus-
zuwéhlen.

e Der Basiserginzungssatz erlaubt es, linear unabhéngige Familien zu Basen zu

erganzen.

Fiir jede lineare Abbildung f : V' — W zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen gilt
die Dimensionsformel. Mit rg (f) = dim(Im (f)) ist rg (f) + dim ker(f) = dim(V).

Wir kénnen auch die folgenden Dimensionen berechnen:
[ ] dll’IlK<W1 + Wg) - dlmK(Wl) + dlmK(Wg) - dlmK(Wl N Wg)
e dim(V/U) =dimV —dimU
e dim Homg (V, W) = dim(V') - dim(W).
. Wir haben den Vektorraum M (m x n, K) der m x n-Matrizen betrachtet.

e Wir kénnen Matrizen multiplizieren: (A- B)y = Y y A;;Bjj,. Vektoren lassen sich als
Matrizen auffassen und insbesondere gilt (A -v); = > Ajjv;

e Wir kénnen Matrizen transponieren: (A”);; = A;;. Es gilt (AB)T = BT AT,
e Invertierbare Matrizen bilden eine Gruppe GL(n, K).

e Matrizen in M(m x n, K) stellen lineare Abbildungen von K™ nach K™ dar.

Wir haben explizite Beschreibungen fiir jede lineare Abbildungen f : V — W zwischen
endlich-dimensionalen Vektorraume. Dazu miissen wir geordnete Basen A = (vy,...v,)
fir V und B = (wy, ... w,,) fur W wihlen.

e Jede geordnete Basis A von V' gibt einen Isomorphismus vom Standardvektorraum
K™ mit Standardbasis auf V:

G : K" — V mit Dyle;) =v;.

e Es gibt eindeutige Elemente (m;;) von K so dass f(v;) = >_;myw;. Dann ist
MZ(f) = (my;) die darstellende Matrix von f beziiglich der Basen A und B. Dies
gibt einen Isomorphismus

Mg : Homg(V,W) — M(m x n, K)

von K Vektorrdumen.
Es gilt ME(g) - Mz (f) = Mg\ (g o f).
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e Ein Basiswechsel zwischen Basen A und A’ wird durch invertierbare Transformati-
onsmatrizen
T = M7 (idy)

beschrieben. Fiir lineare Abbildungen gilt die Transformationsformel
) -1
ME (@) = T8 - MA(®) - (T;;‘) .

e Zwei (nicht notwendigerweise quadratische) Matrizen X, Y heiflen dquivalent, wenn
es invertible Matrizen S, T gibt mit Y = SXT 1. Jede Matrix A ist dquivalent zu
einer Matrix der Form

E. 0
(v )

mit 7 = rg (A). Zeilenrang und Spaltenrang einer Matrix sind gleich dem Rang der
zugehorigen linearen Abbildungen.

e Zwei quadratische Matrizen X,Y heiflen dhnlich, wenn es eine invertible Matrix S
gibt mit Y = SXS7L.
6. Fiir die Losungsmenge
Lsg(A,b) :={x € K" | Az = b}

eines inhomogenen linearen Gleichungssystems gilt:

e Lsg(A,b) = () genau dann, wenn b ¢ Im A.

e Lisg(A,b) ist entweder leer oder ein affiner Unterraum der Form xy + ker(a) mit
Dimension n—rg A. Hier ist A = M («) und ker(«) sind die Losungen des zugehorigen
homogenen Gleichungssystems.

Mit dem Gaufischen Algorithmus kénnen wir durch elementare Zeilenumformungen

e lineare Gleichungssysteme l6sen,
e Matrizen invertieren,

e den Rang einer Matrix berechnen.
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