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Blatt 9

Ubung 9.1 (3 Punkte)
Zeigen Sie:

1. Jede Untermenge einer (moglicherweise unendlichen) linear unabhéngigen Menge
von Vektoren ist linear unabhéngig.

2. Enthilt eine (moglicherweise unendliche) Menge von Vektoren eines Vektorraums
eine linear abhingige Untermenge, so ist sie linear abhéngig.

3. Jede linear unabhingige Menge in einem endlich erzeugten Vektorraum V' ldsst sich
zu einer Basis ergénzen.

Ubung 9.2 (7 Punkte)

Hier bezeichnet e; immer den Vektor mit Koordinaten (e;); = 1 und (e;); = 0 wenn j # i.

1. Ist {e1,e1 + 10*2es} eine Basis fiir R??
2. Sei V =T3. Ist {0, e1,e9,e3,e4} eine Basis?
3. Ist {e1 + ieq,ieq + ieg + ies, (i — 1)ea — e3} eine Basis fiir C3?

4. Sei V der Vektorraum der reellwertigen Folgen. Sei f; die Folge, die 1 an i-ter Stelle
ist und sonst 0. Ist {f;};cn eine Basis fiir V7

5. Sei f; der Vektor in R™ dessen i-te Koordinate 0 ist wihrend alle anderen Koordi-
naten 1 sind. Also f; =37, €;. Ist {f1,..., fn} eine Basis fiir R"?

6. Ist B, = {e1 +e2,e2+€3,...,en_1 + €p, e, + €1} eine Basis fiir R"™?

Ubung 9.3 (4 Punkte)

1. Sei V ein Q-Vektorraum. Angenommen fiir (vy,...,v,) in V gilt: Wenn ajv +-- -+
anvy, = 0 fir a; € Z (!), dann sind alle a; = 0. Zeigen Sie, dass (v1,...,v,) linear
unabhéngig ist.

2. Seien {p1,...,pn} Primzahlen und nehmen Sie an, dass a; log(p1)+- - -+a, log(p,) =
0, wobei log den natiirlichen Logarithmus bezeichnet. Zeigen Sie, dass alle a; = 0
sind.
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3. Zeigen Sie, dass R als Q-Vektorraum nicht endlich erzeugt ist.

Hinweis: Sie konnen in dieser Aufgabe die folgenden Fakten annehmen:
e Es gelten die iiblichen Rechenregeln fiir den Logarithmus.
e Jede ganze Zahl hat eine eindeutige Zerlegung in Primfaktoren.

e Fiir eine Primzahl p ist log(p) niemals rational.

Ubung 9.4 (5 Punkte)

In dieser Aufgabe beweisen wir den folgenden Satz: Sei V' ein K-Vektorraum und seien
U,U’ <V Untervektorrdume mit dimg (U) = dimg (U’). Dann gibt es W < V mit V =
UdW und V =U'"® W (innere direkte Summe).

1. Sei V = R? und seien U = spany (e1) und U’ = spany (e3). Finden Sie zwei verschie-
dene Wmit V=UaeWund V=U & W.

2. Seinun V ein K-Vektorraum und seien U, U’ < V Untervektorrdume mit dimg (U) =
dimg (U’) so dass V = U @ U’. Wéhlen Sie Basen (u1, ..., uy) fiir U und (uf, ..., u},)
fir U'. Zeigen Sie, dass fir W = spang(ui + u},...,u; + u}) gilt: UNW = {0},
UNW={0}udU+W=U+W=V.

3. Nehmen Sie nun an, dass U, U’ < V mit dimg(U) = dimg (U’) und U N U’ = {0},
aber U + U’ # V. Finden Sie W mit V=UoW =U" o W.

4. Zeigen Sie nun das allgemeine Resultat: Wenn U, U’ < V mit dimg (U) = dimg (U’),
dann gibt es W <V mit V=UdWund V=U o W.

Ubung 9.5 (1 Punkt)

* Sei K ein endlicher Korper. Zeigen Sie, dass es eine Primzahl p und eine natiirliche Zahl
n gibt, sodass K genau p™ Elemente hat.

Abgabetermin ist die Vorlesung am 18.12.2023.

Begriinden Sie all Thre Antworten!

Geben Sie bitte zu zweit ab und achten darauf, dass jede*r ungefihr die Hélfte der Auf-
gaben aufschreibt, also mindestens 8 Punkte.

Die Punktzahl der Aufgaben entspricht nur ungefihr ihrer Schwierigkeit. Insbesondere
sind Aufgaben mit Sternchen zum Vergniigen da. Sie sind moglicherweise schwieriger als
andere Fragen, aber Thre Punktzahl wird kaum leiden, wenn Sie die Aufgabe nicht 16sen.



