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Blatt 8

Ubung 8.1 (5 Punkte)

1.

Finden Sie in R? drei nichttriviale Untervektorrdume, V;, Vo, V3 mit R? = V) + Vo + V3
und V; N'V; = {0} fir alle ¢, j.

Finden Sie in R? drei nichttriviale Untervektorriume, Wy, Wy, W3 mit R? = W, +
Wo + W3 und W; N W; = {0} fiir alle i, j.

Finden Sie in R® drei Untervektorriume, Uy, Us, Us mit R? = U; + Uy + Uz und
U; NU; # {0} fiir alle ¢, j aber U3 N Uz N U3 = {0}.

Finden Sie einen Isomorphismus Zwischen R3 und Vi & V5 @ V3 fiir die Untervek-
torrdume, die Sie in Teilaufgabe 1 gefunden haben.

Zeigen Sie, dass in Beispiel 2. kein Isomorphismus R? = W @ W & W3 existiert.

Ubung 8.2 (7 Punkte)

1.

Seien U und V' K-Vektorrdume und «, 5 : U — V lineare Abbildungen. Zeigen Sie,
dass o + f linear ist. Geben Sie Gegenbeispiele fiir die folgenden Aussagen:

(a) Im(a + B) = Im(a) + Im(B);
(b) ker(a + ) = ker(a) Nker(p).

Zeigen Sie, dass die beiden Aussagen durch korrekte Inklusionen ersetzt werden
konnen.

Geben Sie ein Beispiel fiir eine K-lineare Abbildung a : V' — V' (nicht idy oder 0),
die o? = a erfiillt.

Sei nun V ein beliebiger Vektorraum und « : V' — V eine beliebige K-lineare Abbil-
dung mit a? = a. Zeigen Sie, dass V = ker(a) @ Im (a) (da wir Untervektorriume
von V betrachten ist hier die innere direkte Summe gemeint).
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Ubung 8.3 (4 Punkte)

1
1

Sei U =R%, V =R3und f: U — V die lineare Abbildung, die e; = (O) nach | 0

-1

-2
und ey = (?) nach | 0 | schickt.
2

1. Finden Sie ker(f).

2. Bestimmen Sie Im(f).

3. Geben Sie einen expliziten Isomorphismus V/Im(f) = R? an.

4. Geben Sie einen Isomorphismus ker(f) @ Im(f) = U an (dies ist die duflere direkte

Summe).

Ubung 8.4 (4 Punkte)

Gegeben sei ein Vektorraum W mit Untervektorrdumen U <V < W.

1. Konstruieren Sie eine injektive lineare Abbildung j : V/U — W/U.
2. Konstruieren Sie eine surjektive lineare Abbildung ¢ : W/U — W/V.
3. Zeigen Sie, dass V/U = ker(q) ist.

4. Zeigen Sie, dass W/V = (W/U)/(V/U) ist.

Abgabetermin ist die Vorlesung am 11.12.2023.
Begriinden Sie all Thre Antworten!

Geben Sie bitte zu zweit ab und achten darauf, dass jede*r ungefihr die Hélfte der Auf-
gaben aufschreibt, also mindestens 8 Punkte.

Die Punktzahl der Aufgaben entspricht nur ungefihr ihrer Schwierigkeit. Insbesondere
sind Aufgaben mit Sternchen zum Vergniigen da. Sie sind moglicherweise schwieriger als
andere Fragen, aber Thre Punktzahl wird kaum leiden, wenn Sie die Aufgabe nicht 16sen.



