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1 Einleitung

Nachdem wir schon einige numerische Verfahren zur Losung gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen kennengelernt haben, befasse ich mich mit der Herleitung ei-
nes Einzelschrittverfahrens hoherer Fehlerordnung, dem Runge-Kutta-Verfahren.
Hierbei beschrinke ich mich zunéchst auf das dreistufige Runge-Kutta-Verfahren,
d.h. in jedem Schritt des Verfahrens werden drei Funktionsauswertungen vorge-
nommen. Spéter werden wir auch vierstufige Runge-Kutta-Verfahren kennenler-
nen, allerdings wird mit wachsender ’Stufe’ die Herleitung der Verfahren immer
komplizierter, weshalb ich die grundlegenden Uberlegungen an den dreistufigen
Verfahren erldutern werde.

2 Herleitung

2.1 Allgemeine Form

Ausgangspunkt ist wie schon bei den vorherigen Verfahren die Integraldarstel-

lung;:
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Anstatt jedoch eine bekannte Quadraturfomel zur Auswertung des Integrals zu
benutzen, wollen wir das Integral mit Hilfe einer allgemein gehaltenen Qua-
draturformel bestimmen. Unter Verwendung von drei beliebigen Stiitzstellen
&1,8€2,&3 im Intervall [zx, zx+1] und beliebigen Integrationsgewichten ¢y, ca, c3
erhélt die Quadraturformel folgende Gestalt:

/ " f e y(@)dz = Bler f&ny(E0) + caf (62, 3(&)) + csf(€s,y(&))]
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Nach Einsetzen in (1) ergibt sich fiir das Verfahren:

y(@rn) = y(an) + e f (€, 9(6) + eaf (62,9(&2)) + caf (Ga,u(&)|  (2)

Die zunéchst beliebig gwihlten Stiitzstellen &1, &2, &3 und Integrationsgewichte
c1, Co,c3 sollen spéter so gewihlt werden, dass ein Verfahren moglichst hoher
Fehlerordnung entsteht.

Zunichst beschéiftigen wir uns mit der Wahl der Unbekannten &; bzw. y(§;) in
Gleichung (2). Die Stiitzstellen &, &a, &3 im Intervall [zy, xx4+1] legen wir allge-
mein fest. Hierbei wird £ = xj, gesetzt, da spéter y(&1) = y(xr) = yi gelten soll.
Zur Bestimmung von y(&;) und y(&2) wenden wir die schon bekannte Pridik-
tormethode an. Damit erhalten wir:

Si=2r S =xp+agh = +azh, 0<aza3<1
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Nach Einsetzen dieser Ergebnisse in (2) erhélt man die allgemeine Form des
Einzelschrittverfahrens:

kv = f(or, yr)
ko = f(&2,y(&2)) = f(zk + azh, yr + hbaikr)
ks = f(&,y(&3)) = f(zr + ash, yr + h(bs1k1 + bs2kz))

Yk+1 = Yk + h[clkl + coko + 037413}

2.2 Bestimmung der Parameter

Unser System hat demnach 8 Parameter as,as, ba1, b1, b3z, c1,c2 und cg, die
wir beliebig bestimmen konnen. Allerdings stellt man einige Anforderungen an
das Verfahren, so dass man zusétzliche Gleichungen zur Bestimmung der Para-
meter erhélt. Eine Anforderung ist, dass die Priadiktorwerte y5 und y; fiir die
Differentialgleichung y" = f(z,y(x)) = 1 exakt sein sollen. Da die Losung der
Differentialgleichung y(z) = x ist, erhélt man folgende Gleichungen:

y(&) = &
< Yk + hbo1 f(zk,yk) = xk + azh
& hba1 = asgh = a9 = by
y(&) = &
e Ykt h<b31f('rk:7 Yr) + bsa f (&2, y(ﬁz))) = 2, +ash
& h(bs1 +bs2) = ash = a3 = b31 + b3

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen war ein Einzelschrittverfahren moglichst
hoher Fehlerordnung zu konstruieren. Daher werden die restlichen Parameter so
bestimmt, dass die Fehlerordnung maximal ist. Dafiir betrachten wir zunéchst
den lokalen Diskretisationsfehler:

diy1 = yY(zppr) — y(zx) — h[C1/51 + coka + 03153}7 (3)



wobei k; die ungerundeten Werte der k; sind.

Um die Fehlerordnung des Verfahrens zu bestimmen entwickeln wir die Aus-
driicke y(wy41) und k; aus (3) in Taylorreihen an der Stelle 2. Unter Verwen-
dung der bereits im letzten Vortrag benutzten Abkiirzungen ¥, G, fy, fz, foz, foy
und fy, erhélt man:

Y(zrep1) = ylor +h) = ylze) + hy' + 507" + §h%y" + O(h*)
=y(zx) + hf + $h®F + th3(F f, + G) + O(h*)

kv = flzr,y(or) = f

ky = f(irk + agh,y(xr) + ash f(zy, y(xk)))
= [+ ashfe + ashf fy + 5030 fux + a30° f fuy + 50307 f2 fyy + O(h3)
= [+ ashF + $a3h*G + O(h?®)

ks = f(irk + agh, y(xx) + h(bsik + b32k_2))

= [+ ashfy, + h(bsiky + bsaks) fy + 330 for + a3(bsiky + ba2ka)h? fuy
+ %(b31/€_1 + b32k_2)2h2fyy + O(h?)

= [+ ashfs + hbsi f fy + hbsa f fy + h?bs2asF fiy + $h%a3 fon
+ agh?(bs1 + bs2) f fay + 5h*(bs1 + b32)? f2fyy + O(R®)

= f+h(agfo + (b1 +b32) [ fy) + h? {a2b32ny + 103 fux
+ az(bs1 + b32) f foy + 5 (b31 + b32)2f2fyy} + O(h?)

= f + ashF + h*(asbso F' f, + 2a3G) + O(h?)

Fiir den lokalen Diskretisationsfehler (3) ergibt sich damit:
1 1
dit1 = ylzk) +hf+ §h2F + éhS(ny + @)+ O(h*) —y(xx) — her f
1
—[heaf + hPczasF + §h302a§G + O(hY)]

1
—[thf + h203a3F + h303(a2b32ny + iagG) + O(h4)}

1
= hf(l —Cp — Cy — 03) + h2F(§ — a9Cy — a363) (4)
3 1 L 1, Lo 4
+h Ff”(é — agcsbse) + G(é - 5002 — 5(13(:3) + O(h%)



Damit wir ein Verfahren 3.0rdnung erhalten, miissen alle Terme in (4) bis auf
O(h*) verschwinden. Mit dieser Bedingung erhilt man folgendes Gleichungssy-
stem:

c1+c2+c3

a2C2 + a3cs

azcgbsa

W= o= =

a%cz + a%c;:, =

Da das System 6 Unbekannte und 4 Gleichungen aufweist, erhédlt man eine zwei-
parametrige Losungsmenge. Wir withlen (beliebig) as und ag als Parameter und
erhalten durch einfache Umformungen, unter der Voraussetzung as # as und
as # %, eine Darstellung der 6 Variablen in Abh#ngigkeit von as und as:

A 6asaz + 2 — 3((12 + ag)
- 6@2&3
c o 30,3 -2
2 o 6@2(@3 — ag)
2 — 3a2
= =2 5
“ 6a3 (a3 — CLQ) ( )
b1 = a
b _ az(az — az)
32 = T 5 o \
a2(2 — 3a2)
b31 = az— ba

Wie die beiden freien Parameter gewéhlt werden ist im Grunde véllig belie-
big, so dass die Parameter je nach Anforderung gewihlt werden kénnen.
Beispielsweise war man anfinglich daran interessiert einfache Zahlenwerte fiir
die Handrechnung oder Werte, die gegeniiber der Rundung unanfillig sind, zu
erhalten. Heutzutage werden die Werte jedoch eher abhéngig von einer Schritt-
weitensteuerung gewéhlt oder auch so, dass der Hauptanteil des lokalen Dis-
kretisationsfehler fiir eine spezielle Klasse von Differentialgleichungen moglichst
klein ausféllt.

3 Runge-Kutta-Verfahren dritter Ordnung

Zur Veranschaulichung werde ich 2 bekannte Runge-Kutta-Verfahren dritter
Ordnung angeben, so dass ersichtlich wird, wie das Verfahren aus den zwei zu
wihlenden Parametern as und a3 entsteht.



3.1 Die Methode von Heun dritter Ordnung:

Mit den Koeffizienten as = % und az = % erhélt man aus (5): ¢ = %, co = 0,
c3 = %7 bo1 = %, b3s = %, b31 = 0 und damit hat die Methode von Heun dritter

Ordnung folgende Form:

ki = f(xr, yr)
ko = f(xr + ghyyk + 5hky)
ks = f(zi + 2h,yi + 2hks)

Ykt1 = Yk + 2 (k1 + 3k3)

Bei dem so konstruierten Verfahren wird der Wert von ko also nur zur Be-
rechnung von ks bendtigt, denn fiir die Berechnung von yi+1 werden nur die
Steigungen von k; und k3 beriicksichtigt.

3.2 Methode von Kutta dritter Ordnung:

Mit den Koeffizienten as = % und ag = 1 erhilt man aus (5): ¢; = %, = %,
c3 = %, by = %7 bso = 2, b3; = —1 und damit hat die Methode von Kutta

dritter Ordnung folgende Form:

ki1 = f(or, yr)
ke = f(zx + 3h,yk + $hk1)
ks = f(xr + h,yx — hk1 + 2hks)

Yk+1 = Yk + %(lﬁ + 4ko + k3)

Nachdem wir zu Beginn eine allgemeine Quadraturformel zur Herleitung be-
nutzt haben, erhalten wir bei obiger Wahl der Koeffizienten die uns bereits
bekannte Simpsonregel als Quadraturformel.

4 Schrittweitenanpassung

Ahnlich wie beim adaptiven Simpsonverfahren ist auch bei der numerischen
Losung von gewohnlichen Differentialgleichungen mit dem Runge-Kutta-Verfahren
eine Schrittweitenanpassung moglich und sinnvoll. Hierbei wird der lokale Dis-
kretisationsfehler mit Hilfe eines Verfahrens hoherer Ordnung abgeschétzt. Um
den Aufwand moglichst gering zu halten, benutzt man fiir diese Abschitzung
Runge-Kutta-Verfahren, in denen die gleichen k; verwendet werden, wie in dem
Ausgangsverfahren. Mit dieser Abschéitzung wird dann nach jedem Schritt der



Fehler berechnet und die Schrittweite je nach vorgegebener Fehlerschranke an-
gepasst.

4.1 Die verbesserte Polygonzugmethode

Die verbesserte Polygonzugmethode (VP) ist ein Runge-Kutta-Verfahren 2.
Ordnung in folgender Form:

kv = f(xk, yr)
ko = f(zi + 2h,yp + 1hky)

Y1 = Yk + hko

Zur Abschétzung der verbesserten Polygonzugmethode eignet sich die gerade
vorgestellte Methode von Kutta (K), ein Runge-Kutta-Verfahren 3. Ordnung,
denn es gilt:

kY" = f(zk,yp) = k{° und

kYT = f(zr + $hoyr + shki) = kX

Die lokalen Diskretisationsfehler der beiden Verfahren sind:

K = y(@esr) —y(ag) — hks
h - _ _
divn = ylegsr) —y(ar) — g(kl + dko + k3)

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen erhélt man fiir den lokalen Diskre-
tisationsfehler:

>

i = E(El + 4k + k3) — hky + dity,

Nach Ersetzen der exakten Werte &; durch die bekannte Naherungen k; und mit
dem Wissen, dass dj\,; = O(h*) erhélt man schlieflich folgenden Ausdruck:

h
dyl g(kl + 4k + k) — hka + O(h")

Q

_ g(kl ks + kg) + O(HY) (6)

Somit kann der lokale Diskretisationsfehler der Verbesserten Polygonzugmetho-
de mit einer einzigen zusétzlichen Auswertung von k3 abgeschétzt und je nach
Grofle des Fehlers, die Schrittweite angepasst werden.



4.2 Methode von Heun zweiter Ordnung

Es ist auch moglich ein Runge-Kutta-Verfahren htherer Ordnung zur Abschétzung
eines Verfahrens einfach zu konstruieren. Als Beispiel sei hier die Methode von
Heun zweiter Ordnung angegeben:

ki = f(xr, yr)
ko = f(xx + h,yr + hk1)

Yor1 = Yk + sh(ks + k2)

Diese kann in ein Runge-Kutta-Verfahren 3.0rdnung eingebettet werden. Ein
Parameter ist schon durch das Verfahren vorgegeben: a; = 1. Wir wéhlen zusétz-
lich ag = § und erhalten mit (5) die restlichen Parameter:

SRR S T T
C1—6, 62_6’ 03—37 32—4, 31—4

Zur Abschéitzung der Methode von Heun 2.0rdnung erhilt man somit ein Runge-
Kutta-Verfahren 3.0Ordnung der folgeden Gestalt:

k1= f(zr,yr)
ko = f(xk + h,yr + hky)
ks = f(zk + h,yp + 2 (k1 + k2))

Yit1 = Yk + 2(k1 + ko + 4ks)

Als Fehlerabschitzung erhalten wir in diesem Fall:

ks + k)00

= g(—/ﬁ — kg + 2k3) + O(h*)

diloy ~ = (k1 + ko + 4ks)

> o =
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