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Vorbemerkung

Dieses Numerik—Skript will, kann und soll kein Lehrbuch ersetzen. Vielmehr mochte es
den Studenten ermdglichen, der Vorlesung zu folgen, ohne den Zwang mitschreiben zu
miissen. Es soll sie auch anleiten, den behandelten Stoff in unterschiedlichen Lehrbiichern
nachzulesen und zu ergénzen und sie damit in Stand setzen, beim Kauf eines Lehrbuchs
eine begriindete Wahl zu treffen.

Daf dieses Skript geschrieben wurde, liegt auch am speziellen Hamburger Studienplan, der
eine Einfiihrung in die Numerische Mathematik parallel zu den Grundvorlesungen {iber
Analysis, Lineare Algebra und Analytische Geometrie vorsieht. Dies hat, neben einer
frithen Einfithrung in die Numerik, den Vorteil, dal theoretische Ergebnisse aus Analysis,
Lineare Algebra und Analytische Geometrie sowohl erginzt als auch motiviert werden
koénnen.

Natiirlich ergeben sich aus dieser Situation auch inhaltliche Konsequenzen. Die Auswahl
des Stoffes muf3, so weit als moglich, danach ausgerichtet werden, was an mathematischen
Kenntnissen durch die Schule oder die parallel laufenden Grundvorlesungen schon bereit-
gestellt worden ist. Deshalb konnen eine Reihe von Themen, die iiblicherweise zu einer
Einfithrung in die Numerische Mathematik gehoren, nicht, noch nicht oder nur marginal
behandelt werden. Auch die Reihenfolge des dargebotenen Stoffes ist diesen Rahmenbe-
dingungen unterworfen. Themenkomplexe, die inhaltlich zusammengehéren, miissen zum
Teil zeitlich entzerrt werden, bis die notwendigen Vorkenntnisse bereitgestellt worden sind.
Aus diesen Griinden sind Ergénzungen durch die Lehrbuchliteratur unverzichtbar.

Die meisten Numerik—Biicher setzen die Kenntnisse aus den Anfanger—Vorlesungen voraus
und sind deshalb als einziges Vorlesungsbegleitmaterial nur bedingt geeignet. Auch dies
ist ein Grund fiir die Erstellung dieses Skriptes.

Diese Schrift geht zuriick auf ein Skript, das von Christoph Maas angefertigt wurde und
von vielen Kollegen, die seither die Numerik gelesen haben (Werner, Hass, Opfer, Geiger,
Hofmann, um nur einige zu nennen), ergénzt, umgearbeitet und aktualisiert worden ist.
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§ 1 Zahlendarstellung und Rundungsfehler

Wir wollen hier nur eine vereinfachte, beispielorientierte und keineswegs vollstindige
Einfithrung in die Problematik des Rechnens an Computern geben. Eine ausfiihrliche-
re, gut lesbare Darstellung dieses Themenkreises, die allerdings gewisse Grundkenntnisse
der Analysis voraussetzt (Differenzierbarkeit, Taylorreihe), findet man z.B. in Stoer: Nu-
merische Mathematik I, §1.

In den (von uns benutzten) Digitalrechnern hat man nicht die reellen Zahlen zur Ver-
fiigung, sondern nur eine endliche Menge A von Zahlen, die sog. Maschinenzahlen.
Also gibt es in jedem Intervall zwischen 2 benachbarten Maschinenzahlen unendlich viele
Zahlen, die der Computer nicht ,kennt“. Man muf also {iberlegen, wie man diese Maschi-
nenzahlen am zweckméfigsten auswéhlt und welche Konsequenzen diese Auswahl fiir die
Ergebnisse unserer Rechnungen besitzt.

Rundungsfehler

Unabhéngig von der Auswahl der Maschinenzahlen muf} eine Zahl z ¢ A durch eine
gerundete Zahl rd(x) € A angenéhert werden. Verniinftig ist hierbei folgende Optima-
litdtsforderung

lrd(z) —z| < |y —z| VyeA.

Liegt = genau in der Mitte zwischen 2 Maschinenzahlen, benotigt man eine Zusatzregel:
man wahlt z.B. die betragsgréfiere der beiden moglichen Zahlen.

Wie mufl nun eine Fehlergrofe festgelegt werden, die Auskunft iiber die Genauigkeit einer

Approximation gibt? Grundsatzlich gibt es zwei Fehlertypen:

1) absoluter Fehler e.,s = rd(z)—=

rd(z) —x

T

2) relativer Fehler e, =

Ihre Bedeutung machen wir uns an Beispielen klar.

Die Entfernung der Mittelpunkte von Erde und Mond bis auf einen absoluten Fehler von
5 m zu bestimmen, ist aulerordentlich genau. Fiir die Angabe der Grofle einer Parkliicke
ist eine Fehlermarke von 5 m &uflerst ungeniigend. Ein absoluter Fehler von ca. 50 ¢m ist
hier angebrachter. Diese Fehlergrofle ist wiederum bei der Bestimmung der Wellenlénge
des sichtbaren Lichts (etwa 0.4-107% m bis 0.8 - 107% m) mehr als wertlos.

Die Tolerierbarkeit eines Fehlers wird also weniger durch seine absolute Grofle als durch
sein Verhéltnis zur GroBenordnung des exakten Werts festgelegt (relativer Fehler).

Es hat sich deshalb als sinnvoll erwiesen, die Maschinenzahlen so zu verteilen, daf} fiir jede
Zahl z aus den Intervallen [—M,—m] bzw. [m,M] der Zahlen, die man im Rechner
darstellen will, (m bzw. M sind die kleinste bzw. groite positive ganze Zahl, die man

rd(x) — x

im Rechner darstellen will) der relative Fehler betragsméfig eine moglichst

x
kleine Schranke nicht {ibersteigt. Dies fithrt zur Benutzung der Gleitpunktdarstellung fiir
Zahlen im Rechner, die dieser Bedingung geniigt, wie wir noch zeigen werden.



Gleitpunktdarstellung
Eine Zahl wird dargestellt in der Form

a = :l:ao.alag at,l-gp

Hierbei ist: ¢ die Basis (g = 10, Dezimalsystem, wird bei der Eingabe von Zahlen in
den Rechner und bei der Ausgabe von Ergebnissen benutzt,
intern benutzen die Rechner das Dualsystem, g = 2 oder das
Hexadezimalsystem ¢ = 16),

p, der Exponent, ist eine ganze Zahl, die betragsméaflig rechnerabhingig beschrankt
wird (z.B. |p| <99),

ap.ay...a;—1, a; € {0,1,2,...,9—1}, 7 =0,...,t —1 ist eine Ziffernfolge der Man-
tissenlange t (€ IN). ¢ wird rechnerabhéngig fixiert. Rechnerabhéngig wird gefordert

a # 0 (bei unseren Rechnern)

oder ap = 0 und a; # 0.

Im Rechner wird zur Ein— und Ausgabe von Ergebnissen iiberlicherweise das Dezimal-
system (g = 10) benutzt. Zahlen, die nicht in diese Darstellungsform passen (Zahlen mit
groferer Mantissenlédnge als ¢, z.B. Wurzeln und unendliche Dezimalbriiche) werden im
allg. betragsméfig nach folgender Vorschrift gerundet:

Fir |z| =a0.a1as ... apapq ... - 107 ist
ag.ay ... ag_q - 10P, falls a; < 5
rd@)] = .
(ag.ay ... az_1 + 10 ) - 107, falls a; > 5

Das Vorzeichen bleibt ungeéndert.

Wir berechnen den maximalen relativen Fehler von r~d(x) der Rundung in der Gleit-
kommadarstellung mit ¢ = 10.

Laut Rundungsvorschrift gilt: (falls |z| > m)

rd(z) — x’ < 5-107%- 107,
lz] > ap.ayag...a;-q1 107 > 107 (beachte ag # 0)

L o< 10

somit < 5-107f-107-107 = 1.107"F .



Auf die gleiche Weise zeigt man fiir eine beliebige Basis g¢

[rd(z) — 7|

—t+1
|z]

<1
_29

Diese Zahl heifit Maschinengenauigkeit.

Sie gilt einheitlich fiir den Gesamtbereich der darstellbaren Zahlen, und héngt bei vorge-
gebener Basis g nur von der Mantissenldnge ¢ (der Anzahl der verwendeten Ziffern)
ab.

Das folgende Beispiel zeigt, dafl dies fiir den absoluten Fehler nicht gilt.
Beispiel: ¢ =10, t =10, |p| <99.

1.000000000 - 10~

Differenz 1-1072-107%9 = 10108
1.000000001 - 10799

9.999999998 - 10%

0999999999 . 10% } Differenz 1-1072-10% = 10%

Die absolute Differenz benachbarter Zahlen, und somit auch der Rundungsfehler, wachst
mit dem Betrag der dargestellten Zahl.

Fehler bei der Rechnung

Fehler beim Rechnen mit Computern entstehen aus folgenden Griinden:

1) Die Eingabedaten sind fehlerhaft
a) weil nur eine begrenzte Anzahl von Ziffern (im Dezimalsystem) fiir die Eingabe
zur Verfiigung stehen (1. Rundung),
b) weil diese Ziffern im Rahmen der numerischen Verarbeitung in das Dualsystem
(oder Hexadezimalsystem) iibertragen werden (2. Rundung),
2) a) weil sich die Eingangsfehler aus 1) bei der Rechnung fortpflanzen
und
b) weil bei jeder Rechenoperation i. allg. wieder gerundet werden muf, wodurch

neue Fehler entstehen, die sich wiederum fortpflanzen,

3) durch mangelhafte Programmierung, die den Gegebenheiten aus 1) und 2) nicht
Rechnung tréagt.



Wir illustrieren dies durch einige Beispiele.

a)

Fiir die Subtraktion
5.000000000001 — 5

liefert Matlab Version 6.5 im long-Format das Ergebnis
1.000089...e — 15

statt
1.00000000000000e — 15 .

Dies entspricht einem absoluten Fehler von 8.9-1072 und einem relativen Fehler
von 8.9-1075.

Erklirung: Ganze Zahlen z mit |z| < g* sind iiblicherweise Maschinenzahlen,
also ist 5 eine Maschinenzahl, nicht aber 5.000000000001. Hier tritt zunéchst ein
Rundungsfehler auf beim Konvertieren ins Dualsystem.

Er allein kann aber nicht die Grofle des relativen Fehlers erklaren, der um mehrere
Zehnerpotenzen grofler ist als der der Ausgangsdaten. Er beruht auf dem Phénomen
der sog. ,,Ausloschung®, die bei der Subtraktion annidhernd gleich grofler Grofien
auftritt (fehlerverstirkende Operation). Wir gehen darauf gleich noch ein.

Fiir jedes = # 0 gilt ((%)/10+1)*x—x = 0.1.

Eine Abfrage auf Gleichheit, wie im folgenden Programmausschnitt, (in Matlab-
Formulierung), trifft fast immer Fehlentscheidungen.

for x = 1:10
y = ((2)/104+1) %z —x;
if y==0.1
disp(’gut gegangen’)
else
disp(’schief gegangen’)

end
end

Das Programm wird fast immer ,schief gegangen“ ausdrucken, da auf Grund von
Rundungsfehlern i. allg. y # 0.1 ist.

Bezeichnet maxint die grofite ganze Zahl, die der Rechner darstellen kann, so wird
(sollte) das Programm
n = maxint — 10;

for ¢ = 1:20
disp(n)
n = n+1;

end

wegen ,, Zahlbereichsiiberlauf” aussteigen.
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Es gibt unzéhlige weitere Fehler, die man machen kann. Wie kann man die schlimm-
sten verhiiten?

Hilfe gegen rundungsbedingte Rechenfehler

ist nur begrenzt moglich, aber nicht zu vernachlassigen. Man kann zunéchst

eine Fehleranalyse der Grundrechenarten

durchfithren (um zu wissen, welche Operationen wie gefahrlich sind), die angibt wie sich
Eingabefehler in jedem Schritt auswirken.

Es bezeichne ¢, den relativen Fehler bei der Darstellung der Zahl x im Gleitpunktsystem
der Rechenanlage

d(z) —
Ex = rdz) — z oder rd(z) = x(1+e¢,) .
x

Addition:

Wir berechnen den relativen Fehler €., der Summe z +y.

rd(z)+rd(y) — (z +y)
(x+y)

Exty N

Man kann nur ,,~“ schreiben, denn rd(x)+rd(y) muf keine Maschinenzahl sein. Durch
Ausrechnen folgt

rd(z) —x N rd(y) —y
r+vy r+y

Q

€x+y

z Y
Exr T+
T+ r+y

Ey -

FaziT: Bei der Addition von Zahlen gleichen Vorzeichens addiert sich der relative Fehler

der Eingangsdaten hochstens, da #y, #y < 1.

Subtraktion:
Man ersetze in obiger Rechnung y durch —y (also x >0, —y > 0), dann erhélt man

z Y
Ex —

r—Yy r—Yy

Ex—y ~ Ey -

Hier kann ein Ungliick passieren, wenn x und y fast gleich grofl sind (vgl. das Beispiel
a)). Ist zum Beispiel y eine Maschinenzahl, also e, =0, x —y ~ 1072, = ~ 5, so folgt

Eoy ~ 5-10%¢,.

Dieses Phdnomen bezeichnet man als ,, Ausldschung” (richtiger Ziffern).



Multiplikation:

. _ord(x)rd(y) — -y o o2(l4e) - y(l4ey) — 2y
e -y - zy
€z € €z E
— TYEe T IYEy FIYCly _ Erteyterey, R extey
ry
also Ezy N € + gy, also ,relativ ungefahrlich® .

Division: Analog zu oben erhélt man

Ezfy = Ex — Ey-
Geféhrlich ist also vor allem die Subtraktion annéhernd gleich groBer Zahlen. Wir werden
in den Ubungen Beispiele fiir ihre Auswirkung und ihre Vermeidung kennenlernen.

Natiirlich sollte man Fehleranalysen wie oben fiir ganze mathematische Verfahren durch-
fithren. Dies ist sehr aufwendig und im Rahmen dieser Veranstaltung nicht moglich (vgl.
dazu etwa: Wilkinson: Rundungsfehler).

Wir miissen uns hier mit Hinweisen bzgl. der einzelnen zu behandelnden Verfahren zu-
frieden geben.

Allgemein kann man nur empfehlen:

e Vermeide Rechenoperationen, die Fehler verstarken (z.B. Ausloschung).

e Vermeide Verfahren, die eine zu genaue Angabe von Eingabedaten oder Zwischen-
ergebnissen (vgl. etwa Beispiel b)) verlangen.

e Vermeide Eingabewerte, fiir die das Problem sich kaum von einem unlésbaren Pro-
blem unterscheidet, oder die in der Ndhe von Werten liegen, fiir das sich das Ver-
fahren unvorhersehbar verhélt.

e Vermeide rundungsfehleranfillige Verfahren (Beispiele werden wir kennenlernen).



§ 2 Polynome

Definition 2.1

Seien ag,ay,as,...,a, reelle oder komplexe Zahlen (a; € IR, i = 0,...,n oder
a; € C, i=0,...,n). Dann versteht man unter einem Polynom p
n
px) = ap+ar+ayr®+ ... faat = Zaix‘, 2 =1,
i=0

eine Abbildung
p: C — C
r +— p(z).
Ist a, # 0 (Koeffizient der hochsten auftretenden z—Potenz), so heift das Polynom
p vom Grad n.

Die Menge der Polynome vom Hochstgrad n (n eine natiirliche Zahl: n € IN) be-
zeichnen wir mit

I, = {p:p(x):Zaixi, aiGC}.
i=0

Mathematisch von Interesse sind die beiden Probleme: Sei p € II,, gegeben:
a) berechne p(z) fiir ein vorgegebenes 2 (Polynomwertberechnung),

b) bestimme ein & derart, da8 p(Z) =0 (Nullstellenproblem).

Fiir beide Probleme fiithren wir ein Bespiel an, welches das Vorkommen von Polynomen
demonstriert.

Beispiel (Zinseszinsrechnung)

Ein Unternehmen plant die Anschaffung einer Maschine zum Preis von 20.000,00 Euro.
Bis zu ihrer Verschrottung nach 5 Betriebsjahren werden von dieser Investition die aus
der folgenden Tabelle ersichtlichen Beitrédge zum Gewinn erwartet.

Sei

as = Kaufpreis der Maschine,

n = Anzahl der Jahre bis zur Verschrottung der Maschine,

a, = Gewinn nach 5 —n Jahren,

ap = Gewinn im 5. Jahr einschliefllich Verschrottungskosten oder Verschrottungserlos der
Maschine.

n | 4 | 3 | 2 | 1 | o0
an | 2200 | 6000 | 6900 | 6900 | 4300




a) Eine Bank bietet fiir den Kauf der Maschine einen Kredit zu 10 % Jahreszins an,
und sowohl Zinsen als auch Tilgung sollen von dem mit dieser Maschine erwirt-
schafteten Gewinn bezahlt werden. Lohnt sich diese Art der Finanzierung fiir das
Unternehmen?

b) Wie hoch mufl der Zinssatz auf dem Kapitalmarkt sein, damit es fiir das Unterneh-
men lohnender ist, seine eigenen Mittel in fest verzinsliche Wertpapiere statt in die
neue Maschine zu investieren?

Fallen bei einem Geschéft Zahlungen zu verschiedenen Zeitpunkten an, dann miissen
die Betrdge auf einen einheitlichen Termin auf- oder abgezinst werden. Wir wihlen als
Bezugspunkt das Ende des 5. Jahres nach Anschaffung der Maschine. Bei einem Zinssatz
von z % haben Zahlungen, die k Jahre zuvor geleistet wurden, den (1 + 15;)*—fachen Wert
des urspriinglich gezahlten Betrages. Die Gewédhrung des Kredits stellen wir uns so vor,
dal das Unternehmen beim Maschinenkauf sein Konto entsprechend iiberzieht und alle
ein— oder ausgezahlten Betrage mit dem Zinssatz des Kredits zugunsten bzw. zu Lasten
der Firma verzinst werden. Dann sind die folgenden Buchungen zu berticksichtigen (wobei
as = 20.000 die Kaufkosten bezeichnet):

Gegenstand Betrag | Wert am Ende des 5. Jahres
Maschinenkauf —as —as (1 + 180)5
Einzahlung aus Gewinn Q4 ay (1 + ﬁ)zl
2 z 3
- - as as (1 + ﬁ)
7 zZ 2
- - as as (1 + ﬁ)
-7 = ay a, (1 + ﬁ)
Gewinn und a a
Liquidationserlos 0 0

Setzt man x = (1 + ﬁ), so wird der Gesamtwert aller Transaktionen beschrieben durch
die Funktion

5

2 3 4
plr) = ap+ a1x + ayx® + azx” + agx” — asx” .

In Teil a) unseres Problems muf} also fiir gegebene a; und gegebenes x der Wert p(x)
des Polynoms bestimmt werden (Polynomwertberechnung).

In Teil b) ist ein & (: 1+ %) gesucht, das eine spezielle Eigenschaft haben soll: Mit
dem Zinssatz 2z aufgezinst, sollen die Gewinne aus der Investition der Maschine genau so
viel wert sein, wie die Anlage des Geldes auf dem Kapitalmarkt zu eben diesem Zinssatz.
(Dieser Zinssatz heiit interner ZinsfuB8 der Investition. Fiir jeden hoheren Zinssatz ist
dann die Maschine weniger rentabel als die Geldanlage auf dem Kapitalmarkt.) Fiir das
Z muf also gelten

ap + a1 & + ay2? + as2® + a3t =

bzw. (Nullstellenberechnung) .



Wir befassen uns zunéchst mit einer geeigneten Methode zur Polynomwertberechnung
und betrachten zunéichst die Holzhammermethode zur Polynomwertberechnung (wehe,
wer diese programmiert).

Berechne  a, 2" (n Multiplikationen) )
n—1 _ :
Ap—1 X (n —1 Multipl.) 1494 4= (n+21)n Multipl.
a1 & (1 Multipl.) n  Additionen
Qo

und addiere.

1

Etwas Aufwand sparen kann man, indem z'~" gespeichert wird und daraus z' mit einer

zusatzlichen Multiplikation errechnet wird.

Die elegante Methode wird zunéchst an einem Beispiel demonstriert:

n=4: px) =1 + 2z + 322 + 423 + 5zt
=1 + z(2 + 3z +  4a? + 52%)
=1 + x(2 + (3 + 4z + 5z?))
=1 + (2 + (3 + z(4 + 5z)))
= a + zla 4+ zlaa + zlas + zay)))
= apq + (a3 + z(an2 + z(a,1 + za,)))
—~—
xbn—l
r(an—2 + vbn—Q)
= ap4 + T(@n-3 + T bus)
= Qp-4 + X bn:éz
En—5

Diese Auswertung benotigt nur 4 Multiplikationen und 4 Additionen.

Wir fassen diese Klammer— und Multiplikationsmethode im sog. Horner—Schema zusam-
men:

Horner—Schema zur Berechnung von p(z).

an Ay (y—2 (3 e ay ao
I+ I+ L+ I+ I+ L+
0 5 Tbp1 , Tbyo o Thygz , ... Th . Tb
bn—l bn_g bn_g bn—4 bo b_l
I |
an p(Z)



Es gilt also laut Beispiel

bnfl = Qn
bi_1 = a;+Tb;, t=n—1n—-2,...,1 Horner—Schema (2.1)
boiy = ap+2by = p()

Um zu sehen, was diese Umrechnungsformeln allgemein leisten, tragen wir sie in unser
gegebenes Polynom p(z) ein.

Sei also: a; =b,_y —zb;, i=n—1n—-2,...,0, a,=0b,_1, dann folgt:
n n—1
p(z) = Z a; rt = Z a; ' + a,z"
i=0 i=0
n—1
= Z (bi,1 — i’bl) .Ti + bnfl x"
i=0
n—1 n—1
= bi—l ZL‘i — Zi‘bz l’i + bn—l x"
=0 1=0
n—1 n—1
= b_1 + Z bz‘_llL‘i - Z Zi‘bzl’l + bn_llL‘n
i=1 i=0
n n—1
= b_1 + Z bz‘_l IL‘i -z blfL’Z
i=1 i=0
n n—1
= b_1+beZ_1xZ R— b; ©*
i=1 i=0
n—1 n—1
= b_1+bez~xi —beZx’
i=0 i=0
n—1
= b+ (x—3) > b
i=0

Setzt man nun x = &, so folgt p(Z) = b_1, also die Behauptung der 3. Zeile von (2.1),
und wir erhalten
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Wir fassen das Ergebnis in folgendem Satz zusammen.

Satz 2.2
Sei pn(x) = . a; 2" ein beliebiges Polynom n-ten Grades (n € IN) und % € C
i=0

n—1
beliebig aber fest. Dann ist das Polynom p,_;(z) := > b; 2%, dessen Koeffizienten b;
i=0

mit Hilfe des Horner-Schemas aus p,(z) und z berechnet werden, vom Grad n —1,
und es gilt

~

Pa(7) = pal) + (£ = 2)paa(). (2.2)

Durch Differenzieren von (2.2) folgt

po(@) = pa-a(z) + (2 —2)pl_y(2),
also  pl(2) = pna(2).

Dies liefert die

Folgerung 2.3

Die Ableitung p/,(Z) eines beliebigen Polynoms p, € II,, an einer vorgegebenen Stelle
2 ist als Polynomwert von p,_; € II,_; berechenbar, wobei p,_; aus p, mittels
Horner—Schema berechnet wurde.

Dies kann mit Hilfe des doppelten Horner—Schemas ausgefiihrt werden.

Beispiel: p(z) =1 — 2x + 32% — 42 + 5z?, T =2

5 —4 3 —2 1
(as) (a3) (az) (a1)  (ao)
I+ 1+ 1+ |+ [+
=2 f2~5/ 2'6f2~15/2~28
5 6 157 287 57 = p2)
(b3)  (b2)  (b1)  (bo) (b-1)

2.5 2.16 2-47
5 16 47 122 = p(2)

Bemerkung: Das Schema kann zur Berechnung héherer Ableitungen erweitert werden.
Vorsicht: Hierbei treten noch Faktoren auf (vgl. z.B. Opfer, Korollar 2.5).
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Ist Z eine Nullstelle von p,(x), so zeigt Satz 2.2

p(r) = (2 =2)poa(2). (2.3)

Man kann mit dem Horner-Schema also einen Linearfaktor (z — Z) abspalten.

Definition 2.4
Hat ein Polynom p € II,, eine Darstellung

0)q(z), ke N,

mit einem Polynom ¢ € II,,_x mit ¢(Z) # 0, so heit = k—fache Nullstelle von p,
und k heiflt algebraische Vielfachheit der Nullstelle .

Unter Benutzung dieser Begriffsbildung erhilt man eine weitere Folgerung aus Satz 2.2.

Lemma 2.5

Ein Polynom p, € II,, mit n+1 Nullstellen (wobei mehrfache Nullstellen zugelassen
sind: eine k—fache Nullstelle zéhlt dann als £ Nullstellen) verschwindet identisch, d.h.

pn(z) =0 fiir alle x € C. (Oder dquivalent: p(z) =Y. a; 2" und a; =0 fiir alle 1)
i=0

Andere Formulierung: p, € I, hat héchstens n Nullstellen.

Beweis durch vollstédndige Induktion (zunéchst fiir paarweise verschiedene Nullstellen):
Induktionsanfang: n = 0, also po(x) = ap, ist po(z) = 0 fiir ein & € C so folgt
apg = 0.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei richtig fiir n — 1.

Induktionsschritt: p, € II, habe die n + 1 (paarweise verschiedenen) Nullstellen
Z1,...,%ne1; dann gilt nach Satz 2.2

Pn(z) = Po(Tns1) + (T — Tog1) Poo1(®) = (2 — Tpy1) Puo1(2), par € Iy

pn_1 hat die Nullstellen z4,...,z,, alsoist p,_ 1 =0 nach Induktionsvoraussetzung.

Hat p, mehrfache Nullstellen, so hat es nach Def. 2.4 eine Darstellung

4 4
(H T — T k) Qn— m Z kj, 1, qum € 1l,_

Jj=1

mit einem Polynom ¢,_,,, das keine mehrfachen Nullstellen besitzt und auf das der
vorige Beweis angewendet werden kann. |
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Auf das Problem der Nullstellenberechnung von Polynomen gehen wir an dieser Stelle nur
beispielhaft ein. Wir werden spéater Methoden zur Berechnung von Nullstellen von Funk-
tionen in allgemeinerem Rahmen untersuchen.

Das Newton—Verfahren

Sei f(x) eine reell- wertige Funktion einer reellen Variablen (z.B. ein Polynom).

y
Fiir einen Ausgangspunkt zy € IR
berechne man die Folge (z,)nen 0
f (@)
xn+1 — :En - f/(xn) 5 l‘o 6 IR f(xn)
(Iterationsverfahren) "
X X X
n n+1l

Die Folge ist erklart, falls f/(x,) # 0 ist fiir alle n.

Wird y = f(x) = po(z) durch ein Polynom gegeben, so konnen Nenner und Zahler der
Iterationsvorschrift mit Hilfe des Horner—Schemas berechnet werden.

Wir werden (spéter) zeigen (was obige Zeichnung vermuten 1at):

Sei y = f(x) eine stetig differenzierbare Funktion mit einer Nullstelle z*. Ist dann
f'(z*) #0 und wird =z hinreichend nahe bei z* gewéhlt, so konvergiert die durch das
Newton—Verfahren gelieferte Folge gegen x*.

Problematisch ist immer das Finden einer geeigneten Ausgangsniherung z, fiir z*. Fir
Polynome wird das erleichtert durch

Satz 2.6 Finschlieffungssatz fiir Polynomnullstellen.

Hat das Polynom p(z) = > ;2" mit a, =1 eine Nullstelle z*: p(z*) =0, so gilt
i=0

n—1
a) |z*|] < max (1, > |az~|)
i=0

b) | < max (laol, 1+ o]

i=1,...,n

Beweis:

Wir zeigen: AufBlerhalb dieser Schranken gilt immer |p(z)| > 0.
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Hilfsmittel: Dreiecksungleichung (z.B. Konigsberger 1, §2.2)
1 )
=Tyl = le—yl < Jzl+ly  VayeR

(3) n
=0

n
> Ti
1=0

Wir zitieren diese Formeln unter den angegebenen Nummern (1)—(3).

n—1
a) Sei |r| > max (1, > |ai\>. Es gilt wegen a, = 1:
i=0

n—1 A (1) n—1
p@)] = "+ > ad| = 2" = )
=0 =0
(3) . n—1 i . n—1 i
> 2 = Y Jwal] = 2 =) el |
=0 =0
n—1
> 2" = ) al e, denn x| > 1;
=0

n—1
_ (m B m) - 0,
=0

n—1
denn [z"7'| > 1 wegen |z| >1 und |z|— Y. |a;] > 0 nach obiger Voraussetzung.

=0
b) Sei |z| > _max (lag|, 1+ |a;]). Unter Beweis a) wurde gezeigt:
n—1
p(@)] = e = Y il ]
i=0
n—2
= 2" (2l = lan-i) = > lail |
—— X
> 1 nach Voraussetzung =0
n—2 n—3
> 2 = Y el = 2R (2] = Janal) = Y Jal |27]
i=0 R i=0
n—3 n—4
> |22 = ) el = 2 (] = Jansl) = Y Jal |27]
i=0 N i=0
0
> |zt - Z la;| |#'] = |z| —Jag] > 0 mnach Voraussetzung.
i=0
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§ 3 Interpolation

Motivation und Beispiele:

a) Zeichne die Hohenlinie eines Landschaftsquerschnitts, nachdem die Hohe in verschie-
denen Punkten gemessen wurde.

b) Bei einer physikalischen oder chemischen Versuchsreihe sollen Mepunkte durch eine
glatte Kurve verbunden (interpoliert) werden.

¢) Eine Funktion f, von der man nur einzelne Punkte kennt, soll durch eine glatte
Kurve dargestellt oder angenéhert werden.

Es ist mathematisch naheliegend, die MeSpunkte durch ein Polynom (einfachste mathe-
matische Kurve) zu verbinden. Das fiihrt zu folgender Problemstellung:

Interpolationsproblem:
Gegeben seien Punkte (z;,f;), 7 =0,1,...,n, z; f; € C, n € IN, mit paarweise
verschiedenen Stiitzstellen x; # x; fiir @ # j.

Gesucht ist ein Polynom p(z) moglichst niedrigen Grades, das diese Punkte verbindet
(interpoliert), d.h.

p(z;) = f;, j=0,1,2,...,n. (3.1)

Fragen:

1. Gibt es so ein , Interpolationspolynom* (Existenzfrage) und wenn ja, von welchem
Grad ist es?

2. Gibt es verschiedene, ggf. wieviele Polynome, welche der Interpolationsbedingung
(3.1) gentigen? (Eindeutigkeitsfrage)

Es ist ein naheliegender Ansatz, die Koeffizienten a; eines Polynoms

k
plr) = > a4
=0

von noch unbekanntem Grad k durch ein Gleichungssystem zu bestimmen, in dem die
Koeffizienten als Unbekannte auftreten.

ag + a1 xg + axxi + ...+ a, Ty = fo
ap + ay Ty + axT? 4+ ...+ apat = fi

(3.2)
ap + a1 T, + axx: + ...+ a,at = f,

Dieser Ansatz ldt vermuten, dafl ein Polynom n—ten Grades die Interpolationsbedingung
(3.1) erfiillt (n+ 1 Gleichungen fiir die n + 1 Unbekannten a;, j=0,1,...,n), falls das
Gleichungssystem losbar ist.
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Wir werden spéter sehen, dafi das System (3.2) losbar ist und man auf diese Weise ein
Polynom mit Hochstgrad n als Losung des Interpolationsproblems berechnen kann.

Diese Vorgehensweise ist jedoch fiir eine Rechnung mit Computer nicht empfehlenswert,
da solche Gleichungssysteme oft eine , schlechte Kondition“ besitzen, d.h. die Losung mit
dem Rechner kann sehr rundungsfehleranfillig sein. Beispiele hierfiir werden wir noch
kennenlernen.

Die Existenzfrage kann auch ohne Rechnung gelost werden. Lagrange hat folgende Losung
angegeben.

Satz 3.1 (Lagrange)

Das Interpolationsproblem
,Bestimme p, €1I,, so, dal p,(z;)=f; fir j=0,1,...,n"

wird geldst durch

7=0
wobei
(o)) (o) (T x) e (T )
li(z) =
(zj — o) (x5 — 1) - (25 — i) (@5 — ) - (25 — )
n 4
— H (ZL‘ — xu) (3 )
v=0 (:L‘J - :L‘V)
vt
(Interpolationspolynom nach Lagrange)
Beweis:
Durch Ausmultiplizieren von (3.4) erkennt man ¢; € II,, Vj, also auch p, € II,.
Da geméif (3.4)
B 1 falls i=j
o) = 0y = { 0 falls i #j
folgt aus (3.3): pu(z;) = f; V. |

Beachte:

Im Rechner ist die Interpolationsgenauigkeit von p, an den Stiitzstellen xz; gleich der
Genauigkeit, mit der die Werte f; im Rechner dargestellt werden kénnen, denn 0 und
1 sind immer Maschinenzahlen.
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Als néchstes stellt sich die Frage nach der Eindeutigkeit der Losung. Sie wird beantwortet
durch

Satz 3.2

Das Interpolationsproblem aus Satz 3.1 hat genau eine Losung.

Beweis (indirekt):

Angenommen, es gebe zwei verschiedene Polynome

pfll),pg) c II, mit p(l)(xj) = pff)(xj) = f, j=0,1,...,n

n

Dann ist p(z) := p,(ll)(x) —p) () ebenfalls ein Polynom vom Héchstgrad n und besitzt

n+ 1 Nullstellen: p(z;) =0, 7 =0,1,...,n. Laut Lemma 2.5 gilt dann p(z) = 0 Va,
(1) _ 2
also pn’ () = pn (). |

Bemerkung:

Diese beiden Sétze besagen auch, daf§ das Gleichungssystem (3.2) genau eine Losung hat.

Fiir die Berechnung von Funktionswerten ist die Benutzung des Interpolationspolynoms
in Langrange-Form zu aufwendig (zu viele Multiplikationen und Divisionen). Eine fiir
numerische Zwecke bessere Darstellung wurde von Newton gegeben.

Satz 3.3 (INewton)

Das Interpolationsproblem aus Satz 3.1 wird auch gelost durch das Newtonsche Inter-
polationspolynom

pa(z) = co+a(r—x0) +c2r —x0) (T — 1) + ... +
cn(x—xo) (x—21) oo (T — Tpq)

(3.5)

n

= ch H(x_xu>

mit geeigneten Konstanten ¢; € C.

j—1
<Konvention: H (x—xz,) = 1falls j—1< 0)

v=0

Beweis:

pn € 11, folgt direkt aus der Darstellung (3.5). Die Berechenbarkeit der Konstanten c¢;
ergibt sich unmittelbar, indem man die Interpolationsbedingungen als Gleichungssystem
aufschreibt:
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pn(0) = co = fo
Pn(21) = co+ c1(x1 — x0) = fi

Pn(22) = co + c1(xa — z9) + co(22 — 20) (T2 — 1) = fa

(3.6)

n—1
Po(Tn) =co + c1(zn — o) + co(xy — o) (X — 1) + ...+ ¢ [ (2 — ) = fa
v=0

Die Konstanten c¢; sind , von oben nach unten“ berechenbar. Damit sind die Interpo-
lationsbedingungen einschliellich der Gradforderung erfiillt. Die Eindeutigkeitsfrage ist
bereits durch Satz 3.2 geklirt. |

Aus der Darstellung (3.5) und dem zugehorigen Gleichungssystem (3.6) kann man folgende
Eigenschaften ablesen:

1) Fiir jedes j € {0,1,...,n} wird der Koeffizient ¢; nur aus den ersten (j + 1)
Gleichungen p,(z;) = f;, i =0,1,...,j, berechnet, ist also von den Interpolations-
bedingungen fiir ¢« > 7 unabhéngig.

Wir schreiben:

c = flrol = fo

¢ = f[l'o,...,l'i], zzl,,n

Aus dieser Eigenschaft folgt insbesondere:

Ist p, € I, Losung der Interpolationsaufgabe fiir die Punkte (z;, f;), i =
0,...,n, und nimmt man einen weiteren Punkt (z,.1, fns1) hinzu, so wird
die Losung p,.1 € II,,41 des erweiterten Interpolationsproblems geméfl (3.5)
gegeben durch

n

(3.7) poi(@) = palz) + con [ (@ —25)

=0

und ¢, 1 errechnet sich aus der Gleichung

fn+1 - pn(xn-i-l)

n
[1 (zn1 — ;)
=0

Cn+1 =

Man kann also die Losung des Interpolationsproblems fiir (n+1) Punkte ,,ausbauen
zur Losung des Problems fiir (n 4+ 2) Punkte, ein Vorteil, den weder die Losung
des Gleichungssystems (3.2) noch die Lagrange—Form bietet.

18



2) Vergleicht man das Newton—Polynom mit der iiblichen Polynomdarstellung

n

o) = Yolle-n = Yar

5=0
so gilt fiir den Koeffizienten a, der hochsten x—Potenz

a, = Cp (Beweis durch Ausmultiplizieren)

Da Interpolationpolynome eindeutig sind (Satz 3.2), folgt hieraus, da a, = ¢, =
flzo, ..., x,] unabhéngig ist von der Reihenfolge der Punkte (z;, f;), i < j.

3) Weiter zeigt (3.6): Ist a; der Koeffizient der hochsten z-Potenz des Interpola-
tionspolynoms fiir die Punkte (z;, f;), ¢ =0,1,..., 4, so folgt wiein 2) a; =¢; =
flxo, ..., z;] und man erhélt analog:

Alle ¢; = flxo,...,zj], j=0,1,...,n, (co = flxo] falls j = 0), sind un-
abhéngig von der Reihenfolge der Punkte (z;, f;).

4) Sind die ¢; einmal bekannt, so erfordert die Auswertung des Polynoms p,(x)
an einer Stelle x wesentlich weniger Rechenoperationen als bei Benutzung der
Lagrange—Form, insbesondere auch, weil man (3.5) durch ein , Horner—dhnliches*
Schema programmieren kann (Aufgabel!).

Will man ein Interpolationspolynom nur an einer (oder nur an sehr wenigen) Stelle(n) aus-
werten, so empfiehlt sich dafiir die Neville-Formel, die diese Auswertung ohne Berechnung
der ¢; leistet.

Satz 3.4 (Rekursionsformel fiir Polynome nach Neville)

Bei gegebenen Punkten (z;,f;), j =0,...,n, bezeichne P;;1 4+, das Interpola-
tionspolynom € II; zu den Punkten (x;,f;), j =14¢,¢+1,...,i+ k. Dann gilt die
Rekursionsformel

Py () = ET 3 Ptteinn(®) = @ = @) i @) B9
Titk — Li
Beweis:
Aus der Berechnungsformel (3.8) folgt P, ;1x € II; und durch Einsetzen der Werte
(xj, fj), J=1,i+1,...,i+k, erhdlt man direkt
PZ ..... Z'Jrk(xj) = fj7 j:Z,,’L—Fk,
also die Interpolationseigenschaft. Die Eindeutigkeit ist durch Satz 3.2 gesichert. |

Die Berechnung eines einzelnen Polynomwertes unter Benutzung von Satz 3.4 gestaltet
sich iibersichtlich nach dem Neville-Schema, das wir fiir n =3 angeben
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Neville-Schema (fiir n = 3)

€ PZ(:E) Pz‘,z‘+1(9€) Pz‘,z‘+1,z‘+2($) Pz‘,z‘+1,i+2,i+3($) = P3($)
zo | Po(7) = fo N
/ P()’l(ZL') \
T Pl(x) = h N Va P0,1,2($)
Vs Pl,z(x) Vs P0,1,2,3(9€)
zy | Pa(z) = fo N P P 3(7)
P, Py 5(x)
r3 | P3(7) = f3

Fiir die Programmierung schreibt man die Neville-Formel am besten in der Gestalt

P, ivik(r) = B ivk—1(2)) (2 — 25 :
P k() = P, ivk(x) + (Pitr.ii () . ’k’H; (@) ( +k>> (3.8)
itk — T

die weniger Multiplikationen als (3.8) bendtigt.

Will man das Interpolationspolynom an mehreren Stellen auswerten, so ist es giinsti-
ger (weniger Rechenoperationen), die Newtonkoeffizienten ¢; = flxo,...,z;| (dwvidierte
Differenzen) zu berechnen und dann (3.5) nach einem Horner—dhnlichen Schema auszu-
werten.

Satz 3.5 (Rekursive Berechnung der dividierten Differenzen)

Die dividierten Differenzen geniigen der Rekursion

flz)l = f;, =i+, i+k

3.9

flai, z T = flZis1s Tivas oo, Tigk) — fTi, Tivas - o, Tigr1] (3.9)
iy Lit1y - ooy itk R

Bemerkung:

Dieser Satz erklédrt den Namen ,,dividierte Differenzen®.

Beweis:

Wir beachten, da8 fz;41,. .., ivx] bzw. flz; _iyk—1] (nach Abschnitt 2 (vor Satz 3.4))
die Koeffizienten der héchsten z—Potenz von P,y yx(z) bzw. P, ;4x—1(z) sind. Dann

-----

liefert der Koeffizientenvergleich von z* in der Formel (3.8) die Behauptung (3.9).

Auch die Berechnung der dividierten Differenzen gemif (3.9) kann man iibersichtlich in
einem Schema anordnen.
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Schema der dividierten Differenzen (hier fiir n = 3)

x ji” fl ] 0] floo ]
Zo | Jo
>f[l’0,l‘1]
T | fi N f[$0,9€1,$2] N
f[l'l,l'z] f[xo,l'l,l'z,l'g]
/! AV /
To | fo flar, z2, 3]
>f[l‘2,$3]
73 | f3

In der oberen Diagonalen stehen die Koeffizienten ¢; des Newtonpolynoms

C; = f[[L‘Q,...,ZL‘Z‘].

Zur Herstellung des Schemas benétigt man insgesamt n+(n—1)+ ... +1=n(n+1)/2
Divisionen und doppelt soviele Subtraktionen. Dies ist ein konkurrenzlos geringer Auf-
wand im Vergleich zur Auflosung des Gleichungssystems (3.6) oder der durch (3.7) na-
hegelegten Methode, ganz zu schweigen vom Aufwand, den die Lagrange—Formel bei der
numerischen Auswertung benétigt. U.a. darum ist dieses Verfahren auch weniger run-
dungsfehleranfillig.

Der Interpolationsfehler

Sind bei einer Interpolationsaufgabe nur Stiitzstellen z; und Stiitzwerte f; bekannt, so
ist mit dem Aufstellen des zugehorigen Interpolationspolynoms die Aufgabe erschépfend
behandelt. Sind jedoch die f; Funktionswerte einer Funktion in den Werten x; aus
einem Intervall [a,b], so kann man fragen, wie gut das Interpolationspolynom die Funk-
tion f zwischen den Stiitzwerten approximiert, d.h. man mochte wissen, wie grofl der
Approximationsfehler ist:

e(z) == f(z) — palz), r € [a,b)].

Daf diese Fragestellung sinnvoll ist, belegt etwa folgendes Beispiel: Die Funktion f(z) =
sin # wird durch eine unendliche Reihe definiert (vgl. Kénigsberger §10.2), die zur Aus-
wertung in einem Rechner ungeeignet ist. Praktischerweise wird sin # im Rechner durch
ein Polynom approximiert (das einfach und schnell auszuwerten ist), dessen Abweichung
von f(x)=sin x so klein ist, dafl sie im Rahmen der Rechnergenauigkeit vernachlissigt
werden kann.

y

Um eine Aussage iiber den Approxima-
tionsfehler machen zu kénnen, benétigt
man natiirlich weitere Informationen

iiber f.
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Wir untersuchen also folgendes

Problem:

pn € 1L, interpoliere die Funktion f in den Stiitzstellen x;, © =0,1,...,n, die in einem
Intervall [a,b] C IR liegen mogen. Gesucht ist der Interpolationsfehler e(z) zwischen
den Stiitzstellen

e(z) = f(2) — pu(2), z € [a,b], z # oz, i=0,1,...,n.

TRICK: Betrachte z (=: x,,1) als zusétzliche, beliebige aber feste (natiirlich un-
bekannte) Stiitzstelle. p,.1 € Il,41 interpoliere f in den Stellen xzg,z1,...,z,, 2.
Insbesondere ist also f(2) = pat1(2).

Beriicksichtigt man die Eigenschaft (3.7) des Newtonschen Interpolationspolynoms, so gilt
fiir den Fehler
ez) = f(2) — pal2)

= anrl(Z) - pn(z)

n 3.10
= o (-2 (340
=0
= f[:L‘O)J:l)"'a:L‘naz] H (Z—l’l)
i=0
Wir zeigen nun, wie die dividierte Differenz  f[xo,z1,...,2,,2] mit der Funktion f

zusammenhéngt. Dazu bendtigen wir den Satz von Rolle (Konigsberger §9.4), der in der
Analysis bewiesen wird.

Satz 3.6 (Rolle)

Sei f :[a,0] — IR eine auf dem Intervall [o,f], —00 < a < [ < oo, stetig
differenzierbare Funktion mit f(o) = 0 = f(3). Dann gibt es (mindestens) ein

§ € (a, ) mit f'(§) = 0.

Veranschaulichung
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Vorsicht:
Dieser Satz ist fiir komplexwertige Funktionen falsch!

Beispiel: f(z) = ¢®*—1 = cosz+isinx—1, [o,8] = [0,27].

Die folgenden Uberlegungen sind also nur fiir reellwertige Funktionen richtig.

Wir setzen also voraus

f:la,b] — TR, (reellwertig)

f e C"a,b]  (dh. f gehort zur Menge der Funktionen, die
auf dem Intervall [a,b] (n + 1)-mal stetig
differenzierbar sind)

und wenden den Satz von Rolle an auf die Differenz r(z) (vgl. (3.10))

r(z) = e(x) — flxo,...,xn, 2] [[ (x —x;), =z beliebig aber fest
=0 (3.11)

- f(l’) _pn(l‘) - f[:EOaxl)"'axnaz] 1:[0(1‘_172)
und die Ableitungen von 7. Beachte, dal r € C""[a, b].

r(z) hat n + 2 Nullstellen D Xo,T1,...,Tn, 2. Zwischen je zwei Nullstellen
von r liegt nach Satz 3.6 eine Nullstelle von
r'(z), also folgt

r’'(x) hat n+ 1 Nullstellen , und analog

r”(x) hat n Nullstellen

r+(z) hat eine Nullstelle ¢ : r™ V(&) = 0, ¢ € [a,b].

Nun ist f € C""a,b], p, € II,, also pgﬁl) =0, flro,Z1,...,%n,2| eine Zahl und

I (x —x;) ein Polynom, dessen (n+ 1)ste Ableitung = (n+ 1)! ist. Deshalb folgt aus
i=0
3.11) und 7™*D(¢) =0

rE) = 0 = fOE) — flog,x, ..., T, 2] - (n41)]

bzw. (setze z = zp41)

f[x()axla o ,l’n,anrl] =



Wird dies in e(z) eingesetzt (vgl. (3.10)), so folgt

e(z) = fl2) —pulz) = ; (n+1)( Hz—xl (3.13)

(n+1)

mit einer von z abhéngigen Stelle £ € [a,].

Die Herleitung gilt zunéchst fir z # x;, doch ist (3.13) trivialerweise auch fir z = x;
richtig. Beachte ferner, dafl bei festen Knoten x;, ¢+ =0,...,n die Zwischenstelle ¢ von
z abhédngt. Zusammengefafit gilt also:

Satz 3.7

pn € 11, interpoliere die Funktion f:[a,b] — IR an den Stiitzstellen z; € [a, b],
1=0,1,...,n, —o0 <a,b< oo.
a) Dann gilt fiir den Interpolationsfehler (vgl. (3.10))

(3.10) f(z) = pu(2) = flro,z1,. .., 20, 2] ﬁ (z—x;), z€lab], z#z;, Vi

=0

b) Ist zusitzlich f € C"™[a,b], so gibt es ein £ € [a,b] mit

flro, z1, ..o, Tug1] = (1+n ), 2 € [ab], i=0,...,n+1,
x; # x; fir i #

und der Interpolationsfehler kann dargestellt werden durch (3.13)

(3.12)

z) — p,(z) = 1'(n+1)z'n$—xi,
(3.13) f(z) = pul@) oot S (&) Zl;[o( )

V€ lab], & €la,b], abhingig von z

bzw.
1 il -
R I e LA CI 1  KCE
Bemerkungen:

1) DaB m[ax } fotn)( )} unter den Voraussetzungen unseres Satzes existiert, wird in
¢elab

der Analysis bewiesen. Fiir f(z) = +/z, x € [0,1] ist diese Aussage z.B. falsch
(da f ¢ C™10,1], sondern nur € C"*1(0,1))

2) Da der Existenzbeweis fiir die Zwischenstelle ¢ nicht konstruktiv ist, ist die be-
tragsméfige Abschitzung des Interpolationsfehlers fiir praktische Zwecke giinstiger.
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Als Beispiel interpolieren wir die Betragsfunktion im Intervall [—1, 1] an 11 &dquidistanten
Stiitzstellen.

Betragsapprox durch Polynom-Interpolation an 11 &quidistanten Stiitzstellen
1 T T T T T T T T T

0.9 a

0.8

0.7

0.6

0.5 N

0.4 .

0.3

0.2

0.1

Auffillig sind die grofien Fehler in der Nédhe der Intervallrinder. Die Fehlerabschitzung
gibt Anlafl zu tiberlegen, ob und wie man den Approximationsfehler verkleinern kann.
Den Ausdruck f"*1(€)/(n+1)! kann man nicht beeinflussen, da ¢ nicht konstruktiv
ist, wohl aber das

Knotenpolynom — w(zx) = H (x — ), (3.15)
=0

)

denn iiber die Wahl der z; wurde bisher noch nicht verfiigt.

Nun zeigen numerische Beispiele, dafi bei dquidistanter Knotenwahl die Ausschlage von
w(z) an den Intervallenden besonders grof§ werden. Die maximalen Ausschlige werden
kleiner, wenn man die Stiitzstellen mehr auf den Rand der Intervalle konzentriert. Dafiir
werden die Ausschlidge in der Intervallmitte etwas grofler. Typisch hierfiir ist folgendes
Bild, das den Funktionsverlauf von w(z) in [—1,1] fir n =10 (d.h. 11 &quidistant
verteilte Stiitzstellen in [—1,1]) zeigt (durchgezogene Linie) und gestrichelt den Verlauf,
wenn man als Stiitzstellen die sogenannen Tschebyscheff-Stellen wéhlt (natiirlich ebenfalls
11 Stiick, vgl. dazu den folgenden Satz).
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Knotenpolynome vom Grad 11 fir aquidistante und Tschebyscheff-Stutzstellen
001 T T T T T T T T T

0.008

0.006

0.004

0.002

—-0.002

—-0.004

-0.006

-0.008

-0.01 ! ! ! ! ! ! ! ! !
-1

Es stellt sich also folgende

Frage: Wie kann man die Stiitzstellen (Knoten) x; € [a,b], i =0, 1,...,n, wihlen, damit
der maximale Funktionswert m[a}g] [ (z — x;)| moglichst klein wird? D.h. gesucht wird
re|a, i=0

n

H (x — ;)

(sofern das Minimum existiert, was a priori nicht klar ist).

min max
Z0,--sTn  xE[a,b]

Zunéchst sollte jedoch im Vorwege geklirt werden, ob man dieses Min. (falls existent)
fiir jedes Intervall gesondert suchen mufl oder ob man sich auf ein Referenzintervall be-
schrinken kann. Letzteres ist tatséchlich der Fall. Wir zeigen zunéchst:
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Werden das Intervall [a,b], (—oc0 < a < b < o0), und die Stiitzstellen z; € [a, ]
durch die umkehrbar eindeutige lineare Transformation

r—a

b—a

y = ¢+ (d—c) (3.16)

auf das Intervall [c,d], (—o0o0 < ¢ < d < 00), und die Werte y; abgebildet, so werden
auch die Extrema von w(z) = [] (z — ;) auf die Extrema von @(y) = [ (v — )
i=0

i=0
abgebildet.

Die Behauptung ergibt sich aus der Beziehung

w0 = Tw-w =TT ([e+ =5 0-0] - [+ 552 0@-0)])
- (i) e = (522) v

M _ @) - dy(x) _ (d—c)nﬂ ().

und

b—a

Es ist also w'(x) = 0 genau dann, wenn @'(y) =0 mit y = y(z) gem. (3.16), denn
= () £0 .

Wir kénnen fiir die weiteren Untersuchungen also das Referenzintervall [—1,1] (¢ = —1,
d = +1) wihlen, geeignete Stiitzstellen y; € [—1,1] fiir w(y) so bestimmen, daf

H[laX} | T] (v — ;)| minimal wird und danach die Stiitzstellen z; € [a,b] durch die
ye —1,1 i=0
Riicktransformation
i — i+ 1
T, = a+ Y C(b—a) = a+y+ (b—a)
d—c
bestimmen.

Dann wird unsere vorseitige Frage durch die folgenden beiden Sdtze beantwortet.
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Satz 3.8 (Tschebyscheff-Polynome)
a) Die Funktionen 7,,(y), die definiert werden durch

(3.18) T.(y) = cos(narc cos y), n=0,1,2,..., ye[-11]
geniigen der Rekursionsformel

(3.19) Toni(y) = 2yTa(y) — Taa(y), Toly) =1, Ti(y)=y, neclN,

sind also Polynome vom Grad n (7, € II,: Tschebyscheff-Polynome).

b) T, hat die n verschiedenen (Tschebyscheff-) Nullstellen

27+ 1
(3.20) y; = COS ( J2+ 7T) € (—1,1), j=0,1,....,n—1
n

und nimmt im Intervall [—1,1] seine Extrema an in den n+1 Extremalstellen

(3.21) Y = cos (H) e [-1,1, j=0,1,...,n,
n

mit den Extremalwerten

(3.22) T, <y§?>> — (-1Y,  j=0,1,....n.

c) T, besitzt die Darstellung

n—1

(3.23) T.(y) = 2" [Jw-w). neNlN.

j=0

Unsere Frage nach der bestméglichen Fehlerabschitzung fiir die Interpolation wird dann
beantwortet durch

Satz 3.9

Der maximale Extremalwert von |w(y)| = |[] (v —y;)| fir y € [-1,1] wird

5=0
minimiert, wenn man als y; die 7T-Nullstellen von 7,1, w#hlt, d.h. fiir alle

q(y) == ][ (y — &) mit paarweise verschiedenen Werten ¢; € IR gilt

Jj=0

max - [w(y)] < max [g(y)| (3.24)

ye[-1,1] y€[-1,1]
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Vor den Beweis dieser Séitze stellen wir noch einige

Bemerkungen

1) Durch (3.18) sind die 7,, nur fiir das Intervall [—1,1] definiert, sie kénnen aber
natiirlich mittels (3.19) auf IR fortgesetzt werden.

2) Alle Nullstellen der T—Polynome liegen in (—1,1), sie sind, ebenso wie die Extre-

malstellen y](-e), symmetrisch zum Nullpunkt verteilt. Man kann sie sich geometrisch
vorstellen als Projektionen von regelméflig auf dem Halbkreis verteilten Punkten,

z.B.

LLe&lte) <& & <& < &) <& <8I
8 7 6 5 4 3 2 10

Extremalstellen von Tg(z)
3) Die Nullstellen und Extremalstellen in (3.20), (3.21) sind in absteigender Reihenfolge
geordnet: y;11 < ;.

4) Zwei der Extremalstellen € [—1,1] sind keine Waagepunkte von 7,, sondern
Randmaxima bzw. Randminima. Vergleiche dazu auch

()

Tschebyscheff-Polynome T,,(x), n = 1(1)5.
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5) Aus (3.22) und (3.23) folgt

n—1

1T w-u)

=0

= 27D T () < 27D in [—1,1].

Y

(3.25)

Das Gleichheitszeichen wird in den Extremalstellen (3.21) angenommen.

Beweis Satz 3.8
a) Grundlage des Beweises ist die trigonometrische Identitét
(3.26) cos[(n+ 1)z] + cos[(n —1)z] = 2cos z cos(nz), nelN.
Man bestétigt sie sofort mit Hilfe der Additionstheoreme
cos(¢ = ) = cosacos 3 F sin «a sin

indem man auf der linken Seite von (3.26) a =nz, =2z setzt.

Setzt man in (3.26) z = arc cos y, so folgt

Topi(y) + Toaly) = 2yTa(y).

Die Anfangswerte To(y) = 1, Ti(y) = y erhidlt man sofort aus (3.18). Damit ist
das Bildungsgesetz (3.19) fiir die Funktionen (3.18) bewiesen. Es zeigt — mittels
vollstandiger Induktion — sofort T, € II,,.

b) Die cos—Nullstellen sind bekannt. Aus (vgl. (3.18))

cos(narc cos y) = 0 folgt
narccosy = (2k+1)%, ke€Z, bzw.

Yy, = cos(%w), j=0,1,...,n—1, n>1, also(3.20).

Man kann sich auf j = 0,1,...,n — 1 beschrdnken, danach wiederholen sich die
Nullstellen auf Grund der Periodizitat von cos.

Die Extremalstellen der cos—Funktion sind bekannt. Aus |cos(narc cos y)| = 1

)

folgt narc cosy=kn, k€ Z also y](-e = cos %T, j=0,...,n (Periodizitdt) und

T(y'?) = (~1)/ durch Einsetzen in (3.18), also sind (3.19) — (3.22) bewiesen.

J

n—1

c) Da T, €1I, die n Nullstellen y; besitzt, hat es die Form T,,(y) =c¢, [] (v —y;)

7=0
mit einer Konstanten c¢,. Dies folgt aus (2.3) (Horner—Schema).

Aus dem Bildungsgesetz (3.19) fir T,, folgt, dal der Koeffizient ¢, von y™ gleich
2"~ ist, also gilt (3.23). |
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Beweis Satz 3.9 (indirekt):
Wir nehmen an (vgl. (3.24)): Es gebe &;, soda83

Hyfj

n

[Hw-v) -

=0

< max_ |w(y)] = max

max = max
lq(y) ye[-1,1] ye[-1.1]

ye[-1,1] —1,1]

Wir leiten nun mit Hilfe von Satz 3.8 (fiir ,n + 1“ statt ,n“, da Satz 3.9 Aussagen iiber
T,+1 macht) einen Widerspruch her.

Beachte dazu: Die Extremalstellen sind absteigend nummeriert und ihre Funktionswer-
te haben gleichen Betrag aber alternierendes Vorzeichen (vgl. dazu Satz 10.6). Aus der
Annahme folgt fiir die Funktionswerte q(y(-e)

;) in den Extremalstellen von 7,1, (vgl.
(3.21)—(3.23) fiir n+ 1 statt n)

(e)> < max < max - — . == 2—7’L = w ( (8))

q (yO — yE[fl,l} |q(y)| yE[fl,l} jl |0 (y y]) yO )
(e)> > — max > — max |”| — Y = 27" = w ( (€)>

q (yl - ye[—l,l} |CI(Z/)‘ ye[—l,l} o (y 3/3) yl )

< w <y](-€)> . falls j gerade

> w <y](-€)> , falls 7 ungerade, j=0,1,...,n+4+1.

Hieraus folgt fiir das Differenzpolynom p(y) := w(y) — q(y)
(e) () () > 0, falls 7 gerade
o) = ) - o) 4

< 0, falls 7 ungerade, 7=0,1,...,n+1.
p(y) hat alsoin [—1,1] n + 1 Vorzeichenwechsel, also n+ 1 Nullstellen. Nun ist aber
p € I1,,, denn sowohl bei w(y) als auch bei ¢(y) hat 3" den Koeffizienten 1, also
verschwindet 3"*! bei der Differenzbildung. Damit folgt aus Lemma 2.5, dafl p = 0,
also w(y) = q(y). Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme. |

Nachbemerkung: Wesentlich fiir den Beweis ist die Tatsache, daf} alle Extremalwerte
von 1,1 den gleichen Betrag und alternierendes Vorzeichen haben (vgl. dazu Satz 10.6).

Um die Auswirkung der Wahl der Tschebyscheff-Nullstellen auf die Approximationsge-
naigkeit des Interpolationsverfahrens zu demonstrieren, greifen wir nochmals das Beispiel
der Betragsapproximation auf und stellen zum Vergleich die Ergebnisse der Interpolation
mit dquidistanten- und Tschbebyscheff-Nullstellen nebeneinander.
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Betragsapprox durch Polynom-Interpolation an 11 aquidistanten Stitzstellen
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Betragsapprox durch Polynom an 11 Tschebyscheff-Stellen
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§ 4 Numerische Integration

Im Rahmen dieser Veranstaltung beschranken wir uns auf die numerische Integration
(auch numerische Quadratur genannt) von reellwertigen Funktionen f einer reellen
Variablen. Berechnet werden soll

1 = [ faa.

Warum numerisch?

Beispiel 1)
Um die Wassermenge zu bestimmen, die ein Fluf} pro
Zeiteinheit transportiert, ist es notig, den Flulquer-

schnitt @ = [ —f(z)dz zu bestimmen. Dazu wird : b

a
die FluBitiefe f(x) an mehreren Stellen gemessen. Q
Da sie damit nur an einzelnen Punkten bekannt ist, t (0
kann das Integral nicht mit Hilfe einer Stammfunkti-
on integriert werden.

Beispiel 2)

Bei vielen Integrationsaufgaben in der Mathematik (z.B. beim Losen von Differential-
gleichungen oder der Léngenbestimmung von Kurven) ist die zu integrierende Funktion
zwar bekannt, aber nicht geschlossen integrierbar, d.h. die Stammfunktion kann nicht
explizit angegeben werden. Einfache Beispiele hierfiir sind etwa f(z) = e™*", f(z) =

sin 22, f(z) = %2Z£. Auch hier mufl man numerisch vorgehen.
) Vz

Interpolatorische Quadratur

Die naheliegende Vorgehensweise besteht darin f(z) durch ein Interpolationspolynom
b
pn(z) zu ersetzen und f pn(z) dx statt f f(z)dzx zu berechnen. Ist die Funktion f

gutmiitig, z.B. (n+1) mal stetig dlfferenmerbar so existiert eine Fehlerabschétzung fiir
den Interpolationsfehler (vgl. Satz 3.7) und durch Integration iiber den Interpolations-
fehler kann man dann sogar eine Fehlerabschéitzung fiir den Integrationsfehler erhalten.
Diese Ideen wollen wir zuniichst verfolgen. Ist also f € C™"{a, b], so gilt (vgl. Satz 3.7)

J f@)de = [ pa(x)de| = |[ (f(z) = palz)) da| <

a a a (4.1)
b 1 1) Ll

S JI@mm@lde < Gy gy VUOHT I 6 =) ae

Die Integration der Ungleichung (3.14) ist erlaubt, da das Integral eine monotone Funktion
ist (Analysis!).
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Wir bezeichnen mit
b

L = [ mds

a

eine Integrationsformel mit einem Interpolationspolynom n-ter Ordnung fiir das exakte
Integral

Mit dieser Bezeichnung besagt (4.1):
I,,(f) integriert Polynome bis zum Hochstgrad n exakt.
Benutzt man die Lagrange—Form des Interpolationspolynoms (vgl. Satz 3.1)

= 3 4(a) Say)

:zc—xy

z:

v=0
v#£j
so ist durch Integration unmittelbar einsichtig, dafl Integrationsformeln die folgende Ge-

stalt haben ,

L = [ mds ZA f(a)

a

mit von den z; abhéngigen Gewichten (4.2)

Wahlt man die Interpolationsknoten z; &dquidistant, so heiflen die Integrationsformeln
(4.2) Newton—Cotes—Formeln.

Am gebrauchlichsten sind die Formeln fir n =1 (Trapezregel) und fir n =2 (Simp-
sonregel), die wir zunéchst herleiten.

L(f) = (f(a)+ f(b))  Trapezregel (4.3)
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f(x)

Ay = /ﬁg(x)dx = , a b

a

und damit

b

L(f) = / o) do = b;a (f(a)+4f (‘%b) + f(b)> Simpsonregel | (4.4)

a

Schon die beiden Zeichnungen lassen vermuten, dafl die angegebenen Formeln (insbeson-
dere bei ldngeren Intervallen) fiir praktische Zwecke zu ungenau sind.

Die né#chstliegende Idee wére, unter Benutzung von mehr Stiitzstellen, Interpolations-

polynome hoheren Grades zu verwenden. Dies ist nicht empfehlenswert, da sich praktisch
b

zeigt, und auch theoretisch untermauert werden kann, daf die Niaherungen [ p,(x)dz

b
fir [ f(z)dx mit wachsendem n nicht in wiinschenswertem Maf besser werden.
a

Erfolgreicher ist die Idee, das Intervall [a,b] in Teilintervalle zu zerlegen und auf jedes
Teilintervall die Trapez— oder Simpsonregel anzuwenden.

Zerlegt man [a,b] in n gleich groBe Teilintervalle durch
a = < x < ...<Tp1<xp, = b,

so liest man aus (4.3) sofort ab die

Zusammengesetzte Trapezregel
b— n—1
o)) = S [f(xo) +2Y flay) + f(xn)] ,
j=1
h n—1 (4.5)
=35 [f(ffo) + 2 Z f(xo+jh) + f(%)]
j=1
mit h:b;a:l'j—l'jl,jzl,...,n

Der Stiitzstellenabstand h heifit auch Maschenweite.
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Bei der zusammengesetzten Simpsonregel miissen die Intervallmittelpunkte der Teilinter-
valle mitnumeriert werden, also

a = xp<rT <a19< ...<wx, = Db n gerade.

Die Teilintervalle fiir die Simpsonregel sind also [22;, 29j42], 7 = 0,..., 5 — 1, und die

Maschenweite h = b_Ta =x; —xj_1, j=1,2,...,n. Damit folgt aus (4.4) die

Zusammengesetzte Simpsonformel
; oy o
—a
S (f) = —— [Flao) +2 3 floyg) +4 Y flwnjn) + flan)
j=1 J=0
) (1.6
=3 [fl@+2) flat2jh) +4 ) fla+@+1Dh) + ),
j=1 Jj=0
: b—a :
mit h = = x;—xj—1, Jj=12,...,n, n gerade.
n
Quadraturfehler

Wir erhalten Abschétzungen fiir den Quadraturfehler durch Integration iiber den Inter-
polationsfehler (vgl. (4.1)), falls f die nétigen Differenzierbarkeitseigenschaften besitzt.

Im Fall n =1 (Trapezregel) gilt

b

/

a

b b
de = /|x—a| |z —bldx = /(x—a)(b—x)dx = :

H(l‘—%‘)

Damit folgt aus (4.1) fiir den

Quadraturfehler der Trapezregel

b—a)?
-0l < ES e 1)

(4.7)

Bemerkung

Auf Grund ihrer Herleitung integriert die Trapezregel Funktionen f, die Polynome vom
Grad < 1 sind, exakt (lineare Interpolation). Dies spiegelt sich auch in der Fehler-
abschétzung wieder. Fiir Polynome 1. Grades ist f” = 0, der Quadraturfehler also = 0.

Entsprechend wird man erwarten, dafl die Simpsonregel Polynome vom Grad < 2 exakt
integriert. In der Tat integriert sie jedoch sogar Polynome vom 3. Grad exakt, sofern
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man die Stiitzstellen dquidistant wihlt. Dies beruht auf folgendem

Lemma 4.1

Sei py das Interpolationspolynom fiir f mit den Stiitzstellen x¢ = a, z; = %2, 25 = b,
und p; das Interpolationspolynom fiir f mit den Stiitzstellen zy = a, x; =
und z € (a,b), z #x;, j=0,1,2. Dann gilt

/pr(x)dx = /bpg(l')dl’

Beweis:
Fiir das Interpolationspolynom ps in der Newton—Form gilt (vgl. (3.7)) mit z = x3,
cs = flxo, v1, T2, T3]

2
pa(z) = palx) + flwo, 21, 2, 73] H(x—xj), also
j=0

/bpg(l‘)dl’ = /bpg(l’)dl"l— flxo, ..., x3) /b

J

2
(x —x;)dx .
=0
Nun ist aber
b, b

/H(x—:cj)d:c _ /(x—a) (x—a;b) (x—bdr = 0,

J=0

a a

wie man durch Ausrechnen feststellt, womit die Behauptung gezeigt ist. |

Dieses Ergebnis ist auch geometrisch einzusehen,
denn auf Grund der Aquidistanz der Nullstellen ist

X
[9) Xl

2
das Polynom [] (z — ;) punktsymmetrisch zu z;
J=0 /

die beiden schraffierten Flachen sind bis auf das Vor-
zeichen also gleich.

Dieses Ergebnis hat zur Folge, dal man fiir die Abschitzung des Quadraturfehlers der
Simpsonregel den Interpolationsfehler fiir Interpolationspolynome 3. Grades benutzen
kann, also

b b

/f(il?)d«%’—/bm(?ﬁ)dx = /bf(iﬁ)dﬂf—/bpz«:(x)dﬂ? < /\f(x)—p:s(«fﬂdﬂ?

a a a

1 4 /
Ly

IN

H(x—xj) dx , (x3:=2),

£€la,b] =0
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also
b

/bf(x)dx—/bpz(w)d«%’ < = max !f(‘*)(i)}/

dx.
— 4! £€la,b]

H(ﬂf—%’)

Diese Abschétzung gilt zunéchst fiir alle z # z;, 7 = 0, 1,2. Die linke Seite dieser Un-
gleichung ist unabhéngig von x3 = z und die rechte Seite ist eine stetige Funktion von
x3. Man kann also den Grenziibergang x3 — x; durchfiithren, ohne die Giiltigkeit der
Gleichung zu verletzen und erhélt

a

lim

r3—T1

H(x—%‘)

J

b
2

b
dx:/(x—a)(x—a+b)2(b—x)dx: (b—a) .

Damit erhalten wir den

Quadraturfehler der Simpsonregel

bh— 5
1) =Bl = St mas 179

Zusammenfassend erhalten wir also folgenden

Satz 4.2
a) Ist f € C?a,b], so gilt fiir
b

43) L) = [l = 28 @)+ fO), Twperege,

a

die Fehlerabschétzung

b — 3
( 12&) 612[3?5] }f@)(f)}

A

b
(4.7) / f(2)de - L(f)| <

b) Ist f € C*a,b], so gilt fiir

10 L) = [ = 250 @+ ar (S50 4 10)] . Simpson Regel

mit dquidistanten Stiitzstellen die Fehlerabschétzung

b

(48) / f(2)de - L(f)| <

a

b— 5
(2886(? ool OIE

38



Ausgehend von diesem Satz ist es einfach, auch Abschétzungen fiir die Quadraturfehler
der zusammengesetzten Formeln abzuleiten.

Bei der zusammengesetzten Trapezformel (4.5) ist (4.7) auf jedes Teilintervall [z, 2;1]

anzuwenden. Bezeichnet I die Trapezregel in [z, x;41],

x) dx —T(h) (f)l

IN

IN

so folgt

n-1 [ "t -

S | [ r@de-r) Z

=0\ &, =0

dm—I](f)

Ty

max
£€lzj,mjp1]

7" (©)]

(b—a)®
12n2

max [ f"(€)

£€lasb]

2
h—(b—a) max | ©)] -

4.9
12 &€la,b] ( )

Analog erhilt man fiir die zusammengesetzte Szmpsom’egel (4.6) durch Anwendung von

(4.8) auf die Teilintervalle [za;, T9j12], J

im Intervall [z9), z2j42] bezeichnet:

) dx — S(h) (f)

=0,1,...,5 —1, wobei I, 27 die Simpsonregel
%—1 L2542
= 1> fl@)de = 1 (f)
=0\
n_p | @242
< f(@)de — 17 (f)
3=0| 2,
%_1 1 2(b—a) 5 (4)
= 2830 max | (’5)‘
= n §€[ma;,w2542]
n 25 b—a\®
< 2.2 4)
= 2 2880 ( n ) edmax |/ (5)‘
b—a\* (b—a) (4) ) b—a
= ( - ) 180 EEI[IJI:?,};n] f (f)‘ , und mit h = -
h4
10 (0~ @) Jax ‘ ‘ (4.10)



Zusammenfassend gilt also

Satz 4.3
a) Ist f € C?a,b], so gilt fiir die zusammengesetzte Trapezregel

n—1
b—a

d f(a)+22f(a+jh)+f(b) . h =

@5  TW) = 5

die Fehlerabschétzung

b p2 :
@9 | [ f@de-T) (] < 356~ a) max |17E)-
b) Ist f € Ca,b] so gilt fiir die zusammengesetzte Simpsonregel
-1 3
S(h) (f)=5 |f(a)+2 2 fla+2jh)+4 30 flat 2]+ Dh)+ f0))
(4.6) = 7=
B b—a
n
die Fehlerabschitzung
b h @
@) | [ f@de—sm) (D] < 1550 a) max 7).

Bemerkung:
Die Potenz von h in den Fehlerabschéatzungen nennt man die Ordnung der Verfahren.

Konvergenz der Integrationsformeln

Bei der reinen Interpolationsquadratur ist es schwierig Konvergenzaussagen zu machen,
da z.B die hohen Ableitungen f"(£) entweder nicht existieren oder nur sehr schlecht
auswertbar sind. Im Fall der zusammengesetzten Integrationsformeln ist die Konvergenz-
frage sehr einfach zu kldren. Man benotigt nur Ableitungen niedriger Ordnung und kann
beliebige kleine Fehler garantieren. Aus Satz 4.3 folgt sofort die
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Folgerung 4.4

Unter den Voraussetzungen von Satz 4.3 konvergieren sowohl die zusammengesetzte

Trapezregel als auch die zusammengesetzte Simpsonformel fiir h = b_T“ — 0, d.h.

b

lim /f(x)dx — T(h)(f)| = 0, falls f & C?a,bl,

h—0
a

b

lim / f@)de — S()(H)| = 0, falls fe Cab].

h—0

a

Der Beweis ist unmittelbar aus (4.9) bzw. (4.10) abzulesen, da alle Groflen der Fehler-
abschitzungen bis auf A Konstanten sind, die unabhéngig von A sind. |

Bemerkung:

Die Fehlerabschatzungen bedeuten anschaulich: Wird die Schrittweite halbiert (n ver-
doppelt), so sinkt bei der zusammengesetzten Trapezregel die Fehlerschranke um den

Faktor (%)2, bei der zusammengesetzten Simpsonformel sogar um den Faktor (%)4.

BEACHTE: Der absolute Fehler hiingt natiirlich von den GréBen |f”(€)| baw. |f®(¢)]
in den einzelnen Teilintervallen ab. Wenn diese GréBen in [a, b] nicht allzusehr variieren,
gilt obige Uberlegung auch ,,in etwa“ fiir den absoluten Fehler.

Adaptive Quadraturformeln

Fehlerschranken bieten die Moglichkeit, vor Beginn der Rechnung abzuschéatzen, wie grof3
die Schrittweite h gewéhlt werden muf}, damit der Fehler eine vorgegebene Schranke
nicht {ibersteigt, vorausgesetzt natiirlich, man kennt Schranken fiir die betreffenden Ab-
leitungen. Dies ist oft nicht der Fall oder mit groffen Miihen verbunden. Auflerdem sind
Formeln mit dquidistanten Stiitzstellen oft mit zu grofem Rechenaufwand verbunden, weil
sie auch in Regionen, in denen es nicht nétig ist, die Schrittweite verkleinern, wie man
schon an folgendem einfachen Beispiel fiir die zusammengesetzte Trapezregel erkennt.
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Es ist deshalb sinnvoll, nach Verfahren zu suchen, welche die Schrittweite selbst an die
Eigenschaften der Funktion f anpassen (adaptieren), also kleine Schrittweiten wihlen,
wenn sich die Funktion (oder das Integral) stark éndern, grofie, wenn dies nicht der Fall
ist.

Z1EL: Entwickle ein Verfahren mit Schrittweitenanpassung, das fiir eine vorgegebene

b
Funktion [ f(z)dz bis auf einen vorgegebenen Fehler ¢ > 0 genau berechnet.

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist 1), dal man wei}, wie ,in etwa“ sich der Fehler
bei Intervallhalbierungen verhélt (vgl. die obige Bemerkung) und 2), da§ die numerische
Differenz der Integrationswerte bei Intervallhalbierung ja numerisch anféllt. Beide Fakten
kann man benutzen, um den wirklichen Integrationsfehler zu schitzen und daraus eine
Schitzung fiir eine geeignete Schrittweite abzuleiten. Wir wollen dies (in einer Rohform
— Verfeinerungen sind moglich —) fiir die zusammengesetzte Simpsonregel demonstrieren.

Sei also L die (vorldaufig noch unbekannte) Zahl von Teilintervallen I; = [z;_1, ;] von
la,b] der (vorldaufig noch unbekannten) Lidnge h; = z; — z;_;. Wir bezeichnen den
exakten Integralwert im Intervall [z;_y,2;] durch

) = 7f(fﬂ)dx,

die Simpsonformel mit der Maschenweite % in [V durch (vgl. (4.4))
y h h;
S =g M) A (a5 )+ f)]

hj
4

und die Simpsonformel mit halbierter Maschenweite durch

Q(f) = % % |:f(le) +4f (%’1 + %) +2f (%’1 + %) +4f (%’1 + 37?) + f(%)] .

Aus der Fehlerabschétzung (4.8) folgt die Existenz einer Konstanten ¢;, so daf gilt
[F(f)=S(f)] = ¢h (4.11)

Halbiert man das Intervall [z;_1,2;] und wendet die Fehlerabschitzung auf beide Hélften
an, so existieren Konstanten ¢;, und cj,, so dafl

PO-@0 = e (B) (412

Wir nehmen nun an, daf8 sich ¢;, und c¢j, nicht wesentlich von ¢; unterscheiden. Dies
ist um so eher erfiillt, je weniger sich f* &ndert, d.h. u.a. je kleiner die Teilintervalle
werden. Setzt man also ¢j ~ ¢j, & ¢;, so geht (4.12) {iber in

- ~ 2 (%)5 (= 5ets) (413)
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Dies ermdoglicht einen Vergleich mit (4.11):
1

17(f) = Q(f)] = T F(f)=8(f)] < 6 ([P =N + [Q(f)=5(])
bzw. X
[P =D~ Q=5
Hieraus folgt fiir den Gesamtfehler
I(f)—ZLlej(f)| - = (Ij(f)—Qj(f))'
< X 1P - QP (414)

I
-

J

1 2 QI(f) — SI(f)] -

A

Die Werte |Q7(f) — S’(f)| sind nach der Intervallhalbierung und der numerischen Inte-
gration ja bekannt. Geniigt nun h; der Forderung

@ -s( < DEE (115)

L
so folgt wegen »  h; =b—a aus (4.15) und (4.14)
j=1

()= Qj(f)‘ S e (4.16)

Umsetzung in ein Verfahren
START: 1z := a, x; := b, berechne S' Q' und priife (4.15) fiir hy = (b —a). Ist
(4.15) erfiillt — Ende, andernfalls

b b b b —
To = a, xl:a;—’ Ty 1= b, Ilzlaa%}a [2:{%71)}, hi = hy = 2a-

Priife (4.15) fiir beide Teilintervalle.

Fiir das (die) Teilintervall(e), in dem (denen) (4.15) nicht erfiillt ist, wird die Schrittweite
halbiert, usw.

Ist (4.15) in allen Teilintervallen erfiillt, gilt (4.16).

Daf} das beschriebene (sehr einfache) Verfahren ein Schéitzverfahren ist (wie alle raffinier-
teren adaptiven Verfahren auch), belegt folgendes einfache

Beispiel:
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2
Berechne fiir f(z) = cos 4o das Integral [ cos 4dzdx. Nun ist cos 4z = 1 fiir

0
r=j% j=0,1,234 Also gt S'(f)=2n, Q'(f)=2m, das Verfahren bricht ab,
weil (4.15) erfiillt ist, und liefert den Wert 27 statt 0.

Natiirlich passiert dieser Zusammenbruch nicht, wenn man gleich mit einer hoheren Zahl
von Stiitzstellen beginnt, doch ist immer Vorsicht geboten.

Von anderen moglichen und wichtigen Integrationsmethoden wollen wir hier nur die

Gaufl—Quadraturformeln

erwahnen. Sie sind wie die bisherigen Formeln von der Gestalt

G(f) = Z A;j fg) .

Verlangt man als Giiteforderung, dafi durch solche Formeln Polynome moglichst hohen
Grades exakt integriert werden, so liegt es nahe zu versuchen, sowohl die Stiitzstellen als
auch die Gewichte A; geméf dieser Giiteforderung zu bestimmen. Bei vorgegebenem n
hat man dann 2n+2 Unbekannte A;, z;. Setzt man zu ihrer Bestimmung die Forderung
an

b

1
Aj (x))F = /xkdx = —— (b —dHh) k=0,1,2,...,2n+1
, k+1

J=0 p
(d.h. 2n 4 2 Gleichungen fiir 2n + 2 Unbekannte), so besteht die Hoffnung, Poly-
nome bis zum Grad (2n + 1) exakt integrieren zu konnen, falls dieses (nicht lineare)

Gleichungssystem eine Losung besitzt.

Es ist in der Tat moglich, solche Quadraturformeln zu konstruieren, allerdings mit einem
aufwendigeren mathematischen Apparat, als er uns bisher zur Verfiigung steht (Hermi-
te Interpolation, orthogonale Polynome u.a.). In manchen Taschenrechnern sind solche
GauBformeln implementiert. Beispielsweise erhélt man fiir n =1 (also 2 Stiitzstellen)
die Fehlerabschétzung

(b—a)®

I(f) — Gi(f) = mfw(f)a £ € [a,0],

welche ca. um den Faktor 1,5 kleiner ist als der Fehler der Simpsonformel, die 3 Stiitz-
stellen benotigt.
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Vom Rechenaufwand her (Zahl der notigen Funktionsauswertungen) sind diese Formeln
konkurrenzlos giinstig. Nachteilig ist:

1) Fiir jedes n miissen die Stiitzstellen (Gaufi-Knoten) neu berechnet werden.

2) Teilergebnisse fiir den Fall n koénnen fiir den Fall n + 1 nicht weiterverwendet
werden.

3) Es ist i.a. unmoglich, von vorneherein festzustellen, welches n die gewiinschte
Genauigkeit garantiert.

Man mufl also n schrittweise erhohen und hat als Abbruchkriterium nur aufzuhoren,
wenn 2 aufeinanderfolgende Nidherungen im Rahmen der geforderten Genauigkeit iiber-
einstimmen.

Deshalb gehen mit wachsendem n die theoretischen Vorteile der Gau3-Integration bald
verloren.
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§ 5 Lineare Gleichungssysteme

Wir beginnen mit einem einfachen

Beispiel: Produktionsmodell von Leontief.

In der Volkswirtschaftslehre mufl man typischerweise eine ganze Reihe von Objekten un-
tersuchen, die in wechselseitigen Abhéngigkeiten stehen. Um das Prinzip deutlich zu ma-
chen, mit dem eine Behandlung dieser Abhéngigkeit versucht werden kann, werden wir
die Situation stark vereinfachen und die Wirtschaft nur in die 3 Sektoren

— Landwirtschaft
— produzierendes Gewerbe
— Transportwesen

aufteilen. Eine stéarkere Differenzierung bringt zwar stérker realitdtsbezogene Ergebnisse,
macht aber unsere mathematische Diskussion zunéchst uniibersichtlicher.

Wir nehmen folgende Abhéngigkeiten an:

a) Bei der Produktion landwirtschaftlicher Giiter (Lebensmittel) im Werte von
1000,00 DM werden landwirtschaftliche Giiter im Wert von 300,00 DM
(Getreide, . . .), Transportleistungen im Wert von 100,00 DM und industrielle
Giiter im Werte von 200,00 DM (Landmaschinen, .. .) gebraucht.

b) Die Herstellung von Industrieprodukten im Wert von 1000,00 DM benétigt
Lebensmittel im Wert von 200,00 DM, andere Industrieprodukte im Wert
von 400,00 DM und Transportleistungen im Wert von 100,00 DM.

¢) Zur Erbringung von Transportleistungen im Wert von 1000,00 DM sind
Lebensmittel im Wert von 100,00 DM, industriell gefertigte Giiter (Fahr-
zeuge, Treibstoff,. . .) im Wert von 200,00 DM und Transportleistungen
(z.B. Treibstoffversorgung) im Wert von 100,00 DM erforderlich.

Welche Mengen miissen die einzelnen Sektoren produzieren, damit die Gesamtwirtschaft
folgende Uberschiisse erwirtschaftet

Landwirtschaft 20.000 DM
Industrie 40.000 DM
Transportwesen 0 DM

xr, gebe an, wieviele Mengeneinheiten im Wert von je 1000,00 DM die Landwirtschaft
produziert. x; und xr seien die entsprechenden Werte fiir Industrie und Transportwesen.
Die gesuchten Mengen miissen also folgende Bedingungen erfiillen:

O.7.%'L—O.2.’L'[—O.1.’L'T = 20
—022, 4062 =01z = 40
—0.11’L—O.21L‘]+O.91L‘T = 0
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Diese Aufgabenstellung verlangt also — etwas allgemeiner formuliert — das Losen eines
Systems linearer Gleichungen

an Ty + apxre + ... + anT, = b
a1 T1 + awxrs + ... + aopTp, = b (5.1)
Am1 T1 + GmaTo + ... + QunTn = bn

mit gegebenen Zahlen a;; und b; und gesuchten Gréfen z;, i =1,...,m, j=1,...,n.

(m Gleichungen, n Unbekannte).

In der Linearen Algebra wird untersucht, wann ein solches System losbar ist und welche
Struktur (Vektorraum, lineare Mannigfaltigkeit,...) die Menge der Losungen hat.

Wir wollen im folgenden untersuchen, wie man im Spezialfall, dafl das System genau eine
Losung hat, diese moglichst schnell und genau berechnen kann.

Wir werden sehen (haben schon gesehen §3,(3.2)), dafl Losen von Systemen der Art (5.1)
auch als Teilprobleme zu anderen mathematischen Problemen auftreten.

Wir nehmen jetzt also an, daf das System (5.1) ebenso viele Gleichungen wie Unbe-
kannte hat (m = n), und fithren eine schematische Darstellung ein, die sowohl der
besseren Ubersicht als auch der bequemeren Verarbeitung im Computer dient. Wir fassen
die Koeffizienten a;j, die rechten Seiten b; und die Unbekannten zj zu rechteckigen
Zahlenfeldern — Matrizen genannt — zusammen

ay;p Q12 ... Qi1 by Ty
A — y b = s xr =
Ap1 Gp2 ... Gpp bn Tn
und schreiben
a1 ... QAip T bl
= : (5.1)
an1 Ann Tn bn
oder auch kurz
Ax = b (5.17)

A heifit (n xn)-Matrix (n Zeilen, n Spalten), die (n x 1)-Matrizen b und @ heiflen
(Spalten)—Vektoren.

Bezeichnung : A € IR™", br ¢ R = IR"

Diese Bezeichnung deutet an, dafl die Eintrige der Matrizen reelle Zahlen sind. Natiirlich
ist auch z.B. A € C™" moglich. Der 1. obere Index bezeichnet immer die Zeilenzahl,
der 2.te die Spaltenzahl.
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Den Ausdruck A x kann man als Matrixprodukt verstehen, bzw. als Produkt
Matrix - Vektor, wenn « € IR". Das Bildungsgesetz fiir das Produkt ergibt sich
aus dem Vergleich von (5.1) (fir n =m) und (5.1"). (vgl. dazu auch Fischer, §2.4)

Das Gaufische Eliminationsverfahren (GEV)

Es macht keine Schwierigkeiten, ein lineares Gleichungssystem zu losen, wenn es folgende
Gestalt hat.

a11T1 + G12Ty + ... + ApTp = bl
a9 Lo + ... + Qop Ty — bg

: (5.2)
Qpp Tp = bn

Man sagt dann, die Matrix A = (a;j); j=1,.., hat obere Dreiecksgestalt: d.h. a;; =0 fir

.....

alle 7> 7.
a11 Qi Qi3 ... Qln
0 ag a S Qop
0 0 - :
A = , . , , obere Dreiecksmatrix . (5.3)
. e Qg .
0 0 apn
Wenn alle Diagonalelemente a; # 0, @ = 1,...,n sind, erhdlt man die eindeutige Losung

von (5.2) durch Riickwirtseinsetzen:

Ty = by/ap,
Tpoy = (bpo1 — Gne10Tn)/An1n—1
(5.4)
2 = (by — Qo Tp — ... — Q23%3)/a
T = (b — ATy — ... — Q13%3— A12T2)/a1;

oder in der Summenschreibweise

€T, = (bz — Z aijx]) /CLZ‘Z‘, i:n, 7’L—1,...,1. (54’)

j=it+l

¢
(Beachte, daB > ... =0, falls £ < h.)
j=h
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Erfreulicherweise lassen sich alle eindeutig losbaren linearen Gleichungssysteme auf die

Form (5.2) bringen. Dies gelingt mit Hilfe der folgenden elementaren Umformungen, wel-
T

che die Losungsmenge des Systems, das sind alle Vektoren x = : , die dem System
'Z‘TL

(5.1) fiir m =n geniigen, nicht #&ndern:

1) Man kann zu einer Gleichung (d.h. einer Zeile von A und der zugehorigen Kom-
ponente von b, vgl. (5.1")) ein Vielfaches einer anderen Gleichung addieren.

2) Die Losungsmenge dndert sich nicht, wenn man die Reihenfolge der Gleichungen
vertauscht.

Wir benutzen diese beiden Eigenschaften, um das Gleichungssystem A x = b so umzu-
formen, daf alle Elemente a;; unter der Hauptdiagonalen (also ¢ > j) ,zu Null gemacht*
(eliminiert) werden.

Wir bezeichnen das System in der Ausgangsform mit der vollbesetzten Matrix A mit

Az = O,
Im 1. Schritt subtrahieren wir fiir ¢ =2,...,n von der i-ten Gleichung das ag)) / a(ﬁ)—
fache der 1. Gleichung und nennen das dadurch entstehende Gleichungssystem
AW L — p
Das Bildungsgesetz lautet also fiir ¢+ =2,...,n:
ta = ay /a;
al(-;-) = az(?) —€¢1~a§3), j=1,....n 55)
b= 00— b,

die 1. Zeile bleibt ungeéndert.

Bemerkung:
Die Elemente ag) fir ¢ > 1 werden, falls sie spéter noch gebraucht werden sollten,
nicht programmiert (gerechnet), sondern gesetzt, ag) = 0, zur Vermeidung von unnétigen

Rundungsfehlern.

Nach dem 1. Schritt hat das System also die Gestalt A & = bV mit
) (0 (0) ()

iy Qi e Ay 1
0 o) . ) )

A0 = | s | e = || (5.6)
0 ag a b
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Im 2. Schritt subtrahieren wir fiir @ = 3,...,n von der (i)ten Gleichung das ag) / aly)

fache der 2. Gleichung, d.h. wir annulieren nun alle Elemente unter a%). Das entstehende

System nennen wir

AP = p@ .
Bildungsgesetz: Fiir ¢ =3,...,n sei
b = ag) /a’§12)7
agf) agjl») — Eiga%), 1=3,...,n
setze  a\d = 0 fir i > 2, (5.7)
0P = b —
und natiirlich: die ersten beiden Zeilen bleiben ungeéndert.
Dann hat A® die Gestalt
0 0 0
al o9 .o &V
0 o ... ... d)
0 a%) agi)
A®? (5.8)
o)
43
0o 0 a¥ ... af)
Dieses Verfahren fiihrt man fort. Im k—ten Schritt subtrahiert man fir ¢ =k+1,...,n
von der i—ten Gleichung das aglgfl) / a,ﬁ*l)ffache der k-ten Gleichung, um die Elemente

k—1 . .
unter al(dg - annulieren, wir haben also das

Bildungsgesetz: Fir i=k+1,...,n sei

(k—1) (k—1)

k—ter Schritt (; = a,;, pe s
ag;) = az(';'cil) — Ly aig;]j‘il)a J=Fk,...,n (5.9)
b(k) = b(.kil) — gzk blgkil) .
die Zeilen 1,...,k bleiben unverédndert.
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Nach (n — 1) Schritten erhalten wir schlieBlich A™ Yz = ™Y mit der oberen

Dreiecksmatrix
0 (0 (0 (0)

Ay G Q3 ... Gy
1 1 1
0 aé} aég) e agn)
AMD = o : (5.10)
0 ... ... 0 an?Y

Das System A" Yz = ™Y hat die gleiche Losungsmenge wie das Ausgangssystem.
A D g = p™ Y kann durch Riickwiirtseinsetzen geldst werden.

Mit Hilfe des Matrixkalkiils kann man den k—ten Schritt des GEV wie folgt beschreiben:

AW = L, ARTD (5.11)
mit der Matrix
1
1
Ly, = . (5.12)
—lrt1k
—p 1
mit £y gemiB (5.9), also
b, = ag,lj_l) /agz_l) fir 1=k+1,...,n
Man erhélt somit insgesamt
A — LA™Y = L ,L,,...L A . (5.13)

Es ist einfach nachzurechnen, da§ das Produkt Ay_; Ly_; = I (Einheitsmatrix) ist mit

Ay = ) (5.14)

1
621 1
L = AOA1 An72 = 632 (515)
gnfl,l 1
gn,l gn,Q gn,nfl 1



in der angegebenen einfachen Form als linke Dreiecksmatrix ausrechnen l&8t.

Multiplizieren wir die Gleichung (5.13) der Reihe nach von links mit A, 2, A,_3,..., Ay,
so erhalten wir wegen Ay Ly =1 und (5.15)

LAY = A0 — A, (5.16)

Die schlieflich ausgerechnete Matrix R = A" ist eine (rechte) obere Dreiecksmatrix
(vgl. (5.10)). D.h. wir haben mit dem GEV die Ausgangsmatrix A in ein Produkt

A = L-R (5.16")

einer linken mit einer rechten Dreiecksmatrix zerlegt. Die Darstellung (5.16°) heifit daher
auch LR—Zerlegung von A.

Damit 148t sich das Gauiverfahren prinzipiell in 3 Losungsschritte aufteilen
1. A = LR (Zerlegung von A)
2. Lc=b (Vorwiirtseinsetzen = ¢ = L7'b = b" Y = Rux)

3. Rx= c (Riickwirtseinsetzen = x = A™'b)
(5.17)

Bemerkungen

1) Im k-ten Schritt #ndern sich die ersten k Zeilen von A*®™Y und b*~Y nicht

mehr.
2) Sollte im k—ten Schritt agz_l) = 0 sein (das mufl abgepriift werden), so vertauschen
wir die k—te Gleichung mit einer spéteren s—ten Gleichung (s > k), fiir welche

ai’,i_l) # 0 gilt. Gibt es kein solches s, so sind die ersten k Spalten von A (als

Vektoren aufgefaft) linear abhingig und in der Linearen Algebra wird gezeigt, dafl
das Gleichungssystem dann nicht eindeutig 16sbar ist.

3) Natiirlich lassen sich mit dem GEV auch (m x n)-Gleichungssysteme mit n > m
behandeln (vgl. Lineare Algebra).

4) Soll fiir eine quadratische Matrix A die Inverse X berechnet werden, A X = I,
so erhilt man die Spalten x!,...,x" von X durch Losung der Systeme

Azt = €, kE=1,....,n, e’ = k-ter Einheitsvektor .

Zu ihrer Losung wird man nur einmal L und R gemé$ (5.17) berechnen und
danach LcF =e* und Rz* = c" 16sen.

Beispiel zu 2):

Das System 01 L - by ist ohne Zeilenvertauschung nicht 16sbar.
10 i) bg
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Numerische Schwierigkeiten, Pivot—Suche

Die Bemerkung 2) s.o. ist oft nur von theoretischem Wert, da der Rechner auf Grund von
Zahldarstellungsschwierigkeiten und Rundungsfehlern das Ergebnis Null einer Rechnung
nur selten als Null erkennt, sondern z.B. agz_l) = 3.5-1072 erhilt. Wird mit diesem
Wert weiter gerechnet, so kann nur Unsinn herauskommen.

Wir zeigen dies an einem 1. Beispiel, das wir der Einfachheit halber mit 6-stelliger
Arithmetik rechnen (genauer: jeder Rechenschritt wird zunéchst mit hoherer Genauigkeit
ausgefiithrt, dann wird auf sechs Dezimalstellen gerundet; dabei wird die Berechnung von
a+b-c als ein Rechenschritt angesehen):

11 44 1 1
AO = 01 04 3 , b = [ 1
0 1 -1 1

1. Eliminationsschritt

11 44 1 1
AD = 0 —410"%  2.99001 | , bV = | 0.990909
0 1 —1 1

2. Eliminationsschritt

11 44 1 1
A® = 0 —4-107% 2.99091 . b = | 0.990909
0 0 7.47727 - 107 2.47727 - 107

Lésung: x! = (—41.8765, 10.4843, 0.331307)

Zum Vergleich die exakte Losung

x’ = (—5.26444, 1.33131, 0.331307)

GRUND:

Im 1. Eliminationsschritt ist a%) = 04— % -44. Nun ist %! keine Maschinenzahl,

11
weshalb der Rechner a(212) = 0 nicht erhélt. Das Ergebnis ist katastrophal.

Selbst wenn agz_l) tatsdchlich # 0 ist, aber sehr klein im Vergleich zu anderen Matrix-

eintrigen, konnen sich erhebliche Schwierigkeiten ergeben, wie folgendes 2. Beispiel zeigt
(wieder mit 6-stelliger Arithmetik):
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0.001 1 1 1
A9 = [ -1 0.004 0.004 b0 = [ 1
—~1000  0.004 0.000004 1

1. Eliminationsschritt

0.001 1 1 1
AY = [0 1000 1000 | , bV = | 1001
0 1-106  1-106 1-106

2. Eliminationsschritt

0.001 1 1 1
A® = | 0 1000 1000 | , b» = 1001
0 0 0 —1000

Gleichungssystem unlésbar.

GRUND:

Das Ungliick passiert schon im 1. Eliminationsschritt, nach welchem die Zeilen 2 und 3
von AW linear abhiingig sind. Der Rechner erhilt

o) = o) = 0004 — E = 0,004 + 1000 A~ 1000

a:(312) = 0.004 — (?).100(?10) = 0.004 + 106 ~ 10°

106

Q

aly = 0.000004 + 10°

Er kann im Rahmen seiner Genauigkeit (6 Dezimalen) die Zahlen 10% +0.004 und 10?
bzw. 10° +0.004 und 10° usw. bei der Differenz— bzw. Summenbildung nicht mehr
unterscheiden. Dies liegt an der absoluten Gréfle der Faktoren

621 = agi)/aﬁ) = —103
631 = a:(ﬁ)/aﬁ) = —106

Folge: Die Eintrége der 2. und 3. Zeile ,gehen unter® in AM.

Die folgenden beiden Regeln sollen helfen, das Auftreten dieser Phiinomene einzuschranken.

1. einfache Pivotsuche (Spaltenpivotsuche)

V(or ()Jlem k—ten Elimination§schritt suche man die betragsgréfite der Zahlen
k—1 k

a; ~, © >k, alsoetwa aiogl), und vertausche dann in A®V  die iy-te
Zeile mit der k-ten Zeile und entsprechend bgjfl) mit b,(ffl). agfgl) heiflt
dann Pivotelement. (Man macht also durch geeignete Vertauschung der Glei-

chungen die Faktoren /¢, = aglkf_l) / a,gz_l) betragsméfBig moglichst klein.)
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2. totale Pivotsuche

Vor dem k-ten Eliminationsschritt suche man die betragsgrofite der Zahlen

a(k_l), 1>k, j >k, diese sei a"™Y. Dann vertausche man die k-te Zeile

]
mit der r—ten Zeile — natiirlich auch b,(ffl) und bﬁkil) — und die k—te Spalte

mit der s—ten Spalte. (ag;_l) heif3t Pivotelement).

Dadurch bekommen die Faktoren /¢;; betragsméflig die kleinst mdoglichen
Werte. Dadurch wird gesichert, dafl bei der Differenzbildung (vgl. 5.9))
(K _ =Dy (kD)

Qa, . = a

i i Zk'a’]gj ) j:k7""n

in der neuen i—ten Zeile moglichst viel Information der alten i—ten Zeile erhal-
ten bleibt.

Die totale Pivotsuche gilt als die stabilste Variante des Gaulschen Eliminationsverfahrens
(allerdings auch als die aufwendigste, da sehr viele Vergleiche nétig sind bis man das
betragsgrofite Element gefunden hat). Zumindest auf die einfache Pivotsuche sollte man
keinesfalls verzichten.

Schon mit der einfachen Pivotsuche liefern unsere Beispiele jetzt verniinftige Losungen
(wieder mit 6-stelliger Arithmetik).

Beispiel 1:
A® und AM wie auf S. 50, dann Vertauschung von Zeile 2 und 3 und 2. Eliminations-
schritt

11 44 1 1
A® = 0 1 -1 ., W =11
0 0 2.99091 0.990909

und die verniinftige Losung

e = (—5.26444, 1.33131, 0.331037)

Beispiel 2:
A b0 wie auf S. 51, Tausch von 1. und 3. Gleichung und 1. Eliminationsschritt liefern

—1000 0.004 0.000004 1
AL = 0 0.003996 0.004 , b = | 0.999
0 1 1 1

Tausch von 2. und 3. Gleichung und 2. Eliminationsschritt

—1000 0.004 0.000004 1
A(Q) _ 0 1 1 , b(2) = 1
0 0 41076 0.995004
Losung: z7 = (—0.995005, —2.48750-10°, 2.48751-10°).
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Bemerkung zur Programmierung der Pivotsuche

Die Vertauschung von Gleichungen (einfache Pivotsuche) hat keinen Einflufl auf die Lo-
sungsmenge des Gleichungssystems, die Vertauschung von Spalten ebenfalls nicht, sie
entspricht nur einer Anderung der Reihenfolge der Komponenten des Losungsvektors,
woriiber man allerdings Buch fithren mufl. Wird das Verfahren programmiert, so mufl
man die Vertauschung von Zeilen und Spalten, die sehr aufwendig ist, nicht tatséchlich
durchfiihren. Es ist einfacher, sich die Vertauschungen mit Hilfe von Merkvektoren zu
merken.

Vor Beginn des Verfahrens definiert man fiir die Zeilen und Spalten von A Merkvektoren
z[i], slj], 4,7 =1,...,n, die zunéchst die natiirliche Reihenfolge der Zeilen und Spalten
speichern, d.h. z[i] = s[i] =14, i=1,...,n.

Die Matrixelemente a;;, die rechten Seiten b; und die Komponenten z; des Losungs-
vektors werden aufgerufen durch a[z[i], s[j]], b[z[i]] und =z[s[j]].

Soll beispielsweise die 3. und 7. Gleichung vertauscht werden, so setzt man mit einer
HilfsgroBe h:

h = z[3];
23] = 27
2[7] = h;
dann wird die neue 3. Zeile durch a[z[3], s[k]], K =1,...,n, die neue rechte Seite durch

b[z[3]] aufgerufen. Entsprechend verfihrt man beim Spaltentausch.

Es gibt einen Typ von Matrizen, die sog. positiv definiten Matrizen, bei denen man auf
Zeilen— und Spaltenvertauschung verzichten kann und wobei man eine ,,sparsamere (Zahl
der Rechenoperationen) Variante des GEV anwenden kann, das Cholesky—Verfahren. Auf
seine Beschreibung verzichten wir an dieser Stelle auf Grund mangelnden mathematischen
Handwerkzeugs.

Mit der Pivotsuche sind noch nicht alle auftretenden numerischen Probleme gelost. Auf
2 Punkte wollen wir noch hinweisen:

a) Ein singuldres Gleichungssystem (d.h. die Zeilen von A sind linear abhéngig) wird
(jedenfalls theoretisch) vom GEV daran erkannt, daB alle Pivotsuchen erfolglos ver-
laufen, d.h. kein nicht verschwindendes Pivotelement finden. Durch Rundungsfehler
konnte es aber passieren (Beispiel 1)), dafl das System trotzdem als losbar erscheint.
Eine hieraus berechnete Losung hat wenig Sinn. Man behilft sich in der Praxis
tiberlicherweise so, dafl man ein Gleichungssystem fiir nicht behandelbar erklart,
wenn ein Pivotelement betragsméfig kleiner ist als ein vorgegebenes ¢ > 0 (z.B.
e = 1078). Dies Vorgehen erfolgt aber ausschlieBlich aus praktischen Griinden. Es
kann durchaus vorkommen, daf§ man auf diese Weise ein problemlos 16sbares Glei-
chungssystem fiir nicht behandelbar héalt bzw., wenn man das Pivotelement und
damit (bei totaler Pivotsuche) alle restlichen Elemente = 0 setzt, man damit nu-
merisch linear abhéngige Zeilen findet, die in Wirklichkeit gar nicht linear abhéngig
sind. Dies kann sich, zum Beispiel bei der spéteren numerischen Behandlung von
linearen Optimierungsaufgaben, als problematisch erweisen.
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b) Auf Grund von Rechenungenauigkeiten wird in der Regel die berechnete Losung &
nicht mit der exakten Losung a* {iibereinstimmen, es wird nur Ax ~ b gelten.
Man mu$ sich deshalb fragen, ob die Groe des Defekts » = b— A & (auch Residuum
genannt) eine Aussage iiber die Grofie des unbekannten Fehlers € = ¢* — & zulafit.

Die in b) angeschnittene Frage 148t sich nur bedingt mit ja beantworten. Wie eine Fehler-
analyse des GEV (die wir hier und jetzt noch nicht durchfithren kénnen) zeigt, kann bei
fast linear abhéngigen Zeilen das Residuum sehr klein ausfallen, der Fehler € = x* — &
jedoch sehr grof sein.

Man mache sich das geometrisch deutlich im Fall n = 2. Dann stellen die beiden
Gleichungen 2 Geraden dar, ihre Losung den Schnittpunkt der Geraden. Sind die Geraden
fast linear abhéngig, so ist = klein und € groB (vgl. das Beispiel: g3 = x—Achse)

9 X//

1 | X %

Wir nennen ein Gleichungssystem schlecht konditioniert, wenn kleine Anderungen der
Eingabewerte (a;;,b;) groBe Anderungen der Losung zur Folge haben. (Eine prézise
Definition liegt im Augenblick noch aulerhalb unserer mathematischen Féhigkeiten.)

Man kann zeigen, dafl dieses Phdnomen bei linearen Fast—Abhéngigkeiten auftritt
(AUFGABE: Man zeige dies an einem Beispiel fiir n = 2).

Variable rechte Seiten

Gelegentlich mufl man dasselbe Gleichungssystem mit verschiedenen rechten Seiten l6sen.
Z.B. wollen wir fiir unser Modell der Volkswirtschaft berechnen, welche Mengen die Sek-
toren jeweils produzieren miissen, um verschiedene auswartige Nachfragen befriedigen zu
kénnen. Man wird dann nicht jedesmal das Gleichungssystem von neuem losen. Man kann
diesen Arbeitsaufwand reduzieren:

— Fiir die Matrix A wird einmal das Eliminationsverfahren vollstindig durchgefiihrt.

— Im Rahmen einer Laufanweisung, die sich iiber alle rechten Seiten erstreckt, wer-
den diese geméB (5.9), letzte Zeile, umgeformt und danach wird, innerhalb dersel-
ben Laufanweisung, das Riickwértseinsetzen fiir jede Seite durchgefiihrt. (Natiirlich
miissen dabei etwaige Zeilen— und Spaltenvertauschungen beriicksichtigt werden.)

Formuliert man das im Matrixkalkiil, so bedeutet das, daf einmal der 1. Schritt aus (5.17)
ausgefithrt wird und danach fiir jede rechte Seite die Schritte 2 und 3. Etwaige Zeilen—
und Spaltenvertauschungen miissen durch Permutationsmatrizen beriicksichtigt werden
(vgl. Literatur).
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Bemerkungen:

a)

b)

Variable rechte Seiten treten auch auf, wenn man die Inverse einer Matrix berechnen
will.

Die Berechnung von Determinanten (zumindest fir n > 5) wird mit Hilfe des GEV
ausgefiihrt. Beachte dazu, dafl die Determinanten der Umformungsmatrizen alle =1
sind. Die Determinante von A ist dann gleich dem Produkt der Diagonalelemente
von IR.

Das GEV ist nicht das einzige Verfahren zur Losung von Gleichungssystemen. Man
kann dies (insbesondere bei grofien und diinn besetzten Matrizen) auch mit Hilfe
iterativer Verfahren tun. Wir kommen darauf zu einem spéteren Zeitpunkt zuriick.
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§ 6 Lineare Optimierung

Um die Aufgabenstellung deutlich zu machen, beginnen wir mit einem (natiirlich sehr
vereinfachten) Beispiel:

Produktionsplan einer (zugegebenermafien sehr kleinen) Schuhfabrik. Hergestellt wer-
den sollen Damen— und Herrenschuhe, und zwar jeweils nur ein Modell. Die Produktions-
bedingungen ergeben sich aus der folgenden Tabelle.

Damenschuh | Herrenschuh | verfiigbar
Herstellungszeit [h] 20 10 8000
Maschinenbearbeitung ] 4 5 2000
Lederbedarf [dm?] 6 15 4500
Reingewinn [Euro] 16 32

Unter der Annahme, dafl keine Absatzschwierigkeiten entstehen, soll berechnet werden,
wieviele Damen— und Herrenschuhe hergestellt werden miissen, damit der Gewinn optimal
wird, natiirlich unter Einhaltung obiger Restriktionen.

Mathematische Formulierung:

Sei 1 die Zahl der produzierten Damenschuhe ,

X die Zahl der produzierten Herrenschuhe .

Dann lauten die Produktionsbedingungen:

(200, + 10z, < 8000 (i)

dry +  bxe < 2000 (i)
6x, + 15z, < 4500 (i) (6.1)

xry > 0 (iv)

( Ty = 0 (v)

Gesucht sind Zahlen (z1,x3), die diesen Ungleichungen geniigen und den Gewinn maxi-
mieren, also

Gewinn: flz1,29) = 1627 + 3229 L max. (6.2)

Die Funktion [ aus (6.2) heifit Zielfunktion, die Ungleichungen (6.1) heifien Nebenbe-
dingungen. In diesem Beispiel kann man sich die Lésung geometrisch veranschaulichen.
Gleichzeitig legt es die Losungsidee fiir den allgemeinen Fall nahe.

Die Ungleichungen (6.1) beschreiben Halbebenen in IR?, die durch Geraden begrenzt
werden (vgl. Zeichnung). Der Durchschnitt A aller dieser Halbebenen beschreibt den
zuldssigen Bereich aller der Punktepaare (zq,z3), die den Ungleichungen (6.1) geniigen.
f(x1,22) = 1621 + 3229 = k, mit variablem £k, beschreibt eine Geradenschar. Es ist ein
maximales k,, derart zu bestimmen, daf (mindestens) ein Punkt des zuléssigen Bereichs
M auf der Geraden f(z1,x9) = ky, liegt.
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Wachst umsri cht ung
von k

(v)

X
1
N Duo

Die geometrische Losung ist nun einfach. Man verschiebt die Geradenschar so lange im
Sinne fallender k, bis zum ersten Mal ein Punkt aus M auf einer Geraden liegt oder,
falls die Geradenschar die gleiche Steigung hat wie eine Begrenzungsstrecke von M, sogar
eine ganze Strecke. Dieser Punkt oder alle Punkte der genannten Strecke optimieren die
Zielfunktion.

(iv)

Wir wollen uns an weiteren Beispielen dieser Art klar machen, was je nach Beschaffenheit
von M (zuldssiger Bereich) und f (Zielfunktion) passieren kann.

1) falls M nicht beschrankt ist, kann f ein Maximum annehmen, es mufl dies aber

nicht.
X2 )(2
k k
M
M
X X
1 1
2) M =0 ist moglich.
X
2
X
i
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3) Die optimale Losung kann, mufl aber nicht eindeutig sein.

4) Es gibt iiberfliissige Nebenbedingungen.

Fazit:

N

N

Alle Beispiele zeigen: Wenn eine optimale Losung existiert, dann wird sie (vielleicht nicht
nur, aber auch) in einer Ecke des zuldssigen Bereichs angenommen.

Im allgemeinen Fall wird ein lineares Optimierungsproblem die folgende Gestalt haben

C1 T
Q11 T

Q21 T

Am1 T

+

+ a9

+

+
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Wir schreiben das kurz in Matrixschreibweise. Mit ¢! = (¢y,...,¢,) € R",
A = (a;;) e R™" 27 = (z1,...,7,) € R", b = (by,...,b,) € R™ folgt

Tx = max
Ax < b (L)
x > 0

c’ x heiBt Zielfunktion, M = {x € R", Ax <b, © > 0} zulissiger Bereich. Ax <b
und a > 0 sind im Sinne obiger Ungleichungen komponentenweise zu verstehen. Die
Elemente € M heiflen zuldssige Punkte (zulédssige Losungen) und ein zulédssiges € M
heiBt optimal, wenn fiir alle zuléssigen Vektoren y € M gilt ¢’ & > ¢’ y.

Natiirlich sind auch andere Formulierungen von (L') moglich und gebréuchlich. Dies
héangt von der jeweiligen Aufgabenstellung ab. Wir stellen sie hier kurz zusammen und
zeigen, wie sie sich ineinander iberfithren lassen (um einen moglichst allgemeinen Typ
von Optimierungsaufgaben behandeln zu kénnen).

a) Eine Maximierungsaufgabe wird zu einer Minimierungsaufgabe durch Ubergang
zum Negativen der Zielfunktion.

c’'x = max <= —c¢"xz = min

b) Eine Ungleichung
ai Ty + ...+ A, < b

kann durch Einfithren einer Schlupfvariablen y; > 0 in eine Gleichung
a1y + ... + gy + Y = bz
iberfithrt werden.

c) Tritt eine Gleichung als Nebenbedingung auf,
Cl,jllL‘l —|— —f- ajnxn = bj,

so kann sie durch 2 Ungleichungen ersetzt werden:

IN
o>

ajlxl —|— —|— ajnxn

—Q;1 1 — ... — QjpTy < —bj

d) Eine Komponente z; von @, fiir die keine Vorzeichenbedingung besteht,
kann ersetzt werden durch den Ausdruck z; = x;; — z;_ und die Forderung
Ty 20, 2,2 >0,

Vorsicht: Diese Zerlegung muf auch in der Zielfunktion berticksichtigt werden.

e) Jede ,,<“~Ungleichung kann durch Multiplikation mit —1 in eine ,>“~Ungleichung
iberfithrt werden (und umgekehrt).
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Insbesondere kann also jede Optimierungsaufgabe mit linearer Zielfunktion und linearen
Nebenbedingungen in die folgende Form gebracht werden

(

¢’z = min
Ax = b
. (L)
x > 0, wobei ¢ € IR",
AcTR™" belR™ gegeben sind.

Wir verdeutlichen an einem Beispiel die Uberfithrung einer vorgelegten Aufgabe in die
Form (L). Man beachte dabei, daf§ sich bei Einfithrung von Schlupfvariablen die Zahl der
Nebenbedingungen vergrofiert und dafl insbesondere bei Ersetzung einer nicht vorzeichen-
beschrénkten Variablen durch 2 Ungleichungen (im Beispiel z1, >0, 27— > 0) sich auch
i.a. die Variablenanzahl mit Koeffizienten # 0 in der Zielfunktion vergrofiert.

Beispiel: Die Aufgabe —2x1 4+ 3z, = max
T+ T2 2 by

-1+ 19 < 7

Ty < 10

x1 nicht vorzeichenbeschrankt

T9> 0
wird so zu

2x1, — 221 — 329 4+ 0y1 + Oys + Oys < min

unter —T1y + -+ T2+ n = -5

—T1+ + Ti1- + 9 + Y2 = +7

+Tip — T + y3 = +10

T+ = 0

Ti— > 0

Ty > 0

(T 0

Yo 2> 0

ys = 0
= min, x = (T11, 01,72, Y1, Y2, Y3) ", c=(2,-2,-3,0,0,0)" ¢ R®

Az = b, A= (a',-a',a* I,) c R™", a'=(-1,-1,1)T a®>=(1,1,0)"

x>0, m = 3 = Zahl der Gleichungen < n = 6 = Zahl der Variablen
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Bemerkungen zur Form (L):

Das Fazit aus den Beispielen 1) — 4) la8t vermuten, dafl ,,Ecken“ bei der Losung der
Optimierungsprobleme eine wesentliche Rolle spielen werden. In IR* und IR?® lassen sich
Ecken als Schnittpunkte von Geraden oder Ebenen, also durch Gleichungen beschreiben.
Obwohl in den meisten Fillen Nebenbedingungen durch Ungleichungen gegeben werden
(,Ax < b“), ist es deshalb giinstiger, sie in Form von Gleichungen und leichter zu
behandelnden Vorzeichenrestriktionen darzustellen.

Um zu einer Losungsidee fiir das Problem (L) zu kommen, kehren wir nochmals zu den
anfangs betrachteten Beispielen 1) —4) zuriick.

Da die optimale Losung auch immer in einer Ecke angenommen wird, liegt es nahe, alle
Ecken zu bestimmen, in ihnen den Zielfunktionswert zu berechnen und die Ecke mit dem
optimalen Zielfunktionswert auszuwéhlen.

Dieses Vorgehen ist problematisch, weil es einerseits, insbesondere bei vielen Ungleichungs-
restriktionen, schwierig sein wird, alle Ecken zu bestimmen, und andererseits dabei viele
Ecken umsonst berechnet werden.

Erfolgversprechend ist die ndchste Idee: Man beginne mit einer Ecke (wie findet man
die?), bestimme in dieser Ecke den Zielfunktionswert und gehe dann lings einer Kante,
langs der der Zielfunktionswert abnimmt, zu einer Nachbarecke iiber und bestimme deren
Zielfunktionswert usw., bis man am Minimum angelangt ist. (Wie erkennt man das?)
Dabei konnen natiirlich alle die Situationen eintreten, die wir in den Beispielen 1) — 4)
kennengelernt haben. Insbesondere hoffen wir aber, dal man auf diese Weise nicht alle
Ecken durchlaufen muf}, bis man am Minimum angekommen ist.

Man mache sich diese Problematik auch an Beispielen im IR® klar.

Wir haben in der Tat mit der obigen Vorgehensweise die Grundidee des nun zu be-
sprechenden Losungsalgorithmus beschrieben. Bei der Umsetzung dieser geometrischen
Losungsidee in einen Losungsalgorithmus fiir die Aufgabenstellung (L) treten eine Reihe
von Problemen auf, wie etwa

— Wie beschreibt man Ecken im IR"?

— Wie beschreibt man Kanten?

— Was heiflt ,Laufen auf einer Kante“?

— Wird der optimale Wert wirklich in einer Ecke angenommen?

— Was bedeuten die Beobachtungen aus den Beispielen 1) — 4) im allgemeinen Fall?

Diese und weitere auftauchende Fragen wollen wir im folgenden zu l6sen versuchen. Dabei
werden die Losungsideen aus der anschaulichen Problemstellung (L) kommen (, die wir
der Anschauung halber nochmals, samt ihrer geometrischen Interpretation skizzieren,)
und werden dann in die algebraische und algorithmische Sprache fiir das Problem (L)
iibersetzt werden miissen.
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Lineare Optimierungsaufgaben: Formulierungen

( Matrixschreibweise
> ¢ = min,c = (c1,...,cn)t € R” 'z = min
j=1
Yo oazy < b, it =1,....,m, Az < b
(z)
A = (aij) € Rmxn
b = (b,....,0n)"T € R™
;> 0,i¢e JcC{l....,n} r, >0, i€ J

Im IR? (auch IR?) hat man die Veranschaulichung

M={xecR"; Ax <b,x; >0,i € J} heiBt zulissiger Bereich, ¢’z heifit Zielfunktion.

Problem (L)

c¢c'x = min, c € R"
Ax = b, AcR™, becR" (L)
x > 0

M = {xecR" Ax =0b, = >0} heit zulissiger Bereich, ¢’z heiit Zielfunktion,
und x* heilt optimal, falls ** € M und e’ z* <cl'x Va € M.

Beachte: Die Vektoren ¢,b und die Matrix A sind gemifl den Umformungen nicht
die gleichen wie in (L’).

Beschreibung von Ecken

Der zulissige Bereich eines linearen Optimierungsproblems wird im IR? durch Geraden
begrenzt, im IR® durch Ebenen, im IR™ durch sog. Hyperebenen.
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Geometrisch anschaulich ist eine Ecke eines solchen Bereichs M ein Punkt € M, der
nicht auf der Verbindungsgeraden zweier Punkte liegt, die auch € M sind.

Mathematische Fassung dieses Sachverhalts:

Definition 6.1
1) Eine Menge K C IR™ heiit konvex

(Do) Vel 2> € K gilt
<~
x = dzx'+(1-Nx* e K, 0 <A<

x heiBt Konvezrkombination von o' und x2.

2) Eine Konvexkombination heifit echt
(Def.) )\ # O’ 1
3) Sei K C IR" eine Menge, die durch Hyperebenen begrenzt wird.

x € K hei3t Ecke von K

et x hat keine Darstellung als echte Konvex—

kombination 2er verschiedener Punkte von K

Séatzchen 6.2:
Die zuléssige Menge M eines linearen Optimierungsproblems (in der Normalform)

M = {zelR", Az=b, >0} wo A€ R™" bec R" m<n,

ist konvex.

Beweis:
Seien ', x> € M, ' # x> und z =X z' + (1 -\ x> X e]0,1], so folgt

Az = AQz'+(1-Nx?) = NAz'+(1-))Ax?
— Ab +(1-X\b = b.

Aus x=_\_ x' + (1-)) & folgt x>0, also = € M. |
<=~ ~~
>0 >0 >0 20

Charakterisierung von Ecken
Sei A= (a',...,a"), d.h. a' seien die Spalten von A. Fiir = = (z1,...,7,)

Ax =b geschrieben werden als > a'x; = b.
i=1

T kann
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Sei M ={xecR"; Ax =0b, « > 0} der zulissige Bereich eines linearen Optimie-
rungsproblems, dann kann x € M ((E bis auf Umnumerierung) geschrieben werden
als

x = (21,...,2,,0,...,0)", Ty, .., xpy > 0, 0<p<n.

Dann gilt folgende Charakterisierung von Ecken:

Satz 6.3
Sei Te M ={x€R"; Axz=>b, x >0}, sodaBl

Zaifi = b,

i=1

T, >0 fir i=1,...,p, z; =0 fir i=p+1,....,n, p > 0.
Dann gilt
a) T = 0ist Eckevon M <= b = 0. (p=0)

b) T # 0 ist Ecke von M <= Die Spalten a’, die zu positiven Komponen-
ten von T gehoren, sind linear unabhéngig.

(p>0)

Beweis:

a) offensichtlich, denn 0 = A\x! + (1 = N)z?, ', 2> >0, A\ >0 = z' =z*>=0.

b) ,=* (indirekt): Annahme: a',..., a? seien linear abhiingig, d.h. 3(dy,...,d,)" € R?,
nicht alle d; =0, mit i a'd; = 0.

=1

Setze
d = (dy,...,d,,0,....,.000 e R" = Ad AT +dd)=b VieR

=0
AT =b =< T+dd >0 fiir kleine |§] € R,
fir © e M gilt 0

x > dawz;>0firi=1,...,p,

dh. 3§>0, sodal T+ déd=x'c M, T—dd=x>c M und z'+# x>

1

= xr = 5 (a,'l + 332) Ol

T ist keine Ecke.
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Beweis:
b) ,,<“ (indirekt) Annahme: T ist keine Ecke, d.h.

1.2 1 2 - 1 B 2
dxl,x* e M, ' # x* sodal T==_\ x +(1-\) x° , Ae(0,1)

>0 >0 >0 >0
U U
{Aazlzb} {x%:x?:(]fﬁri>p }
Az’ =0 da ', 2> >0 und z; =0 fiir i > p
[} [} = z' =z
Alx' —z*) =0 = zp: a(z} —23)=0 a—i——li;‘ { Ty = }
= v unabh. fir + <p
|

Korollar 6.4
Eine Ecke von M hat maximal m positive Komponenten, wo m = Rang A.

Eine Ecke x* heifit entartet, wenn sie weniger als m positive Komponenten besitzt.
Man kann dann die zu positiven Komponenten von x* gehérenden Spaltenvektoren von
A durch Hinzunahme weiterer Spalten von A zu einer Basis des IR™ ergédnzen und
kommt somit zum Begriff der Basislésung.

Definition 6.5

Gegeben sei das Problem ¢! = min, e M={xcR";, Axz=0b, > 0},
RgA =m.
( 3m linear unabhingige Spalten
a’ von A,
x € M heifit Basislosung } @y icJ |J =m, sodaB
(Basisvektor) zur Indexmenge .J v =0 fir i¢J und

S alr; = b

\ icJ

Beachte:

Es wird nicht gefordert z; > 0 fiir ¢ € J. Jede Ecke & € M definiert also eine
Basislosung zu einer (im entarteten Fall nicht eindeutigen) Basis des IR™ aus Spalten-
vektoren von A. Umgekehrt beschreibt jede Basislosung eindeutig eine Ecke.
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Beispiel eciner entarteten Ecke bzw. einer entarteten Basislosung: Wird im IR* M
durch eine 4- seitige Pyramide, die auf der (z1,x2)—Ebene steht, dargestellt, so ist ihre
Spitze eine entartete Ecke. (Formulierung als (L) im IR” : x1, x5, 3, 4 Schlupfvariable y;,
Rg(A) =4; y; =0, i = 1...4, beschreibt die Pyramidenspitze, das ist eine Restriktion zu
viel.)

Als niichstes miissen wir uns fragen: Hat das Problem (L) iiberhaupt Ecken (im IR?
wird z.B. durch x5 > 0, x5 <2 ein Bereich ohne Ecken beschrieben), und wird, falls ja,
ein optimaler Zielfunktionswert (falls einer existiert, vgl. Beispiel 1) auch in einer Ecke
angenommen? Antwort gibt

Satz 6.6
Fir (L) gilt:
a) M # () = 3 eine Basislosung

(d.h. wenn zuléssige Punkte existieren, so gibt es auch eine Basislosung).

b) 3x* € M optimal = 3 eine optimale Basislosung.

Beweis a):
Geometrische Idee fir a).

Ist x* € M keine Ecke, so existiert eine Gerade
durch «*, auf der manin M in beiden Richtungen
ein Stiick laufen kann (vgl. Def. von Ecke), bis
man zu einem Punkt % einer Kante (bzw. einer x x
Seite) kommt. T erfiillt eine Gleichheitsrestriktion
mehr als a* (die Schlupfvariable der zugehorigen
Ungleichheitsrestriktion ist = 0). & hat also mehr

Nullkomponenten als «*. Ist x keine Ecke, so
kann man obigen Prozel wiederholen.

Abb. 6.2
Mathematische Umsetzung:
x* ist keine Basislosung, d.h. z* = (z7],...,72},0,..., 0)7 (geeignete Numerierung)
x; > 0, 1=1,...,p,
a'r; = b,
i=1
a’, i = 1,...,p linear abhingig, d.h.
p .
dy,eR,i=1,...,p Z a'y; = 0, nicht alle y; =0. (6.3)
i=1
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Laufen auf einer Geraden durch x*:

r = x° + €y, e € R, y € IR" fest.

Laufen in M, dh. Axz=0b, >0 bzw.

A(x*+cy) = b, (6.4)
z* + ey > 0. (6.5)

Aus (6.4) folgt wegen Ax* = b
Ay = 0. (6.6)

Nur g, die diese Bedingungen erfiillen, sind zuldssig (man verdeutliche sich das fiir den
Fall, da8 «* selbst schon auf einer Kante liegt). Solche Vektoren ¢ existieren aber nach
(6.3), weil x* keine Ecke ist.

g = (v, ,Yp,0,...,0)7.

Weiter muf} gelten (6.5), d.h.
ri+ey; > 0 i=1,...,p (erfiillbar fir kleine |e|, da =} > 0),
zitey, = 0 furein v e {l,...,p} (man mochte eine weitere (6.7)

Nullkomponente) .

Welche Bedingungen resultieren aus (6.7) fiir €7 (beachte xf >0 Vi=1,...,p)

x; )
Fir ¢ > 0 folgt — > —y;
€
. fir +=1,...,p,
fir ¢ < 0 folgt i < —y
£ Vs
bzw. ] .
- > — 21 falls ¢ > 0
€ T
. ' fir i=1,...,p
- < - 21 falls ¢ < 0
€ @ J
Wir unterscheiden die Félle:
1 i _. 1
1) >0, Jy; <0 = g2r£3§<—%> = = = e<¢a
2) >0, ¥y, >0Vi = e > 0 beliebig wihlbar
3) e<0, Jy; >0 = —§m1n<—y—i>:i = g > g
yi>0 Z; €2
4) <0, y; <0 Vi = e < 0 beliebig wihlbar
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Fazit:

¢ ist mindestens einseitig beschrankt; fiir € = ¢; oder € = g9 hat der Punkt @ := x*+cy
mindestens eine Nullkomponente mehr als a*.

Beweis b):

Geometrische Idee fir b): Ist x* bereits optimal, z.B. wenn x* auf einer ,,Seite* von
M liegt (wie etwa Z: vgl. Abb.6.2), so sind alle Punkte dieser Seite, da sie zuldssig sind,
auch optimal. Der Punkt &, der wie in Teil a) konstruiert wird, muf§ dann den gleichen
Zielfunktionswert haben wie Z und mindestens eine Nullkomponente mehr. D.h. alle
nach Teil a) konstruierten Punkte sind ebenfalls optimal.

Mathematische Umsetzung

*

x* optimal <+= clz*<clxzVreM
(E sei |e1] < |ea|, dann gilt insbesondere

cl'zr <cl' (z*+e9)
T %

T _ T % L1 * ~
o SCT(:B*—&@)} = cy=0 = ca=c (x"+79)

|
Das Simplex—Verfahren
Wir beziehen uns auf die Aufgabenstellung: Bestimme « € IR", so dafl
'z = min, c € R",
Ax = b, A € R™", Rang A = m < n, b € R", (L)
x > 0

Wir wissen: Wenn eine optimale Losung existiert, so wird sie auch in einer Ecke des
zuldssigen Bereichs M = {x € R", Ax =b, « > 0} angenommen.

Bemerkung:

Rang A = m sichert die Losbarkeit des Gleichungssystems, bedeutet aber, dafl linear
abhéngige Gleichungen ausgeschieden werden miissen. Dies kann numerisch schwierig sein.

Idee des Verfahrens

1) Man geht aus von einer Ecke von M (wie man die findet, wird spéater untersucht)
und bestimmt fiir diese Ecke den Zielfunktionswert.

2) Man untersucht, ob es ,benachbarte* Ecken gibt, die einen kleineren Zielfunkti-
onswert haben und geht gegebenenfalls zu einer solchen Ecke iiber (Eckentausch).
Diesen Eckentausch fiihrt man so lange fort, bis keine benachbarte Ecke mit kleine-
rem Zielfunktionswert mehr zu finden ist.
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1. Unterproblem: Wie vergleicht man formal (man sucht ja einen Rechenalgorithmus)
am geeignetsten die Zielfunktionswerte zweier Ecken (bzw. einer Ecke und eines
anderen zuldssigen Punktes)?

2. Unterproblem: In welcher (formalen) Beziehung steht eine Ecke x* zu einem an-
deren zulédssigen Punkt x?

Sei also T € M und x* € M eine Basislosung, d.h. 3J C {1,...,n}, [J| =m, so

daB ‘
a’, 1 € J linear unabhingig,

i =0, 1 € J,
> xfa’ = b, ¢ > 0.

icJ

Vergleich von «* und =:

x*,x € M liefert
sz‘ai = b = Zijaj. (6.8)
j=1

icJ

Idee:

Die a', ¢ € J bilden eine Basis fiir alle Spalten a’. Setzt man diese Basisdarstellung
in obige Gleichung ein, so erhélt man eine Beziehung zwischen z} und Z;.

Basisdarstellung: V Spalten @’ von A 3d; €R, i€ J, j=1,...,n mit

aj:Zdijai, j=1,...,n, wobeifiralle j€.J: dz‘j:{l furz:j}.

oy 0 fiir 1 #£ 7
(6.9)
Einsetzen von (6.9) in (6.8) ergibt
Soad - Y (Sae) - ¥ (Lam)e
icJ j=1 icJ ieJ \j=1
Koeffizientenvergleich der a’, i € J, ergibt fiir i € J:
;o= ) dyT;
j=1
= 2 diTi+ ) dy T
jedJ JgJ
I¢J
also folgt
o M (6.10)
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Vergleich von ¢’ z* und c!'z:
Zum Vergleich wird (6.10) in die Zielfunktion eingesetzt:

8

CT_ = Z c Ty + Z CGT; = Z C; (l‘j — Z dm’fj) + Z CjTj

i€ i i€

= 2 am — ) ) Gdy T+ ) 6T,

eJ J¢J e J&J

also

CTf = CT«’B* + Z (Cj — Z Cidij) Tj (611)

J¢J ieJ

Hieraus liest man ab (beachte: die d;; sind unabhéngig von %):

Satz 6.7: Optimalitiatskriterium

cj — Z;]Cidij >0Vy¢J = x* optimal
1€

bzw. ist x* nicht optimal, dann gilt

IrgJ oo =Y cady < 0. (6.12)

icJ

Unter dieser Voraussetzung arbeiten wir weiter.

Herleitung des Austauschschrittes

Ist «* nicht optimal, so sucht man eine neue (benachbarte) Ecke T mit
'z < ,

gegen die x* ausgetauscht werden soll. Wir verdeutlichen das Vorgehen zunichst an
einem Beispiel.

Beispiel: Eckentausch

Sei M etwa ein Wiirfel im IR?, dessen 6 Seiten durch die Ungleichungen

beschrieben werden.
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x =0
6

X*

X =0
4

x_=0
5

Nach Einfithrung von Schlupfvariablen xy,...,z9 entsprechen (%) die Gleichheitsrestrik-
tionen

3
E al'jl'j—l-.fll'prg = bi, 221,,6
J=1

und die Vorzeichenrestriktionen

Die Ecke ax* wird bestimmt durch die Restriktionen
z; = 0, j=4,56.
Will man zur Ecke @, so wird die Restriktion x4, = 0 aufgegeben.

Eine Ecke a* hat die Eigenschaft, daf sie mindestens n—m Nullkomponenten hat (vgl.
Korollar 6.4), d.h., dafl sie mindestens n — m Vorzeichenrestriktionen als Gleichungs-
restriktionen erfiillt, d.h. dafl sie auf mindestens n —m Hyperebenen =z, = 0 liegt
(v ¢ J) (vgl. Beispiel: Eckentausch). Man geht zu einer Nachbarecke @, indem man eine
dieser Restriktionen aufgibt: d.h. fiir ein r ¢ J 1dB8t man 7, = > 0 positiv werden,
behélt aber die anderen Restriktionen 7, = 2% =0, v € J, v # r bei (im Beispiel sind
das die Ebenen x5 = 0, g = 0). Wenn man sich auf der Kante von &* nach T bewegt,
so dndern sich die Komponenten z;, ¢ € J. Man macht fiir & also zunéchst den Ansatz

T,=0>0, flirein r & J,

. , L
T; =x; —«;, j€J, aj= die Anderungen,

szoa VJ¢J, j7£'l“
( die anderen Nullkomponenten will man beibehalten) .

8|
I

(6.13)

r, 0 und die Anderungen «; miissen wir noch untersuchen.

Das r ¢ J wird man so wahlen wollen, dafl langs der ausgesuchten Kante der Zielfunk-
tionswert moglichst schnell fillt. Setzt man = in (6.11) ein, so folgt

dz = dz+ |¢ — i iy T, . 6.14
c Z c T (6.14)
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Man wird also ein 7 aus (6.12) so wéhlen, daf gilt

t, = ¢ — Z ¢idy = min <cj — Z i dl-j> < 0, (6.12a)
icJ Ie] icJ

d.h. man wahlt die Kante aus langs der der Zielfunktionswert am schnellsten abnimmt,
denn ¢, ist die Ableitung der Zielfunktion nach 7.

Bewegt man sich auf der Kante, so bedeutet das, daB die Anderungen «; so beschaffen
sein miissen, dafl * zuléssig bleibt, d.h. AZx =b, T > 0. Es muf} also gelten

Az = ) (x;*-—ozj) a’ + da” . (Zuléssigkeitsbedingung)
jeJ
- Yse - Taw e Lo
jed et
—_——
= b
da x*e M
und somit '
fa’ =) ajad = 0. (6.15)
jed

Benutzt man fiir a” die Basisdarstellung (6.9), so folgt aus (6.15)
0 = ) Z djr a,j — Z Q; a,j = Z (5 djr — Oéj) a,j
jeJ jeJ jeJ

und daraus wegen der Basiseigenschaft der a’: dd;, —a; =0 bzw.

a; = 0dj.
Unser verbesserter Ansatz fiir ® mufl also lauten:
Z, =0 >0, r & J, r gemiB (6.12a)
T = z(0) = T; = x; — 0dy,, jeJ (6.16)

> 0Vjeld

= 0 fiir ein v € J (falls moglich),
(man mochte ja eine neue Ecke haben,
braucht also eine neue Nullkomponente).
Was passiert, falls dj, <0Vj € J? Dannist Z(6) >0Vd € RY und wegen AZ(0) =b
(so wurde der Ansatz konstruiert), gilt dann Z(6) € M V4é € R", dh. M ist nicht
beschrankt, und wegen (6.12) und nach (6.14) ist auch die Zielfunktion nicht nach unten
beschrankt, d.h. es gilt der

0 > 0 nur so grof}, daB z} — & dj,

Satz 6.8: Abbruchkriterium

Gilt fiir ein
réJ: ¢ — > ¢idip < 0 und
j€J

d, < 0Vjel],

so ist die Zielfunktion nicht nach unten beschriankt (d.h. es gibt keine optimale Losung).
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Wir setzen im folgenden also voraus

djeJ: d; >0, r geméf (6.12a). (6.17)

Dann muf fiir den Ansatz (6.16) die Zuléssigkeitsforderung ®(0) > 0 gesichert werden,

d.h.
i —dip6>0  VjeJ mit dj >0, rgemiB (6.12a)

X
zj

<~ 0 <

<z VjeJ mit d; >0, r gemiB (6.12a).

Man wihlt also in (6.16) (um eine neue Nullkomponente zu erhalten)

Tk *
o = min d—J = L (v nicht notwendig eindeutig) . (6.18)
] € J jr vr
djr >0

r nach (6.12a)

d.h. wegen z¥ — d,,. 0 = 0 wird a@” aus der Basis ausgeschieden und durch a” ersetzt.

Beachte:

d =0 ist leider moglich, wenn xf =0 (vgl. Bemerkung zu Satz 6.9).
Anschaulich miiite Z(0) geméB (6.16), (6.18) wieder eine Ecke sein.

Dies ist in der Tat richtig, wie folgender Satz zeigt.

Satz 6.9: Austauschschritt

Ist x* Basislosung zur Indexmenge J, und existiert ein 7 ¢ J mit
cr — Z djrc; < 0
jed

und ein g€ J mit d,, >0, so ist fiir

dyr>0 HT

T, = 0
:.%';f—djr(s,jej
T, =0, Vg j#r

8|
I
8

eine Basislosung mit ¢’ @ < ¢’ «* zur Indexmenge J = (J\ {v}) U {r}.

Beweis:
T € M gilt laut Konstruktion. Fiir die Zielfunktion gilt nur (vgl.(6.14))

Az < da+ cr—ZcidiT T,
~—

76



denn z, = § = 0 ist moglich.

Zu zeigen bleibt: a’, j € J, j#v und a" sind linear unabhingig.

Annahme: Sie seien linear abhéngig. Dann folgt: I\, € IR, i € J, i # v, \., sodaf
Z N a’ 4+ M\.a” = 0, nicht alle \; =0, insbesondere \, # 0, (6.19)

ieJ
1F£v

denn aus A\, =0 folgte \; =0 Vie J, i # v (Basiseigenschaft der a’). Wir setzen in
(6.19) fir a” die Basisdarstellung a” = > d; a’ ein =

ieJ
0 = > Nd +XADY dea' = Y (N+Ad)a + M\dy,a”.
’:2‘7 icJ z:iJ

Da die a', i € J ecine Basis bilden, miissen alle Koeffizienten der a’ verschwinden,
insbesondere A, d,, = 0. Dies ist ein Widerspruch wegen A\, # 0, d,, > 0. [ |

Bemerkung zu Satz 6.9:

1) Ist die Ecke «* nicht entartet (d.h. x7 > 0V j € J), so liefert der Austauschschritt
(Satz 6.9) eine Ecke T mit ¢’z < ! x*.

2) § =0 kann vorkommen, wenn

z; > 0 VjielJ

nicht erfiillt ist. Dann ist die Ecke * entartet. Dann ist zwar © wieder eine Ba-
sislosung mit der Indexmenge J # J. Aber * und Z beschreiben dieselbe Ecke. Es
kénnen Zyklen entstehen, bei denen in jedem Schritt eine neue Basislosung gefunden
wird, die aber immer dieselbe Ecke beschreibt. Man kann solche Zyklen vermeiden,
(vgl. Collatz/Wetterling), das Verfahren ist dann jedoch sehr aufwendig.

3) Ist «* nicht entartete Ecke und lokales Minimum, so wird in &* auch das globale
Minimum angenommen (Ubung!).

4) T kann entartet sein (ohne dafl a* entartet ist), wenn ¢ im Satz 6.9 fiir mehr als
einen Index v angenommen wird.

Bestimmung einer Ausgangsbasislosung

Manchen Optimierungsaufgaben kann man eine Ausgangsecke ansehen. Sind die Neben-
bedingungen urspriinglich in der Form Ax < b, > 0 mit einem Vektor b > 0
(komponentenweise) gegeben und A € IRP*" so kann man durch Einfithrung von p
Schlupfvariablen y; >0, ¢ =1,...,p die Nebenbedingungen auf Normalform bringen:

x
1 : by
A 1 T B :
. yl - ; Y
~~ %,_1/ : bp
n P Yp
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x>0, y= (y-,5) >0.

Dann ist Rang (AI,) = p, I, = p x p-Einheitsmatrix, und < 5 = ( 2 ) ist wegen
b > 0 ecine Ausgangsbasislosung bzw. Ecke des Problems (vgl. Satz 6.3, Def. 6.5).

Kann man fiir die Aufgabe in der Normalform

c’x = min, c € R"
Az = b, AecR™, beR" RgA=m (L)
x > 0

keine Basislosung (Ecke) finden, so kann das Losen eines Hilfsproblems, zu dem eine
Ausgangsbasislosung bekannt ist, mit Hilfe des beschriebenen Simplex—Verfahrens Abhilfe
schaffen. Es gilt

Satz 6.10

Fiir das Problem (L) mit b > 0 (das ist keine Einschrédnkung) definieren wir mit
e=(1,...,1)T € R™ das Hilfsproblem
( T !

e’y = min

AZB—I—'y = ba y:(yla"-aym)T

L (3)

a) Der Vektor ( f; ) , € =0, y=>b ist eine Basislosung von (*), und (*) hat

Y
o

eine optimale Basislosung ( Z* >

b) Ist y* # 0, so hat (L) keine zuldssigen Punkte, also auch keine Losung.

c) Ist y* =0, so wird durch «* eine Ecke von (L) gegeben.

a) = 2 ist eine Ecke (wie oben), also besitzt (%) zuldssige Punkte und

da die Zielfunktion nach unten beschrénkt ist (y > 0), existiert auch eine Losung
und damit auch eine Basislosung (Satz 6.6).

A~

b) Hétte (L) einen zuldssigen Punkt &, so wére * ) € R™™ ein zuléssiger Punkt

0
von (%) mit Zielfunktionswert Null im Widerspruch zur Voraussetzung b).
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m*
0
horenden Spaltenvektoren von A linear unabhéngig. Also ist x* eine (moglicher-
weise entartete) Ecke von (L). |

c) Ist Losung von (), so sind die zu positiven Komponenten von x* ge-

Eine weitere Moglichkeit zur Beschaffung einer Ausgangsecke und zur gleichzeitigen Losung
von (L) bietet

Satz 6.11

Fiir das Problem (L) mit b > 0 definieren wir mit e = (1,...,1)7 € IR™ und einem
S >0, SelR, das Hilfsproblem

;

'z + SeTy = min
z = ( * ) > 0
L Yy
a) Der Vektor z = < 2 ist eine Basislosung von (**) zur Indexmenge
{n+1,n+2,...,n+m}.

b) Ist S > 0 hinreichend gro8, so gilt: Hat (%*) eine Losung (z* > mit

el y* > 0, so hat das Ausgangsproblem (L) keine zulissigen Vektoren, ist also
unlosbar.

c) Ist (z ) eine Losung von (xx) mit e’ y* =0, soist x* auch

*

Losung von (L).

Beweis:
a) z ist Basislosung nach Def. 6.5.

b) Dies Aussage kann hier nicht bewiesen werden, da hierzu zusétzliche Kenntnisse
notwendig sind.

¢) Laut Voraussetzung ist ¢’ * < e’ &+ Se’ g fiir alle fiir (xx) zuldssigen Punkte

z= ( g ) Ist T zuléssig fiir (L), soist Z = < :(1)3 zuldssig fiir (), d.h.
clzr <cl'z, dh z* 16st (L). |
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Bemerkung:
Das in ¢) ausgerechnete a* ist zur erhaltenen Indexmenge nicht notwendig ein Basisvektor
fiir (L), wohl aber eine Ecke (vgl. dazu Collatz—Wetterling [71, p. 36-38]), denn ( Z )

ist Basislosung von (#%) zu einer Indexmenge J**, welche Indizes > n enthalten kann.

Praktische Durchfiihrung

Ein Iterationsschritt 148t sich jetzt folgendermaflen darstellen:

Sei eine m-—elementige Indexmenge .J, die zu einem Basisvektor a gehort, bekannt.
Den Basisvektor a braucht man an dieser Stelle noch nicht zu kennen. Wir definieren
zu dieser Indexmenge J die (m x m)-Matrix

B = (a), 1€ J, a’ = i-te Spalte von A, (6.20)

die definitionsgemaB regulér ist. Sei D = (d;;), i € J, j =1,2,...,n die Tableaumatriz,
die frither (vgl. (6.9)) durch

@ = ) dya, j=12...,n, mit dj =6 firj € J (6.21)

icJ
definiert wurde. Mit Hilfe von B aus (6.20) lautet (6.21)

A = BD < A" = D"B”. (6.22)

Wir setzen in Ubereinstimmung mit (6.11)

82(81782,...,Sn)T, Sj:Zdijcia j:]_,Q,...,TL, CJ:(Ci),iGJ. (623)

e

Dann ist wegen (6.23)
s = D' . (6.24)

Wir benutzen zum Rechnen jetzt nur die in (6.20) vorhandene Information, ndmlich J.
Der Vektor s kann aus (6.22) und (6.24) ohne Benutzung von D ausgerechnet werden:
Multiplizieren wir den rechten Teil von (6.22) mit einem beliebigen Vektor y € IR™, so

erhalten wir ATy = D” BT y. Bestimmen wir jetzt y so, daB BT y = ¢’ ist, so ist
ATy =D"¢’ =s, dh. wir erhalten fiir s die Berechnungsvorschrift

By = ¢’ = s = Aly. (6.25)
Die Pivotspalte r erhélt man daraus, sofern

t, = ¢ — s, = min(¢; —s;) < 0; (6.26)

i€t

man vgl. dazu (6.12a) und Satz 6.7. Die r—te Spalte d” von D, die in (6.18) bzw. Satz
6.9 benotigt wird, ergibt sich aus dem linken Teil von (6.22), ndmlich

Bd = a, (6.27)

80



wobei a”, wie iiblich, die r—te Spalte von A bezeichnet. Danach kann Satz 6.8 abgepriift
werden. Gleichzeitig kann man den entsprechenden Basisvektor x aus

Bx = b (6.28)

ausrechnen. Sind d" = (d;;) und =« bekannt, so kann nach der Formel (6.18) die
Pivotzeile v bestimmt werden und damit auch die neue Indexmenge

J = (Ju{rh \{v}. (6.29)
Die fehlenden Komponenten von @ miissen am Schlufl durch Null ergénzt werden.

Dieses Verfahren ist fiir grole m aufwendig, fiir kleine m (etwa < 10) durchaus pas-
sabel. Eine Verringerung des Rechenaufwandes kann erreicht werden, wenn nicht dreimal
das entsprechende Gleichungssystem pro Schritt neu gelost wird, sondern einmalig in je-
dem Schritt eine Zerlegung von B (etwa nach dem Gauflschen Eliminationsverfahren)
hergestellt wird. Haben wir eine Zerlegung der Form

FB = R, R ist rechte Dreiecksmatrix, F' regulir (6.30)
hergestellt, so kann man die auftretenden Gleichungssysteme vom Typ
a) BTy = ¢/, b) Bx = b (6.31)
folgendermaflen 16sen:

a) Rz = ¢, y = F'z b) Rx = Fb. (6.32)

Fall a) kann also durch Vorwiértseinsetzen, b) durch Riickwirtseinsetzen gelost werden.
In jedem Fall kommt eine Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor hinzu.

Man beachte, da3 F keine Dreiecksmatrix sein mufl, wenn das GEV Zeilenvertauschungen
enthélt, insbesondere also bei der Durchfiihrung mit Spaltenpivotsuche. Ist I;; die Matrix,
die aus der Einheitsmatrix I entsteht durch Vertauschen der i-ten und k-ten Spalte, so
sind in I;;A in A die Zeilen 1 und k vertauscht. Durch I,; enthilt F Elemente unterhalb
und oberhalb der Diagonalen.

Hat man speziell die Zerlegung B = L R, L = linke Dreiecksmatrix, so lauten a) und
b)

a) Rfz = ¢/, L'y = = b) Lz = b, Rx = z. (6.33)
Eine weitere Verringerung der Anzahl der Operationen kann erreicht werden, wenn man
beriicksichtigt, dafl zwei aufeinanderfolgende Matrizen B, B, namlich

B = (a), i€eJ, B=(d), jeJ = (JuU{rHh\{v} (6.34)

sich nur in einer Spalte unterscheiden, so dafl auch die entsprechenden Zerlegungen F'B =
R, FB = R relativ leicht auseinander ausgerechnet werden konnen. Techniken zur
Zerlegung von B unter Benutzung der Zerlegung von B werden Modifikationstechniken
(GLASHOFF—GUSTAFSON [78, p. 165]) oder Updatingstechniken genannt.
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Updating von Matrixzerlegungen

Sei B = (b',...,b™) eine m x m-Matrix mit den Spalten b',...,b™. Bekannt sei die
Zerlegung
FB = R, R rechte Dreiecksmatrix, F' regulér. (6.35)

(Eine solche Zerlegung kann man z.B. durch Gau—Elimination oder mit dem Householder—
Verfahren gewinnen). Sei nun b* ein weiterer vorgegebener Vektor und B die Matrix,
die aus B entsteht durch Streichen von b und Hinzufiigen von b* als letzte Spalte

(pe{l,...,m}): B
B = (b,....b" " bPt 0 b))

Gesucht ist eine (6.35) entsprechende Zerlegung fiir B, also

FB = R, R rechte Dreiecksmatrix, F regulir, (6.36)

und zwar moglichst billig durch ,, Aufdatieren® von (6.35).

Sehen wir uns zunsichst die Matrix R := F B an! Es ist

R = (Fb',...,Fb’' Fb''' .. Fb" Fb")
X X ... X X ... X
X ... XX L. X
X X
= X
X X
0 X
X X
|
p—te Spalte

Die Matrix R enthilt als letzte Spalte den Vektor F'b*, davor die Spalten von R
mit Ausnahme der p—ten Spalte. Die m — p i.a. von 0 verschiedenen Matrixelemente
unterhalb der Diagonalen von R koénnen nun leicht durch GauB-Eliminationsschritte
mit Spaltenpivotsuche zu 0 gemacht werden; dabei braucht man nur eine Vertauschung
benachbarter Zeilen in Betracht zu ziehen. Einem solchen Eliminationsschritt entspricht
eine Multiplikation von links mit einer Matrix G, die entweder von der Form
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1 0 — 1
_€i+1 1 < Z —+ 1

0 1
(falls kein Zeilentausch stattfindet) oder von der Form

1 0

0 1 — 9
1 _€i+1 — Z—f-]_

(falls ein Zeilentausch stattfindet) ist. Aufgrund der Pivotsuche ist [¢;11] < 1. Nach
m — p Eliminationsschritten hat man

G....G,R = R (6.37)
mit einer rechten Dreiecksmatrix R. Setzt man hierin R = F B ein, so erhélt man mit
Gn,...G,F = F (6.38)

eine Zerlegung der gewiinschten Form (6.36).

Fiir die numerische Rechnung kann man aus (6.37) und (6.38) ablesen, da8 man R und
F dadurch erhilt, daf man die Eliminationsschritte simultan auf R und F anwendet.
Wiéhrend das direkte Ausrechnen einer Zerlegung (6.36) durch GauB-Elimination ca. c-
m?® Multiplikationen und Divisionen kostet, verbraucht das beschriebene Aufdatieren von
(6.35) lediglich ca. (m —p)? Operationen.

Bemerkung:

Nach Abschnitt “Bestimmung einer Ausgangsbasislosung” ist die Ausgangsmatrix B in
(6.35) oft die Einheitsmatrix, wodurch die Zerlegung (6.35) trivialerweise gegeben ist.
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Schematisch lassen sich die auszufithrenden Schritte so zusammenfassen:

Man bestimme eine Indexmenge J
gef. unter Benutzung von Satz 6.10.

Man bestimme eine Pivotzeile geméaf
(6.25), (6.26).

Ist der zu J gehorende Basisvektor ja Man berechne die
Losung? Ein Kriterium dafiir steht in Losung x nach
Satz 6.7. (6.28).

nein

Man bestimme die Pivotspalte d”
gemaf (6.27).

Ist das Problem wegen unbeschrénkter ja
Zielfunktion unlésbar? Ein Kriterium [———
steht in Satz 6.8.

nein

Die neue Indexmenge .J ergibt sich aus
(6.29) mit (6.25) — (6.28) geméf (6.18).

Ersetze J durch J und wiederhole
die obigen Schritte.

Ubersicht: Rechenschritte fiir das Simplexverfahren
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Beispiel: Wir lésen ¢’ & = min, Az =b, >0 mit

—120
1 1100 1200 —360
A = 30 60 01 0|, b= 42000 |, ¢ = 0
2 10 0 0 1 5200 0
0
nach dem angegebenen Verfahren.
ERSTER SCHRITT: = {3,4,5}, B = I = Einheitsmatrix, ¢/ = (c3,¢4,¢5)7 =

(0,0,0)T. Also hat nach (6.25) das System BT y = ¢’ die Losung y = 0 und somit s = 0
und ty = mln(cj —0) = =360, d.h. r»=2. Aus (6.27) folgt Bd = a* = (1,60,10)7,
=

dh. d=a? und aus (6.28) folgt & = b = (1200,42000, 5200)". Nach (6.18) erhilt man
0 = min {x—J D djp > 0} = 7= =520, und somit v =5.

jeJ dj2 ds2
10 1
ZWEITER SCHRITT: J ={3,4,5}U{r}\{v} ={3,4,2}, B=| 0 1 60 |,
0 0 10

= (0,0,-360)", B"y = ¢’ hat die Losung y = (0,0,—36)" und daraus folgt
s = AT = (—72,-360,0,0,—36)" und t; = mil%(c] —s;)=—48, r=1. Aus Bd=
J: k)

= (1,30,2)" folgt d = (4/5,18,1/5)", und aus Bz = b folgt = = (680, 10800, 520)7
und ¢ = min {ﬁ : dj1>0}:fj41:600, also v = 4.

jes Ldn
1 1 1
DRITTER SCHRITT: J ={3,1,2}, B=| 0 30 60 |, ¢’ = (0,—120,-360)7,
0 2 10

By = ¢’ hat die Losung y = (0,—8/3,-20)" und daraus folgt s = ATy =
(—120,—360,0,—8/3,—20)" und alle ¢; > 0, j = 4,5, d.h., wir sind bei der Losung
angekommen, die sich aus Bz =b zu x = (z3,21,72)7 = (200, 600,400)” berechnet.
Die endgiiltige Losung ist damit & = (600, 400, 200,0,0)” und ¢’ = —216000. Man
beachte, dal die Indexmengen J zweckméfligerweise nicht nach der Grole der Indizes
geordnet werden sollten (bei der Updating—Methode ist entsprechend der Aufdatierung
von (6.35) vorzugehen, d. h. v entfernen, die Elemente aufriicken lassen und an letzter
Stelle r hinzufiigen).
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§ 7 Spline—Interpolation

Wir kehren nochmals zur Interpolationsaufgabe aus § 3 zuriick. Eine reellwertige Funktion
f soll durch eine (mindestens einmal stetig differenzierbare) Funktion, welche f in den
Punkten (zj, f;), fj = f(z;), 7=0,1,...,n interpoliert, approximiert werden. Die Un-
tersuchungen des § 3 zur Fehlerabschétzung haben gezeigt, dal bei Polynominterpolation
— insbesondere bei vielen Stiitzstellen — die Fehlerfunktion starke Ausschlége besitzt.
Insbesondere garantiert die Fehlerabschiatzung (3.14) nicht notwendig die Konvergenz der
approximierenden Funktion gegen f, wenn die Anzahl der Stiitzstellen gegen Unendlich
strebt.

Daher liegt die Idee nahe — analog zur numerischen Integration mit Hilfe zusammen-
gesetzter Formeln —, eine Interpolationsfunktion S(z) zu konstruieren durch Zusam-
menstiickeln von Polynomen niedrigeren Grades in den einzelnen Teilintervallen. Man
erhélt so eine ,,Spline-Funktion“ (genaue Definition folgt noch). Insbesondere kubische
Splines (auf die wir uns hier beschranken wollen), die durch Zusammensetzung von kubi-
schen Polynomen entstehen, haben sich als niitzlich erwiesen.

Seien also die Punkte (z;, f;), und eine Unterteilung A, gegeben:
A,  a = 20< T < T < ...<xp1<mT =Db. (7.1)
Dadurch werden Teilintervalle [; der Lange h; definiert.
I; = [zj_1,2)], hy = x; —xj_q, j=1...,n. (7.2)

In I; wéhlen wir den Ansatz

si@) = aj+bj(w —xj0) +oj(w —a50)° +dj(e —a;-0)°, j=1,....n. (7.3)

Bei n Teilintervallen haben wir also 4n Unbekannte a;, b;, ¢, d; zu bestimmen. Wir
iiberlegen zunéchst, welche Stetigkeits— und Differenzierbarkeitsbedingungen wir an die
durch die s; zusammengesetzte Funktion S(z) stellen konnen.

Die Interpolationsbedingungen fiir S
si(wj-1) = fi-,  osi(w) = fi i=1...n, (7.4)
liefern 2n Gleichungen und garantieren die Stetigkeit von S.
Die Stetigkeit der Ableitung an den inneren Punkten, also S € C'[a, b],
si(x;) = s5(x5), j=1,...,n—1, (7.5)

liefert weitere n —1 Gleichungen. Also kann man sogar die Stetigkeit der zweiten Ablei-
tung — S € C?[a,b] — fordern.

si(w;) = si(75), j=1,...,n—1. (7.6)

Wir haben also noch 4n—(2n+2(n—1)) = 2 Bedingungen frei. Sie werden {iblicherweise
benutzt, um entweder die ersten oder zweiten Ableitungen von S an den Intervallenden
a,b vorzuschreiben.
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Definition 7.1

a) Ein kubischer Spline zur Unterteilung A, (vgl. (7.1)) ist eine reelle Funktion
S :[a,b] — IR mit den Eigenschaften

(i) S € C?a,b],

(ii) auf jedem Teilintervall [z;_1,7;], 7 = 1,...,n stimmt S mit einem
Polynom s; 3. Grades iiberein.

b) Ein Spline, der (7.4) erfiillt, heiBt interpolierender Spline.

c¢) Interpolierende Splines, die je eine der folgenden Zusatzbedingungen erfiillen,
haben besondere Namen:

(7.7) natiirlicher Spline falls S"(a) = S"(b) = 0,
(7.8) periodischer Spline falls S@(a) = SO(b), i=0,1,2,

(7.9) allgemeiner Spline falls (z.B.) S'(a) = f;,5'(b) = f, fir f5, [l € R.

n

Beachte:

(7.8) ist nur sinnvoll, wenn die Periodizitdtsbedingung S(a) = S(b), d.h. fo = fa,
bereits in (7.4) enthalten ist.

Korrekterweise miiffite man einen die Funktion f interpolierenden kubischen Spline zur
Unterteilung A,, zum Beispiel mit S3(A,, f;x) bezeichnen. Wir bleiben der Einfachheit
halber, da keine Mifiverstdndnisse zu befiirchten sind, bei der einfacheren Bezeichnung

S(z).

Bemerkung:

Natiirliche Splines lassen sich aus der folgenden physikalischen Motivation, die aus dem
Schiffbau stammt, herleiten (vgl. Schwarz [88, § 3.7.1]):

Durch Punkte (z;, fi), i =0,...,n, werde eine diinne homogene, elastische Latte gelegt,
die in den Stiitzpunkten gelenkig gelagert sei und dort keinen dufleren Kréften unterliegt.
Die Biegelinie S(z) dieser Latte (dieses Splines) bestimmt sich so, daf§ die Deformati-
onsenergie der Latte durch die angenommene Form minimiert wird. Unter leicht vereinfa-
chenden Annahmen kann man zeigen, daf diese Biegelinie ein natiirlicher interpolierender
Spline ist. Eine etwas andere Formulierung dieses Extremalprinzips (der natiirliche Spline
als interpolierende Kurve mit minimaler Kriimmung) findet man in Stoer [89, § 2.4.1].
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Berechnung kubischer Splines: Die Momentenmethode

Natiirlich konnte man die Konstanten a;, b;,¢;,d; aus (7.3) bestimmen durch die Lésung
des z.B. durch die Bedingungen (7.4)—(7.7) gegebenen Gleichungssystems fiir die 4n Un-
bekannten. Praktischer ist es jedoch, die Konstanten aj,b;,c;,d; durch die sogenannten

Momente M; = S"(z;), j=0,...,n,

auszudriicken, die zunéchst natiirlich noch unbekannt sind, und danach ein Gleichungs-
system fiir die n + 1 Unbekannten M, zu lésen. Dies scheint auf den ersten Blick
verwunderlich, ergibt sich aber von selbst, wenn man iiberlegt, daf§i S” in jedem Teilin-
tervall eine Gerade ist, die dargestellt werden kann durch

M; — M,_
si(x) = M + Jhijl (z — 1),
j (7.10)
h]’ = Tj — Tj-1, xE[.l'j,l,l'j], jzl,,n

Dieser Ansatz geniigt bereits den Bedingungen (7.6).

Wir werden diese Gleichungen hochintegrieren, die Integrationskonstanten mittels der
Interpolationsbedingungen (7.4) bestimmen und schlieBlich ein Gleichungssystem zur Be-
rechnung der M; aufstellen mit Hilfe der Stetigkeitsforderung (7.5) fiir die ersten Ablei-
tungen.

Durch Integration von (7.10) erhélt man mit Integrationskonstanten A;, B;

M, — M. _
si(x) = Bj + Mj(z—xj-1) + JT“ (& —2j1),
J
(7.11)
M, _ M, — M._
si(@) = A + Bj(r —a;) + — ~(@—xia)” + ]TN (@ —xj-1)*.
J
(7.12)

Wegen s;(z;—1) = fi—1, sj(z;) = f;, vegl (7.4), erhdlt man fir A; und B; die
Gleichungen

Aj = fi,
7.13)
o h (
j
Setzt man diese Werte in (7.12) ein, so erhélt man fiir s; die Darstellung
(s5(2) = aj + bz —xj1) + ¢z —x5m0)” + di(w —2500)°,
aj = fj-1,
b — fi—Jfisn  2M; + M h.
! h; 6 7 (7.14)
M;_4
¢ = —; s
M; — M;_
dj = Jijla T € [l",l,l"], jzla T
\ j 6h, j j




Die Stetigkeit von S’ in den inneren Punkten: s)(z;) = s;,,(x;), vel. (7.5), bedeutet
gemaf (7.11)
b MM

j 9 hj = BjJrl, jzl,,n—l

Durch Einsetzen von Bj, Bj11 geméf (7.13) erhdlt man

hiogg oty by o L= L i

J— J J )

6 3 6 hj 1 h; (7.15)
j=1...,n—1

Dies sind n — 1 Gleichungen fiir die n+ 1 Unbekannten My,..., M,. Je zwei weitere

Gleichungen liefert jede der Bedingungen (7.7) bis (7.9). (Beachte zu (7.8): S(a) = S(b)
muf schon in (7.4) enthalten sein.)

Multipliziert man (7.15) mit ﬁ;m’ so erhdlt man mit den Abkiirzungen
hjs1 h;
N o= — = 1=\ = —7
! hj + hjq Hi ! hj + hj
(7.16)
d = 6 {fjJrl_fj_fj_fjl}’ j=1....n—1,
hj+ hj hjt1 h;
das Gleichungssystem
Definiert man zusétzlich im Fall (7.7) fir j =0 und j=n
=0, d=0pu,=0, d, =0, (7.18)
bzw. im Fall (7.9)
6 fl - fO /
X =1, dy = — - n o= 1,
0 » Qo I ( I fo] o n
(7.19)
6 fn B fn—l
dn = T - )
o Gy

so sind (7.7) bzw. (7.9) jeweils dquivalent zu den beiden Gleichungen
2My + Mo My = dy,
Hn, My, +2M, = dn .

Fiir die Falle (7.7), (7.9) erhélt man insgesamt also ein Gleichungssystem fiir die M; mit
einer sogenannten Tridiagonalmatriz

2 /\0 MO do
P12 A 0 M, dy

e : = : 1. (7.20)
0 2 )\nfl
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Im periodischen Fall (7.8) lautet die 1. Gleichung aus (7.17) wegen M, = M,
(aus S"(a) = S"(b))
2M1 + )\1M2 + ,Uan = dl.

Weiter wird f,, = fo vorausgesetzt, es bleibt also s)(x¢) = s/, (x,) einzuarbeiten.
Nun folgt aus (7.14) wegen fo = f,, Mo = M,

fl_fn 2Mn+M1

/

= - ——————h

s1(xo) hy 6 1)
n - Jn— 2Mn Mn,

o () = I hf - —2 Lh

Gleichsetzen liefert (nach etwas Rechnung)

hl hn 6 fl_fn fn_fnfl
M M, _ 2M,, = — .
T P h1+hn( n o
Definiert man also im periodischen Fall zusétzlich
hl hn
)\n = T n — 1— )\n = ,
e S
(7.21)
d _ 6 fl - fn N fn - fnfl
" hi + hy, hq I ’

so kann man obige Gleichung als weitere Bestimmungsgleichung zu (7.17) fir j = n
hinzunehmen und erhélt damit das lineare Gleichungssystem fiir M; bis M,:

2 )\1 H1 Ml dl
125) 2 AQ M2 d2
Lo N (7.22)
' 2 /\n—l

Wenn wir nun noch zeigen, dafi die Gleichungssysteme (7.20), (7.22) eindeutig losbar sind,
sind wir fertig. Dazu beachten wir, da8 die A;, pt; nur von der Zerlegung A, abhédngen
und nicht von den f;, und daB fiir alle j gilt

Aj >0, i > 0, Aj+p; = 1 oder = 0.
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Lemma 7.2

Fiir jede Unterteilung A, gemif (7.1) sind die Koeffizientenmatrizen von (7.20) und
(7.22) nicht singulér.

Beweis:
Wir beschrénken uns auf den Fall (7.20). Der Fall (7.22) wird analog gezeigt.

Bezeichne A die Koeffizientenmatrix aus (7.20), so zeigen wir
Arxr = 0 = x =0 V.

(Ist ein homogenes Gleichungssystem nur trivial 16sbar, so ist die Koeffizientenmatrix
regulér.)

‘err71+2xr+)\rxr+l‘ =0 (,UO = 0, )\n = 0)

Mit der Dreiecksungleichung folgt (beachte i, A\; > 0)

0 > 2|xr‘ - ,ur‘xr71| - )\r‘xr+l| und da ‘xr71|7 |xr+1‘ < |xr‘
0 > 20&] — (e + A2 = 2= (e +A))|ze| =[]
—_——
0 oder 1
und damit |z;| =0 V. |
Bemerkungen:

Fiir Funktionen f € C*%[a,b] geniigt der interpolierende Spline S(x) mit der Zusatzbe-
dingung (7.9) bei dquidistanten Unterteilungen A, (d.h. h =z, —2; Vi) folgender
Fehlerabschétzung

bt

f@)-s@l < (g) At e 1100

)

vgl. Stoer [89, § 2.4.3]. Hieraus folgt, dafi die Splineinterpolierende bei Gitterverfeinerung
von 4. Ordnung gegen die Funktion f konvergiert.

Durch Umformungen kann man statt (7.20) und (7.22) auch Gleichungssysteme mit sym-
metrischen Matrizen erhalten, die man mit einer Variante des Gauflschen Eliminations-
verfahrens 16sen kann (Cholesky—Verfahren). Diese Matrizen haben i. allg. eine schlechtere
Kondition als die Matrizen aus (7.20), (7.22), sind also beim Losen der Gleichungssysteme
rundungsfehleranfilliger (vgl. Werner 1, Kap. 3.3.3, Bemerkung 3.7).
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Zum Abschluf} vergleichen wir die Approximationsgiite der kubischen Spline-Approximation
mit der der Tschebyschev-Interpolation am Beispiel der Funktion f(z) = 1/(1 + 2?),
zunéchst fiir dquidistante Spline-Stiitzstellen.

f:1/(1+x2), T-Interpol. und aquidistante Spline—Approx mit 9 Stitzstellen
12 T T T T T T T T T

Spline—Approximation
0.6

0.4

0.2

~ T-lInterpolation

Werden die Stiitzstellen optimal gewéhlt (z.B. mit Hilfe der Matlab-Prozedur fminsearch),
so kann man in der Zeichnung Funktion und Spline kaum mehr unterscheiden. Der Fehler
der Spline-Approximation im gesamten Intervall ist dann < 2.2 x 1073,

In einem weiteren Bild vergleichen wir den Fehler der T-Interpolation mit dem der opti-
malen Spline-Approximation.
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Fehlerfunktionen fur T-Interpol. und Spline-Approx, Argumente nicht aequidist.

0.15 T T T T T T T T T

0.1r

0.05

| Fehler der Spline-Approx

-0.05

~ Fehler der T-Interpol.

-0.15

0.2 ! ! ! ! ! ! ! ! !
5
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§ 8 Normen und Skalarprodukte

Dieser Paragraph dient vor allem der Beschaffung weiteren mathematischen Handwerks-
zeuges. Wir wollen die Notwendigkeit hierfiir an 4 ersten Beispielen, die in spéteren Ka-
piteln wieder aufgegriffen werden, demonstrieren.

Beispiel 1: Man berechne die Schnittpunkte zweier Ellipsen

ma? + by + ay* + div + ey = fi,
axx? + boxy + cy* + dox + e2y = fo, a;,bi,ci,di,fi,e; € R.

Diese Gleichungen sind nicht elementar nach z,y auflésbar. Man wird Iterationsverfahren
konstruieren miissen, die eine Folge {(zn,¥n)}new von Naherungslosungen liefern. Na-
tiirlich mochte man wissen, ,,wie gut“ diese Ndherungslosungen sind und ob sie gegen die
exakte Losung konvergieren. D.h. man benétigt einen Abstandsbegriff fiir Punkte im IR?
(allgemeiner im IR", C") (— Iterationsverfahren).

Beispiel 2: Wir haben schon in §3 untersucht, wie gut ein Interpolationspolynom p,
eine Funktion f in einem Intervall approximiert. Zur weiteren Untersu-
chung dieses Problems braucht man einen Abstandsbegriff fiir Funktionen,
der besagt, wie weit p, von f weg ist.

Die Schwierigkeiten dieser Beispiele bewéltigen wir durch die Einfithrung eines komforta-
blen Abstandbegriffs fiir Elemente z,y eines linearen Raumes, ndmlich der Norm ihrer
Differenz. Bezeichnung: ||z — y||.

Definition 8.1

Sei X ein linearer Raum (Vektorraum) iiber K (K = IR oder K = C). Eine Abbil-
dung || || : X — IR heit Norm auf X (Vektornorm), wenn sie folgende Eigenschaften
hat:

i) Jz]|>0VzeX, |z|=0 < z=0, (Definitheit),

(i) ezl =lof|z|| Va e K, (schwache Homogenitit),
(i) |le+yl| < |z +lvll,  (Dreiecksungleichung).

Ein linearer Raum X, in dem eine Norm definiert ist, heifit normierter Raum.
Bezeichnung: (X, || ||).

Bemerkung:

Anschaulich beschreibt ||z|| die Entfernung eines Punktes x vom Nullpunkt und ||a—b||
die Entfernung der Punkte a und b. d(z,y) := ||z —y|| ist eine Metrik (vgl. Forster II, § 1).
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Beispiele von Normen:
X =R lall = |af
X = IR" oder C" : fir = = (x1,79,...,2,)7 € R"

heif3t
2]l = max |z Mazimumnorm, (8.1)
j=1,..., n
|zl = /> |z;|? Euklidische Norm,
j=1
lxzll, = ¢/> |zj|P, peIN Hélder-Norm, p-Norm. (8.2)
j=1
X =Cla,b] = {f, fila,b) ™= K, K=IR oder C},
dann heif3t
1 fllee = m[aog] |f(x)] Mazimumnorm, (8.3)
z€|a,
b 1/p
W flle, = (f |f(:p)|pdx> , L,-Norm, Hélder—Norm. (8.4)

Nachweis der Normeigenschaften

Der Nachweis der Eigenschaften (i), (ii) ist fiir alle angefiihrten Beispiele offensichtlich.

Aufgabe:

Man beweise die Eigenschaft (iii) (Dreiecksungleichung) fiir die Maximumnorm in IR"

und Ca, b].

Die Dreiecksungleichung (Eigenschaft (iii)) fiir die Holder-Norm, bzw. fiir die L,~Norm,
ist unter dem Namen Minkowski’sche Ungleichung bekannt. Sie wird in der Analysis be-
wiesen (vgl. Konigsberger 1, § 9.8, Forster I, § 16). Fiir den Spezialfall p = 2 wird der
Beweis in Satz 8.7 nachgetragen.

In normierten Rdumen kann man Konvergenz und Stetigkeit erkléren.

Definition 8.2. (X,|| ||.) und (Y| ||,) seien normierte Rédume.
a) Eine Funktion f:X — Y heifit stetig an der Stelle & € X, falls gilt:

Ve > 035 =0(,2) >0: Jz—2, <d = |flx)=—f@)], <c¢

b) Eine Folge {z,} C X heifit konvergent gegen ein & € X falls gilt:

Ve >03INelN: |z,—2|. <e Vn > N.
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Man vergleiche zu diesen Begriffen Konigsberger 1, § 5, Forster 11, § 2.

Mit diesen Begriffen kénnen wir weitere Normeigenschaften zeigen.

Satzchen 8.3 In (X, | ||) gilt:
a) e =yl = Mzl =lyll| VoyeX.

b)  f(z) := |z| ist eine stetige Funktion von X — IR.

Beweis:
a) Aus der Dreiecksungleichung folgt
lz+ Gy =2)l < llzll +lly ==l also |ly ==l = [yl = =]l
Vertauschung von z und y liefert ||y —z| > ||| —|ly|| und damit a).
b) Aus a) folgt
[f(@) = F@)l = [llel =1yl [ < [l =yl

Man braucht also nur ¢ := € zu setzen, um die Stetigkeitsdefinition 8.2a) zu
erhalten. [ ]

Definition 8.2 wirft die Frage auf, ob Stetigkeit und Konvergenz normabhéngige Eigen-
schaften sind. (Angenommen in X sind zwei verschiedene Normen erklirt und eine Folge
oder Funktion ist bzgl. der einen Norm konvergent oder stetig. Ist sie das auch bzgl. der
anderen Norm?) Eine solche Norm-Abhéngigkeit besteht zum Teil tatséchlich. Um das
einzusehen, erkldren wir

Definition 8.4
Sei X ein linearer Raum mit zwei Normen || - ||a, || - ||

def.

a) || - ||g heiBt stérker als || - || <= IM >0: ||z < M|z|s Ve X.

b) |I-llas |I-|l5 heiBen dquivalent <= Im, M > 0 : m||z||s < ||z]la < M|z||gVz € X.

Aufgabe:

Zeige, dafl im IR" die 1-Norm, die 2-Norm und die Maximumnorm &quivalent sind
(Angabe von m, M).
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Aufgabe:
Sei X ein linearer Raum mit den Normen || ||, und || || und f: (X, ] |la) = (Y. |ly)-

| |la sei starker als || ||3. Man zeige: Konvergiert eine Folge {z,} C X bzgl. || |a,
bzw. ist f bzgl. || ||z stetig, so liegen Konvergenz bzw. Stetigkeit auch bzgl. || |3
bzw. || ||o vor.

Aufgabe:

In C0,1] sei die Folge f.(x)=2", n € IN gegeben. Man zeige
a) daB sie bzgl. || ||z, konvergiert, nicht aber bzgl. || ||,
b) dal || ||« stérker ist als || ||z,
Die letzte Aufgabe zeigt, dafl Stetigkeit und Konvergenz in normierten Rdumen tatséchlich

normabhéngig sein konnen. Eine Sonderrolle spielen die normierten Rdume endlicher Di-
mension. Wir zeigen dies fiir das Beispiel des IR".

Satz 8.5 Im IR" sind alle Normen dquivalent.

Beweis:
Wir zeigen: Jede beliebige Norm || || im (IR",|| ||o) ist dquivalent zu || ||co-
Beweisstruktur: 1) Zeige: in (R", || ||o0) ist die Menge
Seo = {xeR"; |z]e =1}
kompakt, 2) Jede Norm im IR" ist stetig bzgl. || ||, nimmt auf S, also Maximum und

Minimuman, woraus direkt die Behauptung folgt.

Seo 18t bzgl. || - |0 beschrankt d.h. Ik >0: ||@]lw <k V&€ S, und

abgeschlossen, denn ist {x"} C S, eine konvergente Folge: lim,, ., [|[" — x*|| = O,
so folgt aus | [|£"||cc — [|*]|co | < [|[" — %00, daB [|@*]|c =1, also x* € S,.

S st also kompakt (Satz von Heine—Borel, vgl. z.B. Forster 11, § 3, Satz 5).
Jede beliebige Norm f(x) = ||z|| im IR" ist eine stetige Funktion bzgl. || ||, denn

n

> (z—y) €

i=1

el = llyll] < [le—yll = (e’ = Einheitsvektoren)

< X l@i—gell = 3 o —ulllel]
< lz—yle D Nl = Cllz -yl
i=1
= C
Also nimmt die stetige Funktion f(x) = ||| ihr Minimum m und ihr Maximum M auf

Ss an (Konigsberger 1, § 7.5, Konigsberger 2, Forster 11, § 3). Da ||z|| >0 V& € S,
(wegen Def. 8.1, (i), ist m > 0. Also gilt

0 <m < || < M VaxelS,. (8.5)
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Da insbesondere ”mﬁw € So VxeR" «#0 lefert (8.5)

mlele < fz| < Mzl VzelR", z#0.
Diese Ungleichung gilt auch fiir & =0, also sind || || und || ||« #quivalent. |

Bemerkung:

Dafl Normen #quivalent sind, bedeutet nicht, dafl sie numerisch gleichwertig sind.

Sucht man bei einer Approximationsaufgabe eine beste Approximation, so wird die Be-
handlung dieser Aufgabe besonders einfach, wenn man einen ,,Senkrecht—Begriff“ zur
Verfiigung hat.

Beispiel 3: Gesucht ist im IR® der Punkt @ einer Ebene H, der zu einem gege-
benen Punkt a* auflerhalb der Ebene einen minimalen Abstand hat. Die
Anschauung zeigt (und auch die Mathematik): & ist der FuBipunkt des Lots
von a* auf die Ebene H.

Senkrechtbeziehungen werden durch Skalarprodukte beschrieben. Diese Skalarprodukte
liefern auch besonders schéne Normen (— Lineare Approximation, Householder-Verfahren).

Definition 8.6

Sei X ein linearer Raum tiber K (K = IR oder K = Q).

Eine Abbildung ¢ : X x X — K heifit Skalarprodukt (inneres Produkt), wenn sie fiir
alle A€ K, z,z;,y € X folgende Eigenschaften hat:

a) plz,x) = 0, (Definitheit)

olx,z) = 0 & z =0

B elortasy) = @(xl,y)JrsO(xz,y)} (Lineariti)
oAz, y) = Ap(z,y)

v) o(z,y) = ey, x) (Schiefsymmetrie)

((p(y, x) bezeichnet den konjugiert komplexen Wert von ¢(y, x))

Ein linearer Raum X, in dem ein Skalarprodukt erklért ist, heifit unitdr, im Spezialfall
K =1R heiit er auch euklidisch.

Bemerkung: Uberlicherweise benutzt man eine der Bezeichnungen

p(r,y) = (x,y) oder o(x,y) = @, .

Ein unitdrer Raum X wird mit (X,( , )) bezeichnet.
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Standardbeispiele:

1) R': (wy = Ji)l rjy; = x'y,
1) ey = YT =2
2)  Cla,b] (reellwertige Funktion) : (f.9) = fbf(x) g(x) dz
2a)  Cla,b] (komplexwertige Funktion) : (f,g) = ff(x)mdx

Dafidiese Beispiele die Eigenschaften «)—y) erfiillen, ist offensichtlich.

In jedem unitdren Raum ist auch eine Norm definiert, wie der néchste Satz zeigt.

Satz 8.7
In (X,(, )) erfiillt die durch

el = V(z,2) (8.6)

definierte Abbildung von X nach IR folgende Eigenschaften:
a) [lz] =0,

|lz]| =0 < 2 =0. (Definitheit)
b) [[Az|| = |\l ||z]] (schwache Homogenitit)

c) [(x,y)| < |lz||l |lyll (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung)

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z,y linear abhéngig sind.

d) |z +yll < ||zl + |lyll (Dreiecksungleichung)
Das Gleichheitszeichen gilt, falls y = Az oder z = Ay mit A > 0.

Also ist durch (8.6) eine Norm definiert (vgl. Def. 8.1).

Bemerkungen:

Die genannten Standardbeispiele fiir Skalarprodukte liefern die Holder—-Normen fiir p = 2
(vgl.(8.2.), (8.4)). Fiir sie wird durch d) der Beweis der Dreiecksungleichung nachgetragen.
Diese Normen haben den Vorteil differenzierbar zu sein (im Gegensatz zur Maximum-
norm).

Beweis:

Die Eigenschaften a), b) sind offensichtlich.
c): Fiur y=0 gilt ¢), wir konnen also y # 0 annehmen. Dann folgt fiir A € C aus

den Skarlarprodukteigenschaften:

87) 0 < [lz+Ayl® = (@+Ay,z+2y) = (v,2)+ Ay, z) + Mz,y) + ANy, y) .
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Setzt man speziell A\ = — (”g;ﬁé), so folgt mit Def. 8.6, 3), 7)

2
(8.8) 0 < |lz|? - 'Wg' baw.
[yl
(8.9) (@, y)| <l lyll -
Das ,=“ in (8.7), und damit in (8.9) gilt genau dann, wenn = = —\y wegen

Def. 8.6 ). Fiir diesen Fall rechnet man direkt nach:

(@)l = 1= @l = Nyl* = Ixyllliyll = ll=( llyll-

Vgl. dazu auch die geometrische Bedeutung in Lemma 8.8.

d): Setzein (8.7) A=1 =

lz+yl* = lzl* + 2Re (z,y) + [ly[I*
< l2l® + 2@z, )l + [yl und mit c)
< 2l 20l iyl + lyl®
= (llzl + llyll)?, alsod).
Setzt man in beiden Seiten y = Az, so sieht man, dafi d) mit ,=*“ gilt, falls
A > 0. Man mache sich im IR" die geometrische Bedeutung von A > 0 klar. |

Eine geometrische Deutung des Skalarprodukts sowie die Moglichkeit, mit seiner Hilfe
Winkel zu messen, wird aufgezeigt durch

Lemma 8.8

Im R" gilt mit (z,y) = ;¥
j=1

(@, y) = |zll2lylla cos o, o = 5(zy). (8.10)

Beweis:

Zwei Vektoren x,y spannen ein Dreieck auf mit den Seiten x,y,x —y
Laut den Eigenschaften des Skalarprodukts gilt

(x—yxz—y) = (zr,z)+ (y,y) — (z,y) — (y,z) bzw,im R" (8.11)
lz—yl3 = [zl + [lyl; — 2(z,y).
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Der cos—Satz der Trigonometrie besagt
lz—yllz = llzl3 + [lylls — 2l [yll2 cos a

Die Behauptung folgt aus dem Vergleich der beiden Gleichungen. |

Offensichtlich gilt

3
x,y € IR" sind orthogonal <= o« = g oder g — (x,y) = 0.

Diese Eigenschaft nimmt man zum AnlaB, allgemein zu definieren:

Definition 8.9

In einem unitdren Raum (X,( , )) heiflen Elemente xz,y orthogonal zueinander
(Bezeichnung = L y), wenn gilt (z,y) = 0.

Mit dieser Definition liest man aus Gleichung (8.11), die nichts IR"-Spezifisches enthilt,
ab:

Séatzchen 8.10
In einem unitdren Raum (X, ( , )) gilt fiir ||z|| = /(z, z):

v Ly < Jo—yl® = l2l®+lyll*  (Pythagoras)

Bemerkung:

Dieses Sitzchen hilft uns, geometrische Beweisideen aus dem IR, die sich auf den
Pythagoras bezichen, auch auf abstrakte unitdre Rédume zu {ibertragen (vgl. etwa den
Beweis des Projektionssatzes in der linearen Approximation, Satz 9.1).

Ahnlich wie die Grofie eines Elements durch seine Norm beschrieben wird, kann man
die GroBe einer linearen Abbildung durch ihren maximalen Streckungsfaktor beschreiben.
Warum das von Interesse ist, zeigt das

Beispiel 4: Bei der Untersuchung linearer Gleichungssysteme mochte man gerne wissen,
wie weit die Losung x* von Ax = b entfernt ist von der Losung des
Systems Ax =b, wo b eine Rundung von b ist.

Dazu untersucht man mit Hilfe der inversen Matrix A™!
Ax* — A = A(@*—&) = b—b,

bow. @ — & _ A”(b—A ,
baw. |zt — & = HA’l(b _b)

)
i




Man méchte wissen, um wieviel die Norm des Bildelements " — || unter der Matrix
A" grofler ist als die Norm ||b— b|| des Urbildelements, d.h. man sucht ein (moglichst
kleines) K >0 mit

o~ &l < K[p-b].

d.h. wir suchen den maximalen Streckungsfaktor K von A™'.
(— Matrixnormen, Kondition, Fehlerabschatzungen)

Um dieses Problem anzugehen, benétigen wir Hilfsmittel aus der Linearen Algebra und
der Analysis.

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dafl jede lineare Abbildung A des IR"™ in sich
durch eine Matrix A = (a;;) € IR™*" charakterisiert wird. Man verwendet deshalb fiir
die Matrix und die Abbildung dieselbe Bezeichnung A, obwohl es sich mathematisch um
verschiedene Begriffe handelt (vgl. Fischer § 2.5).

Als weiteres Hilfsmittel aus der Analysis benotigen wir

Satz 8.11
Jede lineare Abbildung A des normierten IR™ in sich ist stetig.

Beweis:
Sei
A . Rn IRn aiy ... Qin

r — y=Azxz

Dann gilt fiir die 1-Norm

Azl = llylh = 2wl = 2

IA
N
NE
B
5
NE
=
N
B

i=1 j=1 j=1 1=
< 3 fayl max 3 fayl
j=1 J=Les i=1
also .
lAzl < Kilely wit K = max 2 || (8.12)
K, ist von @ unabhingig. Wegen
|Az' —A2®|, = JA@' -2 < Kiz' -2,
folgt hieraus die Stetigkeit von A bzgl. |- |1 (setze § = ;= in Def. 8.2 a)). Da im
IR" alle Normen &quivalent sind (Satz 8.5), folgt nach der 2. Aufgabe nach Def. 8.4, dafl
A bzgl. aller Normen stetig ist. |
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Bezeichnung:
Die Menge der linearen Abbildungen des IR™ in sich wird mit L(IR") bezeichnet.

Mit den eingefiihrten Hilfsmitteln zeigen wir:

Satz 8.12

Sei A € L(IR") und ||-|| eine Norm im IR". Dann gilt: Der maximale Streckungs-
faktor [|Al von A

|A] = inf {K>0: |Az| < K|z| V€ R"} (8.13)
ist wohldefiniert, erfiillt die Normaxiome (Def. 8.1), und es gilt

|IAB| < |A|| |B|| YA,B¢e L(R"). (Submultiplikativitit) (8.14)

Beweis:

In (8.13) kann man ohne Einschriankung @ # 0 annehmen. Deshalb kann man || A||
dquivalent definieren durch

Ax
la) = sp 1421
zz0 |zl
Damit folgt
Az ||
T [E4l
|A[ = sup = sup = sup [|Ayl]| (8.15)
zz0 |z x#0 ’LH lyll=1
||
Nun ist f(y) := ||Ay| eine stetige Funktion, denn A ist stetig (Satz 8.11), die

Norm ist stetig (Satz 8.3) und die Hintereinanderausfithrung stetiger Funktionen ist stetig
(Analysis!). Also nimmt f(y) auf dem Kompaktum ||y|| =1 sein Maximum an (vgl.
Beweis von Satz 8.5). Wir kénnen in (8.15) also max statt sup schreiben und || Al
ist wohldefiniert. Die Normeigenschaften (i) und (ii) folgen direkt aus (8.15), ebenso die
Eigenschaft

lAz| < A o], VaeR". (5.16)

Die Dreiecksungleichung (iii) ist erfiillt wegen

A+ Bl = max [(A+B) @) < max (JAa] +]Ba)
(8.17)
< max [[Az|| + max [|Bz| = [|Al+[B].
zll=1 zll=1
SchlieBlich gilt mit (8.16)
[ABz| < [[A[|Bz| < [A[lB]z] vzeR", (8.18)
dies impiliziert nach (8.13): ||A B| < ||A|| || B |
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Auf Grund dieses Satzes definieren wir

Definition 8.13

Eine Norm im linearen Raum der (n x n)-Matrizen heifit Matriznorm, falls fiir alle
(n x n)-Matrizen gilt

(i) A >0,
|4l =0 & A=© |
~ Normaxiome
(i) la Al = ol [[Al] VaeC
(iii)  [[A+ B[ <Al + Bl
(iv) |AB| <|A| |B] - (Submultiplikativitét)

Vorsicht:

Der Begriff Matrixnorm wird in der Literatur nicht einheitlich gleich verwendet. Da die
(n x n)-Matrizen einen Vektorraum (linearen Raum) bilden (lin. Algebral), nennen einige
Autoren jede Abbildung der (n x n)-Matrizen nach IR, die (i)—(iii) erfiillt, Matrixnorm.

Beispiel:

|A| = max la;;| erfiillt (i)—(iii), aber nicht (iv).
1,5=1,..., n

GemaéfiSatz 8.12 wird durch (8.13) bzw. (8.15) eine Matrixnorm definiert.

Definition 8.14
Sei |- ||y eine Vektornorm im IR", dann heifit
[Allar = max [[Az|y
zllv=1
die der Vektornorm || - ||y zugeordnete Matriznorm von A (natirliche Matriznorm,
Operatornorm) .

Die zugeordnete Matrixnorm ist also an eine Vektornorm gekoppelt, was auch durch
(8.16) zum Ausdruck kommt. Eine solche Koppelung ist in Def. 8.13 nicht enthalten.
Deshalb treffen wir die

Definition 8.15

Eine Matrixnorm || - |5 heit passend zu (vertrdglich mit) einer Vektornorm || - ||y,
falls fiir beliebige Matrizen A gilt

[Azly < [[Allm[z]y YeeR".
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Mit diesen Begriffen erhélt man sofort die

Folgerung 8.16

Eine Matrixnorm || - |[a; ist einer Vektornorm || - ||y genau dann zugeordnet, wenn

1) |- llar passend zu || -|lv,

9) V Matrix A Iz £0: ||[Az|y = |Alm |z|v.

Beweis:

Die Aquivalenz ergibt sich aus (8.13), (8.15), (8.16), weil in (8.15) das Supremum ange-
nommen wird. |
Bemerkung:

Da Vektor- und Matrixnorm einander zugeordnet oder miteinander vertréglich sind,
miifite man eigentlich zur Unterscheidung der verschiedenen Matrix— und Vektornormen
Indizes anbringen. Dies wird iiberlicherweise aus Bequemlichkeit unterlassen. ,, Die richtige
Bedeutung ergibt sich aus dem Zusammenhang.*

Den verschiedenen Vektornormen entsprechend, erhélt man aus Satz 8.12 verschiedene
Matrixnormen.

Satz 8.17 Beispiele natiirlicher Matrixnormen
Fir x € R" und A = (a;;) € R™™" sind einander zugeordnet
a) ||z|1 und die Spaltensummennorm ||Al; = max Y |al,
J i

b) ||z|l2 und die Spektralnorm | Al = +/p(AA"), (vgl. Bem.)

¢) ||z||ec und die Zeilensummennorm || Al = max ) |a;l.
P&
j

Bemerkung:

i heift Eigenwert einer Matrix B € C™*", falls ein Vektor x # 0 existiert mit
Bx = px (vgl. Fischer: Lineare Algebra § 5). Fiir A € C™" ist A" := A" Man kann
zeigen: Alle Eigenwerte p; (j=1,...,n) von AA" sind > 0. Dann wird definiert
p(A A”) = max p;, und esist dann || Alj; = max VH5 eine Matrixnorm.

Beachte: Bezeichnet JA; die Eigenwerte einer Matrix A, so ist im allgemeinen
max |)\;| keine Matrixnorm.
J

Beispiel: A = (8 é), max |A\;] = 0 aber A #0.
J

105



Beweis zu Satz 8.17:

Wir beweisen nur a) und c). Bzgl. b) verweisen wir auf die Literatur (z.B. Schwarz § 1.2.1,
Opfer § 7.1).

Wir beweisen jeweils die Eigenschaften 1), 2) aus Folgerung 8.16.
a) 1) In (8.12) wurde schon gezeigt (vgl. Def. 8.15)

[Az], < mJaXZI%\'Hle-
7

2) Fiir den Index jo sei ||Al1 = ) |ai,|. Dann gilt fir den Einheitsvektor

T = el
Q15
A = | |, |Aer|, = Z laiol = [ All1 - [le”]], -
——
Anjo =1
c) 1) Azl = max |37 a;a;) < max 3 |ay] [a]
J J

< max 3 a2l = [[Alloo |2l
J

2) Fiir den Index i sel ||Allcc = D |aiyjl-
J
Wil R mi [0 falls a;; =0,
ahle x € mit x; = %oi  gonst .

laig ;!

Dann ist |||« =1 und

[Az|e = max

3

INTES
J

= 2 laigl = Al 2o -

=1

Der folgende Satz zeigt, dafl es Matrixnormen gibt, die keiner Vektornorm zugeordnet sind
und, dafl nicht jede Matrixnorm mit jeder Vektornorm vertréglich sein mufl. Er rechtfertigt
also die Definition von , passend* und ,,zugeordnet.

Satz 8.18
a) |[Allp = /> |a;|* ist eine Matrixnorm, die zu ||z||; paBt. (Sie wird unter den
0,
Namen Frobenius—Norm, Schur—Norm, Erhard—-Schmidt-Norm gehandelt.)
b) ||A|lF ist keiner Vektornorm zugeordnet, falls n > 1.

¢) ||Alloo paBt nicht zu ||z||; und [|Alj; nicht zu || -
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Bemerkung:

Die Schur-Norm hat numerische Bedeutung, da man sie gelegentlich als Abschétzung
(obere Schranke) fiir die (numerisch oft schwer berechenbare) Spektralnorm benutzen
kann (vgl. Def. 8.14).

Beweis:
a) Die Normeigenschaften (i)—(iii) aus Def. 8.13 sind trivialerweise erfiillt, da || Al r
nichts anderes ist als die Vektornorm || - |2 im R .
. 9 n n 2osu n n ) n )
(iv)  [[ABlE = > |20 ajubu| < X2 Jajul® ) { 22 [busl
k=1 |p=1 J,k=1 p=1 pn=1

= (Z |aju|2> (Z \bukP) = [|A|% | Bl% -
p,j=1 pk=1

Vertraglichkeit zu || - [|o:

1

|z, = {Z (Z )} - (Z{(Z ") (Z ")} )

n 2 % n 2 2
— (3 (z m\) — Al llzlls.
k=1 k=1

1=

b) Aus Def. 8.14 folgt: Fiir jede einer Vektornorm || - |y zugeordnete Matrixnorm
| - |lar  gilt fir die Einheitsmatrix E : ||E|y = 1. Ist [|E|x» > 1, so folgt
lz|lv = ||E x||v < || E||a - ||z|lv V& . Dann kann || - ||y nach Folgerung 8.16 keiner

Vektornorm zugeordnet sein. Fiir die Frobeniusnorm gilt || E||r = /n.

c) Beweis durch Angabe von Beispielen. Aufgabe! |

Abschlieflend zeigen wir, dafl es neben den angegebenen Vektor— und Matrixnormen noch
oo viele andere gibt.

Satz 8.19
Sei H eine nichtsinguldre Matrix, dann gilt:

a) Ist ||x|| eine Vektornorm, so ist
(8.19) lzllp = |[H 'z
wieder eine Vektornorm (transformierte Vektornorm).
b) Ist ||A|l eine Matrixnorm, so ist
(8.20) Al = ||H'AH|
wieder eine Matrixnorm (transformierte Matriznorm).

c¢) Beim Ubergang von den Normen zu den transformierten Normen bleiben die
Eigenschaften passend und zugeordnet erhalten.

107



Beweis: Ubungsaufgabe. |

Als erste unmittelbare Anwendung von Vektor— und Matrixnormen kommen wir auf das
motivierende Beispiel 4 zuriick.

Seien b € IR" ecine Rundung von b € R" und « bzw. & die Losungen, der
Gleichungssysteme Ax = b bzw. Ax = b. Wir wollen den relativen Fehler von @
abschitzen, falls A~ existiert. Es ist (vgl. Beispiel 4)

le—a| = A b-b) < A7 b-b] und
bl = 4zl < [Alle] bow.
B <
Also folgt )
2l < paypay LA 821)

Hierdurch wird beschrieben, wie sich der relative Fehler der rechten Seite des Gleichungs-
systems auf den relativen Fehler der Losung auswirkt.

Definition 8.20

Die Zahl
k(A) = Kond(A) = [A||AY (8.22)

heiit Kondition der (reguldren) Matriz A.

Die Kondition beschreibt die Rundungsfehleranfilligkeit der Losung eines linearen Glei-
chungssystems. Wegen (vgl. Beweis Satz 8.18b))

1 < [|E]| = [[AA7Y| < A [A7Y
fallt sie immer > 1 aus.

Man kann, noch allgemeiner als in (8.21), zeigen (vgl. Schwarz § 1.2.2): Vergleicht man die
Losungen von Ax =b und (A+AA)x = (b+Ab), wobei AA und Ab Stérungen
sind, die z.B. durch Rundungsfehler hervorgerufen werden, so gilt fiir den relativen Fehler
die Abschétzung

Azl _ Kond (A) { |AA[ [[Ab] } .

el = T Kona(a) AL UTAT T

(8.23)

Man sieht auch hier, dafl die Schranke fiir den relativen Fehler von @ mit der Kondition
von A monoton wichst und dafl sich (8.23) auf (8.21) reduziert, falls ||A Al = 0.

Was bedeutet dies fiir die Losung des linearen Gleichungssystems A x = b? Wenn A
problembedingt eine schlechte Kondition hat, so ist das i.allg. nicht zu &ndern. Man kann
dann nur darauf achten, daf§ das Verfahren, das zur Losung von Ax = b verwendet
wird, die Kondition nicht verschlechtert. Dies ist beim GEV leider der Fall, denn , gelost*
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wird nicht das Problem Az = b, sondern das umgeformte Problem A"V g = p"~Y
mit der oberen Dreiecksmatrix A® Y =L, , ... L1 Ly A (vgl. (5.13)), und man kann
ausrechnen, dafl die Anwendung jedes einzelnen L; die Kondition verschlechtert, d.h.
die Kondition von A™ Y ist schlechter als die von A, was besonders dann kritisch ist,
wenn die Kondition von A ohnehin schon schlecht ist.

Wir kommen auf dieses Problem zuriick bei der Ausgleichsrechnung (vgl. § 9, Householder—
Verfahren).
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§ 9 Lineare Ausgleichsrechnung, Uberbestimmte Gleichungs—
systeme

Wir beginnen wieder mit einem Beispiel, das die zu besprechende Problematik erlautert:

Beispiel:
Es sollen die Atomgewichte von Stickstoff und Sauerstoff bestimmt werden. MefSbar sind
die Molekulargewichte folgender Stickoxyde.

| NO | N;O | NOy | N,Os | NoOy | N»2Os
Molekulargew. | 30.006 | 44.013 | 46.006 | 76.012 | 92.011 | 108.010

Bezeichnet man mit x; bzw. x5 das Atomgewicht von Stickstoff und Sauerstoff, so
erhélt man aus der Tabelle fiir zy,z, folgende Gleichungen

T+ x2 = 30.006
211 + w9 = 44.013

1+ 2z = 46.006 (9.1)
21 +4xy = 92.011

2r1 + 522 = 108.010

Dieses Gleichungssystem Ax = b ist iiberbestimmt (mehr Gleichungen als Unbekannte).
Da alle Meflergebnisse in der Tabelle (z. Teil durch die MeBanordnungen bedingt) fehler-
behaftet sind, wird es {iblicherweise keine Losung besitzen. Deshalb wird man auch durch
Auswahl von je 2 Gleichungen und deren Lésung unterschiedliche und {iblicherweise auch
falsche Ergebnisse erhalten. Man mochte daher die einzelnen Meflergebnisse gerne ausglei-
chen, indem man alle Messungen zur Bestimmung von x1,xs benutzt, d.h. man mdochte
Z1, &5 so bestimmen, daf die Abweichungen von den MeBwerten b; (das sind die rechten
Seiten der Gleichungen) von den Werten b; = (Axz); ,moglichst gering® ausfallen.

Schon von Gaufl wurde zur Bearbeitung des Problems die sogenannte ,Methode der klein-
sten Quadrate” vorgeschlagen, die wir an Hand des Beispiels schildern wollen. Diese Me-
thode prézisiert ,,moglichst gering® durch die Forderung (die unter gewissen Annahmen
tiber die (statistische) Natur der MeBfehler auch sinnvoll erscheint)

ST(i-0)* = min. (9.2)

=1

Bezeichnet man das System (9.1) durch
Ax = b, r = (ZL‘l,l’Q)T, b = (bl,...,bG)T, (91&)
so erfiillt die gesuchte Losung & die Gleichung A& = b. Damit schreibt sich (9.2) als

Ib—b|2 = ||[AZ—b|? = min, (|- |. = Euklidische Norm) (9.3)
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13

Damit wird (9.2) zu einer Forderung an die zu bestimmende ,,N&herungslosung & von
(9.1). Dieses Beispiel fithrt uns also auf folgende

Lineare Ausgleichsaufgabe

Gegeben seien eine m x n—Matrix A mit m >n und b € R™.
Gesucht wird ein & € IR" mit (9.4)

|Az —blls < |[Az—b]s Va € R".

Beachtet man, dafl
V = {yeR"; y=Az, zcR"}

ein linearer Teilraum des IR™ ist (vgl. Fischer, Satz 3.2.2), so kann man dieses Ausgleichs-
problem auch schreiben als

Lineare Approximationsaufgabe

Sei V ein linearer Teilraum des IR™ und b € R™.
Gesucht wird ein g € V' mit (9.5)

ly—=0bl: < ly-bl VyelV.

Die Approximationsaufgabe heifit linear, weil die zur Konkurrenz zugelassenen Vektoren
y in einem linearen Teilraum liegen. Diese Darstellung zeigt, dafi die Ausgleichsrechnung
ein Teilgebiet der Approximation darstellt.

Beachte:

Die Aufgabe (9.5) ist genau das Problem aus § 8, Beispiel 3, und wir erwarten, dafl es
auch die im Beispiel 3 vorgeschlagene Losung besitzt. Daf dies tatséichlich so ist, beweist
— gleich in etwas allgemeinerem Rahmen — der folgende Projektionsatz.

Satz 9.1 Projektionssatz
Sei (X,(, )) ein unitdrer Raum, V C X ein linearer Teilraum und b € X\V. Dann
gilt

a) U ist beste Approximation aus V' fiir b genau dann, wenn gilt b—o L V| d.h.

(9.6) [o—b] < lu—bl| YoeV <= (6—-bov)=0 YveV

b) Falls eine beste Approximation © existiert, ist sie eindeutig.

c) Sei dim V =n < oo und wu!,...,u" eine Basis von V, dann existiert eine

n .
beste Approximation © = > wv;u'. Sie ist Losung des Gleichungssystems
i=1

(9.7) (0,u’) = Zvi(ui,uj) = (b,u!), j=1,...,n Normalgleichungen

=1
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Bemerkungen

1) Das Gleichungssystem (9.7) ist nichts anderes als die Charakterisierung b — 0 1L V
aus a) fiir den endlichdimensionalen Fall. Sie reicht also, falls V' endlich dimensional
ist, aus, um die Existenz einer besten Approximation v zu garantieren.

2) v ist die orthogonale Projektion von b ¢ V' auf V : 0 = P(b), daher der Name
Projektionssatz. Sie ist, falls sie existiert, eindeutig geméf b). Daf3 dies so ist, beruht
wesentlich auf der Tatsache, dafl die Norm durch ein Skalarprodukt gegeben wird:

|z]| = /(z, ), man also einen Senkrechtbegriff zur Verfiigung hat.

3) Das Gleichungssystem (9.7) hat die Koeffizientenmatrix ((u’,w’)), ._, . Sie heifit
Gram’sche Matriz.

Beweis von Satz 9.1:
a) ,=“ (indirekt)
Annahme: Ju eV :(b—0,u)=:k#0.

Wir erldutern die Beweisidee zunéchst geometrisch anschaulich am Beispiel:
X =1R?, V = (21,25) Ebene, b ¢ V.

X
3

Die Annahme lautet im Beispiel

v = X(b-bu) # 90°, 270°.

Wir kénnen also das Lot von b auf die Gerade g¢(t) =0+ tu, t € IR, fillen und
finden als Lotpunkt

(9.8) w = U+ tu.
Nun besagt der Pythagoras

(9.9) Io—ol3 = llb—wl; + Jw=1dl5 > [Ib—wll,
—_——

>0

d.h. v kann nicht Bestapproximation sein, weil w besser ist.
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Um diesen Beweis auf den allgemeinen Fall zu iibertragen, berechnen wir das w
aus (9.8) (zunédchst immer noch fiir unser Beispiel). Es gilt

lw = o2

=1l und &k = (b—0,u) = ||b—"0|2||u|l2 cos v. (vgl. (8.10))

cos v =

Elimination von cos v liefert

lw = o1l = i bzw. ||w— 0| = b .
16— o]l 16— 0[]z [|ull2 [l
Somit folgt
U k
(9.84) w= ot -t = o+
[l 3

Im allgemeinen Fall fiithrt die Annahme zum Widerspruch, wenn wir zeigen:
w="70+ W u ist eine bessere Approximation fiir b als 0.
2

Dies rechnen wir einfach nach.

k k
b —w|*=0b-wb—w) = (b—f)——u, b—10— u)
]? [

k k k k
—(b—0,b—0) — (b=, —— ) = [ b— b LY.
(b=0,b=1) ( U’Hu!Pu) (HulPu’ U>+<Hu|!2u’|!u|!2u)

k
:"6_6"2_ (b_@7u> ( 7b A)
HW2~—w—’HH2 - HW
=k E_—
. k| .
= ||b—U||2 - ||u||2 < ||b—?}||2

a) ,,<“ Der Beweis fiir den allgemeinen Fall ist geometrisch unmittelbar anschaulich.

X
3

Erfillt v : (b—0,w) =0 VYw €V (ist also orthogonale Projektion von b auf
V'), so gilt insbesondere

(b —0,w— ) 0 YVweV.



Dann besagt der Pythagoras (vgl. Sétzchen 8.10)
Ib—w|? = [b=0—(w=20)" = b= + Jw-2I* > [lb—2|?,
—_——
>0 falls w#0
d.h. © ist die beste Approximation an b und zugleich:

b) Jede beliebige Approximation w € V' mit w # ¢ ist schlechtere Approximation
als 0. Alsoist v eindeutig.

c) Jedes w €V hat eine Darstellung w =Y w;u’. Aus
i=1

erkennt man
(9.10) b—d,w) =0 VweV <+« (b-9u)=0 i=1,...,n.

Die Normalgleichungen sind also nichts anderes als eine Charakterisierung der besten

Approximation im endlich dimensionalen Fall. Macht man fiir © den Ansatz v =

>~ w;u’, so geht die rechte Seite von (9.10) iiber in das Gleichungssystem
i=1

n

qui(ui,uj) = (b, u), j=1,...,n

i=1

mit der Koeffizientenmatrix (Gram’sche Matriz)

A = ((ui,uj))i’j:1 o

.....

Diese Matrix ist regulidr (Beweis als Aufgabe). |

Wir wenden den Projektionssatz an zur

Losung der Ausgleichsaufgabe
Nach dem bisher Bewiesenen gelten folgende Aquivalenzen fir A € R™ ", m > n,
beR™

114



x 10st die Ausgleichsaufgabe (9.4) :  ||AZ — b||2 = min .
<= & 10st das Approximationsproblem (9.5):
Az —bl> < |ly bl Yye A(R")
< (Az—-b,Ax) =0 Vo ecR" (gem. Projektionssatz)
Umformulierung mit Matrixschreibweise

(Az—-b,Az) = (Az-b)TAx
= (AT(Az-b)"x
(ATAz — A" b, x)

liefert
— (ATAz-A"bx) =0 VxcR" (setze z=A" Az — ATb)
— A"TAz-A"b =0
— AT Az = ATb Normalgleichungen der Ausgleichsrechnung.
Satz 9.2

Sei AeR™", belR™, m>n und Rang A =n.
Dann sind die Normalgleichungen der Ausgleichsrechnung

ATAz = A"b

eindeutig 16sbar und liefern die Losung des Ausgleichsproblems (9.4).

Beweis:

Wegen Rang A =n sind die Spalten a® von A : a* = Ae*, k=1,...,n,

e’ = Einheitsvektoren des IR™, linear unabhingig, bilden also eine Basis fiir den Raum
V = A(R"). Damnist (A" A) = ((a’, a’“))i’k:1 _____ ., eine Gram’sche Matriz, also nicht
singuldr (vgl. Beweis ¢) des Projektionssatzes). |

Mit dem Nachweis der Existenz einer eindeutigen Losung des Ausgleichsproblems ist —
numerisch betrachtet — die Aufgabe leider noch lange nicht gelost, denn die numerischen
Ergebnisse, die man durch Losen der Normalgleichungen erhélt, sind oft herzhaft schlecht.
Dies hat mehrere Griinde.

Grund 1 ist ,naturbedingt® durch die Uberbestimmtheit des Gleichunggsystems, was
oft zur Folge hat, dafl jede quadratische Teilmatrix von A auf Grund von ,linearen
Fastabhéngigkeiten® schlecht konditioniert ist.

Grund 2 liegt in der Transformation des Ausgleichsproblems in das System der Normal-
gleichungen. Diese Transformation verschlechtert die Losungseigenschaften der Aufgabe.
Um dies zu verdeutlichen (eine detaillierte Analyse findet man in Schwarz § 7.2), betrach-
ten wir den Grenzfall, dal A schon eine quadratische Matrix ist, das Ausgleichsproblem
also durch Losung der Gleichungen Ax = b, statt AT Ax = AT b gefunden werden
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kénnte. Nun kann man zeigen — mit Einsatz von ein wenig Eigenwerttheorie — daf fiir

die Spektralnorm gilt: Kond (A" A) = (Kond (A))?. Ist also A ohnehin schon schlecht
konditioniert (Kond (A) > 1), so gilt das in umsogréBerem MaBe fiir A" A.

Grund 3 liegt darin, daB das Uberfithren von AT A in obere Dreiecksgestalt durch das
Gaufl’sche Eliminationsverfahren die Kondition nochmals verschlechtert (vgl. § 8, Ende).

Zur besseren numerischen Losung des Ausgleichsproblems wird man also nach einem Ver-
fahren suchen, welches das Ausgleichsproblem in eine 16sbare Gestalt transformiert, die
nicht schlechter konditioniert ist als das Ausgangsproblem. Dies leisten orthogonale Trans-
formationen, auf denen das folgende Verfahren basiert.

Wir gehen aus von der Formulierung (9.5) als Approximationsproblem:

Bestimme mliél |Az —b|2, A R™", beR", m>n.
TeR™

Die zu besprechende Methode wird durch folgende Fakten und Fragen motiviert.

1) Ist A eine obere Dreiecksmatrix mit Rang A =n, also

A 1
b
Az — b = O T —
o b
—_——
n
so gilt geméf der Definition von || - ||2:
lAz —bl3 = [Az—bl5 + b3

Dann wird min ||[Ax — bl|; in der Losung von Ax = b angenommen.

2) Ist es moglich, Ax — b durch Linksmultiplikation mit einer m x m-Matrix F
konditionsneutral so umzuformen, dal F' A Dreiecksgestalt besitzt und

(9.11) |F(Az —b)ll, = |[Az—bl, Yz ecR"?

Dann némlich wiirden |[[F(Ax —b)||2 und ||[Ax — bl|; ihr Minimum im selben
Punkt & annehmen und & konnte wie unter 1) berechnet werden.

Matrizen F', die (9.11) gewéhrleisten, heiflen lingentreu (oder orthogonal, vgl. Satz
9.3). Solche Matrizen existieren offensichtlich (Drehungen, Spiegelungen). Sie haben zu-
dem die Eigenschaft, daf} fiir jede quadratische Matrix B in der Spektralnorm gilt
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Kond (B) = Kond (F' B), vgl. Bemerkung am Schlufl des §, die Transformation ist also
konditionsneutral (im Gegensatz zu den Matrizen des GEV).

Householder hat 1958 gezeigt, dafl man mit Spiegelungen A auf obere Dreiecksgestalt
transformieren kann ( Verfahren von Housholder). Givens hat, ebenfalls 1958, gezeigt, dafl
dies auch mit Drehungen moglich ist (Givens Verfahren). Da das Verfahren von Givens in
etwa einen doppelt so grolen Rechenaufwand benétigt wie das Householder—Verfahren,
werden wir das letztere besprechen. Wir untersuchen also zunéchst

Orthogonale Matrizen, Spiegelungen

Definition und Satz 9.3

Eine Matrix F € IR™"™ heifit orthogonal, falls eine der folgenden dquivalenten Eigen-
schaften gilt.

(9.12) F'F = E (die Spalten sind orthogonale Einheitsvektoren)
(9.13) (Fa,Fy) = (x,y) Va,yc R" (winkeltreu)
(9.14) IFyll: = |lylle Yy e R" (lingentreuw)

Beweis:

(9.12) = (9.13): (Fz,Fy)=x' FTFy=2"y = (z,y).
(9.13) = (9.14): Setze oben z =1y, dannist [|[Fyl|3=(Fy,Fy)=|y|3
(9.14) = (9.12): |Fy|} = (Fy,Fy)=y " F'Fy=(y,y) Yy cIR" laut (9.14).

Setze in die letzte Gleichung insbesondere die Vektoren
y = (0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0)7, Vi ke {1,...,n}

T |

1 k
ein. Daraus folgt fiir die symmetrische Matrix A = FT F fiir i = k :
a;; = 1 und damit fiir i # k : a;; = 0. [ |

Leicht einzusehen sind folgende

Eigenschaften orthogonaler Matrizen

(9.15) F orthogonal = F ' orthogonal

(9.16) F orthogonal = ||F||s=||F | =1 (Spektralnorm)
(9.17) Das Produkt orthogonaler Matrizen ist orthogonal.
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Beweis:
(915): Ilylls = |F(F " y)lls = | F " y[l> nach (9.14)
(9.16): ||F|la:= sup [|[Fyla= sup |yll2=1, ebenso fir F~'
lyll2=1 lyll2=1
(9.17): Sei ATA=E, BPB=FE = (AB)"(AB)=B"A"AB=E. i

Wir leiten nun anschaulich her, wie eine Matrix H aussieht, die eine Spiegelung be-
schreibt, und zeigen danach, daf3 die so erhaltene Matrix tatsdchlich orthogonal ist.

Eine Hyperebene E kann beschrieben werden durch
E = {xcR" w' =0} = w> firein weR" mit [|w|,=1.
Es existiert eine Orthonormalbasis {w!,...,w"} des IR" mit w' = w (vgl. Lineare

Algebra: Orthogonalisierungsverfahren von Erhard Schmidt oder eine Drehung des IR",
die e! nach w dreht). Beziiglich dieser Basis hat @ € IR" eine Darstellung

n
— Capyd
xr = Eozjw,
j=1

und die Abbildungsvorschrift fiir die Spiegelung von « an der Hyperebene FE ergibt
sich aus der Zeichnung

X
- |
W =W ‘ 1 E
LW
\
SR
~N N ‘
! 1
‘ W
\
H x
H : R" — R"
z=>Y ajw — Hz=-aw' + Y ojw
=1 j=2
=z — 20y w'
Wir berechnen ag:
cos 7y % (vgl. Zeichnung)
x wlla=
2 lella a; = (w,z) (Eag >0)
cosy = (w,—2) (Lemma 8.8)
[wl]2 [|2]]
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Also folgt

Hx = z-20qw = z-2w,z)w = z—-2w(w,x)

=z 2wwlz = (E-2ww!)z.

Definition und Lemma 9.4

H = E-2ww’ mit |w|, =1, welR" (9.18)
heiflt Householdermatrix.
Die Matrix
Wi Wy, ... Wi W,
ww! = : : (9.19)
Wy Wy ... Wy Wy

heiBt Dyade oder dyadisches Produkt von w und w?.

symmetrisch und orthogonal.

Householdermatrizen sind

Beweis:
Die Symmetrie ist offensichtlich. Die Orthogonalitéat folgt geméafl Satz 9.3 aus
H"H = (E-2ww") (E-2ww")

= E—4ww? + 4w ww w’ = E.
g

Es ist anschaulich klar, daf§ zwei gleich lange Vektoren durch eine Spiegelung ineinander
abgebildet werden konnen. Wir formulieren dies als

Lemma 9.5
Zu x,y € R", ¢ #vy, |xl]2 = |yl gibt es eine Householdermatrix H € IR™*™

mit Hx =y.

Es ist
T — ~ - . ..

H = E, —2ww! mit w = iﬁ, FE,, = Einheitsmatrix im IR™
T = Yl2

Beweis: Die Gestalt von w erhélt man aus der folgenden Zeichnung. Daf} dieses w die
Behauptung erfiillt, rechnen wir nach.
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Ebene
Wir rechnen das Ergebnis nach.
Hr=y +— (E-2ww))x =y
_ _anT
oY @-w
[z —yl2  [lz—yl
20x —y)' =
cé-w—@—y%L——lT-zy
lz —ylz

Nun ist

20@—y)'e = 2xz-yx) = 2z2)-2zy) udda |z = |yl

= (z,z) — 2(z,y) + (¥,9) = (x—y,z—y)

= Jlz—-yl3.

Nach Bereitstellung der mathematischen Hilfsmittel beschreiben wir nun das

Householder—Verfahren

Gezeigt wird, dafl eine Matrix A € IR™*", m > n, durch eine Folge von n Spiegelungen

F=H,-...- H; auf obere Dreiecksgestalt transformiert werden kann:
2(71)
FA =H, ... HHA=A™ A" = 7 :4(”)
O

120



Schritt 1: Gesucht wird eine Matrix H; € IR™™ derart, dal in H; A = AWM
die Elemente ,,unter aﬁ’ “ gleich Null sind, oder, anders formuliert, derart,
daB die 1. Spalte a'! von A durch H; auf ein Vielfaches des ersten

Einheitsvektors e! abgebildet wird.

Dazu wenden wir Lemma 9.5 an auf den Spezialfall = a® (= 1. Spalte von A) und
y = +||z||;e'. Dann wird

T F ||z|.e! N u

le =+ llollzetflz " fule

Um numerische Ausloschungen zu vermeiden, wéhlen wir das Vorzeichen in w geméaf3
u = z+sgu(ey)l|zlze’ = (o +sgue) 2llz, w2, @)

(mit sgn(z;) :=1, falls 2y = 0) und H erhilt die Gestalt

T T

H = E,--"" - E,-==
w3 c

1 1 -
c = §HuH§ =5 <x?+2x1sgn(x1> ]l + [lll3 + x?)

j=2
=l + |z [l

Insgesamt also

Lemma 9.5’
x = (1,...,7,)" € R™ wird numerisch stabil auf ein Vielfaches des Einheitsvektors
e! abgebildet durch die Householdermatrix

H = E, - ¥

u = x + sgn(zy) ||z et (9.20)

c = lzl3 + |l [lzll2-

Schritt 1 ist durchgefiihrt, wenn wir H; wéhlen gemdf Lemma 9.5" mit = = a' (1.
Spalte von A). Da H, regulir ist, gilt fir AY = H, A

Rang AY = TRang A.

Im 2. Schritt wenden wir das gleiche Verfahren an auf die Matrix, die durch Streichen der
1. Zeile und 1. Spalte von A" = H; A entsteht, usw.
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Schritt k+1 Nach k Schritten hat A® = H,-... - H; A die Gestalt

Wir wenden das Vorgehen aus Schritt 1 an auf die Matrix A(k), die aus A% entsteht
durch Streichen der ersten k Zeilen und Spalten. Wir realisieren dies durch

1
0)
1
Hk L — . c IRme.
i o Hj
k

Dann bleiben durch Anwenden von Hy, auf A®  die ersten k Zeilen und Spalten
unverdandert. Hyy, wéhlt man entsprechend (9.20):

~ k1~ k1T
— u"
Hy., = E, — —

k+1
attt = (aff) ® " Z 1 Spalt A%
a - ak+1,k+1a"' aam,kJrl = . Dpalte von
a = gkt (k) ShHL]| sl
U = a + sgn (a3 Ha HQe
é' = erster Einheitsvektor € IR™*
— gt o @ .

Cht1 = Ha, HQ + ‘ak+1,k+1‘ Ha, H2

und wieder gilt Rang A*™) = Rang A® = Rang A.

Beachte: Rechentechnisch wird natiirlich nur die , Restmatrix“ A® umgeformt.
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Zusammenfassend erhélt man also folgenden

Satz 9.6 Householder—Verfahren
Vorgelegt sei die Ausgleichsaufgabe:

Bestimme :éng{l |Ax —bl2, A€ R™" m>n, beR™, Rang A=n.
e n

Dann gibt es Householdermatrizen H, ..., H, geméfl den Schritten 1,...,n derart,
daBmit F=H, -...- H; gilt

IF(Az ~b)l; = |[FAz—Fbl; = A2 -b"], = |Az b

mit

~(

FAxz-Fb = T — o AV eRr™ Ve R,

Die Losung der Ausgleichsaufgabe erhéilt man als Losung des Gleichungssystems

~(n) ~n

Az = b .

Folgerung und Definition 9.7
Das Householder—Verfahren liefert fiir eine Matrix A € R™*", m > n eine Zerlegung

A = QR (QR—Zerlegung)

mit einer rechten oberen Dreiecksmatrix R = F A (vgl. Satz 9.6) und einer orthogo-
nalen Matrix @ = F~! (vgl. (9.15)).

Bemerkung:
Natiirlich 148t sich das Householder—Verfahren auch anwenden zur Losung eines linearen
Gleichungssystems Ax =b, A € R"", be R".

Wegen
|FAlz = sup [[FAz|, = sup [|[Azly = [[Al:,

zll2=1 [zll2=1

I(FA) "> = [A7F s = sup AT F all, = sup [[A gyl = A7,

zll2=1 lyll2=1
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ist Kond (A) = Kond (F'A) (vgl. Def. 8.20).

Das Householder—Verfahren verschlechtert also nicht die Kondition von A, im Gegensatz
zum GEV. Dies muf} allerdings mit einem gréfieren Rechenaufwand bezahlt werden. Man
kann zeigen, dafl das Householder—Verfahren doppelt so viele Multiplikationen bendétigt
wie das GEV.
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§ 10 Approximation von Funktionen

Wir wiederholen zunéchst die schon aus § 9, (9.5) bekannte Formulierung einer Approxi-
mationsaufgabe in etwas allgemeinerem Rahmen.

Definition 10.1

Sei (X,| ||) ein normierter Raum (iiber IR oder C), fe X, VC X, V#0 eine
Teilmenge. Jedes Element ¢ € V' mit

If =0 < If=ol VveV (10.1)
heiflt beste Approximation fir f (Minimallisung).

dist (£,V) = b [f—ol = () (10.2)

heilt Minimalabstand (Minimalabweichung).
Das Problem, die beste Approximation fiir f zu finden, heifit Approzimationsaufgabe.
Die Approximationsaufgabe heifit linear, falls V' ein linearer Teilraum von X ist.

Wir belegen zunéchst durch Beispiele, daf3 die Losung der Aufgabe — und damit die
gesamte Approximationstheorie — normabhéngig ist.

Beispiel 1:
Die Darstellung von Funktionen im Rechner (z.B. trigonometrische Funktionen, Expo-
nentialfunktionen, Wurzelfunktionen) verlangt selbstverstindlich die Maximumnorm

Ifllec = m[a%] |f(x)], (auch Tschebyscheff-Norm, T-Norm genannt)
z€|a,

da man sicherstellen muf}; dafl iiber den gesamten Approximationsbereich ein Maximal-
fehler der Funktionswerte nicht iiberschritten wird (gleichmdfige Approximation).

Schon ein einfaches Unterbeispiel zeigt, dal die Bezeichnung lineare Approximationsauf-
gabe insofern irrefithrend sein kann, als sie sich keineswegs durch lauter lineare Aufgaben
16sen 148t.

Beispiel 1a)

1.2
1
\ Bestimme fiir f(z) =sinz (f€C[0,%])
0.8 o | die beste Approximation
0.6 | } T
| | f)(x):ax—l—b (@6111 [O,—])
0.4 ‘ ‘ 2
| |
02 ‘ 1 | bzgl. der T-Norm.
. | | ‘
| I :
0 21"3 0.5 0.75 = 1 1.25 ‘ 1.5
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Es miissen a,b so bestimmt werden, daf gilt

5(0) —sin 0 = sinT—0(T) = 0 (5) —sin F,
(10.3)
T so, dafl n[ﬂax | |0(x) —sin x| = sin T — 0(T),
rE|T1,T2

denn jede andere Wahl der Geraden wiirde eines der Extrema verschlechtern.

Durch Einsetzen von o(z) fiir =0 und z = folgt zunéchst

2
b:az—i—b—l, also a = —.
2 T
Eine notwendige Bedingung fiir Z (Max—Bedingung) ist
L oy 2 _
(0(T) —sinz) = — —coszT = 0.
T

Dies ist eine nichtlineare Gleichung zur Bestimmung von 7. Nach Bestimmung eines
geeigneten T, kann b bestimmt werden gem&fi(10.3) aus

sinz — o(xT) = 0 (g) — 1.

Beispiel 1b)
Ein weiteres simples Beispiel zeigt, dafl die beste Approximation bzgl. der T-Norm kei-
neswegs eindeutig sein muf.

T2
il b= | Bestimme fiir ein
| T |
| | 011E — Gl = |22 T = (21,32) €R?, 2 #0
| ~ |
L L1 i x die beste Approximation gy € IR bzgl.
T a5 (e

Offensichtlich gilt fiir alle ¢y € [T — T2, T1 + T2

H"i - (Qlao)THoo = |2 = p(x).
Dafl die T-Norm nicht allein seligmachend sein kann, haben wir schon bei der Losung
der Ausgleichsaufgabe in § 9 gesehen. Wir fiihren eine weitere Approximationsaufgabe
an, welche deutlich macht, dafl eine Behandlung mit der 7-Norm nicht angemessen sein
kann.

Beispiel 2:

In einem Synthesizer werden elektrische Schwingungen (periodische Verdnderungen der
Spannung U {iber der Zeit t) erzeugt, die der Benutzer dann nach eigener Wahl
iiberlagern, modulieren oder auf andere Weise bearbeiten kann. Der Benutzer hat dabei
virtuell 4 Schwingungsformen zur Verfiigung:
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U

a) die Sinusschwingung ‘/_\

"
U

b) die Rechteckschwingung ;
U

c¢) die Dreieckschwingung ‘ ;
U

d) die Sdgezahnschwingung ‘ | ;

Tatséchlich werden jedoch die letzten drei Formen durch die Uberlagerung von Sinus-
schwingungen erzeugt. Die Anzahl der Sinusgeneratoren , die z.B. fiir einen Rechteckge-
nerator verwendet werden, hingt dabei vermutlich von der Preisklasse des Synthesizers
ab (ist aber sicher stets endlich).

Wenn wir die Schwingungen als 27—periodisch ansehen, kénnen wir die Aufgabe, durch
Sinusgeneratoren einen Rechteckgenerator zu simulieren, mathematisch so formulieren:
Gegeben ist eine Funktion r € C7'0,27] (= Menge der integrierbaren, aber nicht
notwendig stetigen Funktionen auf dem Intervall [0,27]). Gesucht ist eine Funktion
s(x) = ay sin(byx) + ... +a, sin(b,z) (p € IN gegeben), die sich von r(x) mdoglichst
wenig unterscheiden. Die Menge der als Linearkombination zur Verfiigung stehenden Si-
nusfunktionen bezeichnen wir im weiteren mit S[0, 27].

Welches ist nun die fiir dieses Beispiel ,,angemessene* Norm?

Wihlen wir etwa f als Rechteckschwingung mit der Amplitude 1 und als Norm die
Mazximumnorm, dann gilt fiir jede stetige Funktion g¢:

Jmax [f(t) —g(®)] = 1 (Warum?).

Jede Funktion s € S[0,27] mit ||f —3||oc =1 ist also eine beste Approximation. Einige
Beispiele solcher Funktionen sind im folgenden angegeben. Obwohl alle diese Funktio-
nen im Sinne unserer Definition beste Approximationen sind, ist wohl klar, dafl wir sie
von unserer urspriinglichen Fragestellung her nicht als gleichwertige Losungsmoglichkeiten
ansehen koénnen:
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1.0

0.0

1.0

So(t) = sin t

1.0

27

_ 4 4
0o 53(t) = - sint+ 5 sin 3¢

1.0

Dieser unbefriedigende Zustand spricht dafiir, eine andere Norm zu wéhlen. Insbesondere
das 3. Beispiel legt nahe, eine Norm zu wéhlen, die den Betrag der Flache zwischen
Rechtecksfunktion und Approximation mifit. In Frage kommen u.a. die

27
L;—Norm lully = /|u(t)|dt
0

oder die

o 1/2
LyNorm  [uls = / fu(t)|2 dt
0
Die Ly—Norm ergibt sich aus dem Skalarprodukt
2
(u,v) = / u(t) v(t) dt
0

und bietet insbesondere den Vorteil, dal der Projektionssatz 9.1 angewandt werden kann.
Deshalb beschéftigen wir uns zunéchst mit der
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Funktionsapproximation in unitidren Ridumen

Vorgelegt sei ein unitidrer Funktionenraum (X, (, )). Die Norm wird durch das Skalar-
produkt gegeben: || f|| = +/(f, f). Eine Funktion f wird durch eine Linearkombination
endlich vieler Funktionen w’, j =1,...,n, welche einen linearen Teilraum V,, von X

n
aufspannen, approximiert: o(z) =Y. v;u/(z), v; € RR.
=1

Die Existenz und Eindeutigkeit der besten Approximation ¢ fiir f ist durch Satz 9.1
(Projektionssatz) bereits gesichert. Er liefert auch die Berechnungsvorschrift fir ¢ in
Form der Normalgleichungen

n

(0,0) = > w vw)) = (fud), j=1,...n. (10.4)

i=1

Ausschlaggebend fiir die numerische Qualitét ihrer Losung ist die Kondition der Koeffizi-
entenmatrix ((u',v’)),._, ., (Gram’sche Matriz). Sie wird bestimmt durch die Basisele-
mente u/ von V. Besonders einfach wird die Losung von (10.4), wenn die Basiselemente
w ein Orthogonalsystem bilden (d.h. (u’,u/) =0 fiir ¢ # j). Dann wird die Gram’sche
Matrix zu einer Diagonalmatrix und man erhélt die Losung von (10.4) in der Form

1

v; = () (f,u"), i=1,...,n. (10.5)

Noch bequemer ist es, wenn die Vektoren u’/ ein Orthonormalsystem bilden (d.h. (u’,u/) =

dij, Kroneckersymbol), was sich leicht durch die Normierung

erreichen 1af3t.

Dann ist die Gram’sche Matrix gleich der Einheitsmatrix, welche bzgl. jeder einer Vek-
tornorm zugeordneten Matrixnorm die Norm 1 hat und damit auch die bestmdgliche
Kondition 1. Beispiele fiir diesen Fall liefert die

Trigonometrische Approximation

Das prominenteste Beispiel der Funktionsapproximation in unitdren Raumen ist die Fourier—
Approximation. Sie wird besonders gerne benutzt, um periodische Funktionen p durch
eine Linearkombination von sin— und cos—Schwingungen zu approximieren (vgl. Bsp. 2).
Als Raum wihlt man X = C~!'[—7, 7] (= Raum der auf [—m, 7| integriebaren, nicht
notwendig stetigen Funkionen). Als Approximationsraum Va,.; der Dimension 2n + 1
wird der von den Funktionen

1, cos z, sin x, cos 2x, sin 2z, ..., cos nx, sin nx (10.6)

aufgespannte Raum gewihlt. Das Skalarprodukt wird gegeben durch

(u,v) = / u(z) v(z) de (10.7)



Satz 10.2

Die trigonometrischen Funktionen (10.6) bilden fiir das Intervall [—m, 7] bzgl. des
Skalarprodukts (10.7) ein Orthogonalsystem. Es gilt fiir j, k € INg

- 0 fir alle j # k
/ cos(jz) cos(kzx)dr = 2 fir j =k =0
-7 s fir 7 =k >0

T 0 firalle j # k
/Sin(jx) sin(kx)dxr =

s fir j=k>0

—T

/cos(jx) sin(kz)dr = 0 fiiralle j, k

—T

Beweis: Nachrechnen oder Schwarz § 4.1

Wegen Satz 10.2 setzt man die beste Approximation ¢ fiir f an in der Gestalt

o(x) = % + Z (ax cos kx + by, sin kx)  (Fourierpolynom) (10.8)
k=1

und erhélt die Fourierkoeffizienten ay, by aus (10.5) und Satz 10.2

1 ™
ar = —/f(x) cos(kx) dz, k=0,1,....n
T
- (10.9)
1
by = —/f(x) sin(kx) dx, E=1,2,....,n
T

Sie miissen iiblicherweise durch numerische Integration berechnet werden.

Bemerkung

Ob man das Intervall [—m, 7] oder [0,27] oder ein beliebiges anderes Intervall der Lange
27 wahlt, ist auf Grund der Periodizitdt der Funktionen (10.6) gleichgiiltig. Hat f ein
anderes Periodenintervall der Lange 2/, so benutzt man statt (10.6) die Funktionen

. T kT
1, sin—uxz, cos—zx, k=1,...,n

l l

welche die Periode 2¢ haben. Betrachtet man das Intervall [—/,¢], so ergeben sich die
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Fourierkoeffizienten zu

¢
1 k
ap = E/f(x)cos%xdx, k=0,1,....n
e
1 / k
by, = Z/f(x)sin%xdx, k=1,2,...,n
>,

Aufgabe:
Zeige: Das Fourierpolynom fiir Beispiel 2) ergibt sich als

[241]
4 Z sin(2k — D)
o = 2%k-1

1 1
[n;— ] = grofite ganze Zahl < n—2|— .

Mit den bisher behandelten Punkten ist der Komplex der Fourierapproximation noch
keineswegs erschopfend behandelt. Wir erwiahnen einige der ausstehenden Fragen, auf die
wir in dieser Vorlesung jedoch nicht eingehen.

1) Konvergenz des Fourierpolynoms fiir n — oo gegen f bzgl. der Norm

. 1/2
|ullL, = (f u?(x) dx) (Konvergenz im quadratischen Mittel)?

—T

2) Inwieweit impliziert die Konvergenz des Fourierpolynoms bzgl. der L,—Norm die
punktweise Konvergenz?

3) Wie kann man die Fourierkoeffizienten schnell und effizient berechnen?

4) Anwendung der Fourierapproximation zur numerischen Integration.

Approximation durch orthogonale Polynome.

Dafl die Normalgleichungen nicht notwendig so schone Eigenschaften haben wie bei der
Fourierapproximation, zeigt das

Beispiel:
Approximiere f € C[0,1] durch die Funktionen
1, =, 22, ..., 2", (10.10)

(die einen linearen (n + 1)-dimensionalen Teilraum von C[0, 1] bilden) bzgl. der Norm,
1

die durch (u,v) = [ u(z)v(z)dr induziert wird.
0
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Die Berechnung der Gram’schen Matrix (Aufgabe) liefert die ,,Horrormatrix* (bzgl. der
Kondition)

1
H = I Hilbertmatriz .
i+k—1 i k=1,...n+1

.....

Abhilfe

Zur Losung des Beispiels berechne man eine Basis aus orthogonalen Polynomen (Ortho-
gonalisierungsverfahren von Erhard Schmidt) und lése die Approximationsaufgabe bzgl.
dieser neuen Basisvektoren.

Beispiele fiir orthogonale Polynomriume

Da die Tschebyscheff-Polynome (vgl. § 3) durch trigonometrische Funktionen definiert
wurden, ist zu erwarten, dafl auch sie Orthogonalititseigenschaften besitzen. In der Tat
gilt

Satz 10.3
Die durch
T.(z) = cos(narc cos x), r € [—1,1]

definierten T—Polynome erfiillen bzgl. des Skalarprodukts

(u,v () v(x) dx

Ny

mit der Gewichtsfunktion
1

V1 — 22

w(z) =

die Orthogonalitétseigenschaften

0, falls k& # j
(T (z) , T3(x)) = %7?, falls &k =5 >0 » , k,j € INg.
T, falls k=45 =0
Beweis: Schwarz § 4.3
Orthogonalisiert man die Polynome 1, x, 2%, ... im Intervall [—1,1] bzgl.

1
(u,v) = [ u(z)v(x)dz, so erhilt man die

Legendre—Polynome P,(x) =
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mit der Orthogonalitétsrelation

h 0 falls m # n
/Pm(:c) P,(x)dz = ) m,n € INp.

STE) falls m =n

Beweis: Schwarz § 4.3.3.

Bemerkung:

Die Legendre-Polynome werden benutzt zur Konstruktion von Gaufl—Quadraturformeln
(vgl. Werner § 4, Opfer § 4, Stoer § 3.5).

Gleichmiaflige Funktionsapproximation

Unter ,,gleichméflig® versteht man iiblicherweise die Approximation bzgl. der Maximum-
norm, allgemeiner aber auch die Approximation bzgl. einer Norm, die nicht durch ein
Skalarprodukt induziert wird. Deshalb ist in diesem Fall die Existenz einer Minimallosung
noch nicht gesichert, ebensowenig wie die Eindeutigkeit (vgl. die Beispiele). Wir zeigen
zunéchst die Existenz.

Satz 10.4 Existenz einer Minimall6sung

Sei (X, ||||) ein normierter Raum iiber IR (oder C) und V C X ein n—dimensionaler
Teilraum. Dann folgt

V f € X 3 (mindestens) eine Minimallésung v € V, d.h.
If=oll < Ilf=ol VveV.
pv(f) = |If —0| heit Minimalabstand.

Beweis: (fir R, er verlauft analog fiir C).

Jedes v € V' hat eine Darstellung als Linearkombination der Basiselemente v/ von V:

n
— a0y )
U—Eozjv, a; € IR.
j=1

Die Null ist eine Approximation fiir f und

jedes v €V (sogar v € X) mit ||v]|l > 2 ist
{J (sogar v X) mit [u] >2(7] oy

eine schlechtere Approximation fiir f als die Null,

denn

If=oll = Tlol =IA = ol =110 > 200 = 1A = (1A
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2[£1

=
)

Wir zeigen:
J Kugel K = {ae€R"; |a| <k} :
W (10.12)
o]l = Zl a; || > 2f Va=(a,...,on)" € K.
J:
Y(B) = ||>° B 07| ist stetig auf dem Kompaktum {3 € R"; |32 =1} (vgl. Satz 8.3),
j=1

nimmt dort also sein Minimum m an. Da die v/ linear unabhiingig sind, ist m > 0.
Das bedeutet insbesondere

> m VaeR", a#0

oder

Jof| = > mlals. (10.13)

n
§ oy
;v

J=1

Wihlt man in (10.12) &k = %, so folgt aus o ¢ K mit (10.13) |jv]| > 2|/ f]|. Nach
(10.11) kann dann v fiir « ¢ K keine beste Approximation enthalten.

Wegen (10.12) gentigt es, milr(l /= a;v7|| zu suchen.
ac j=1

Da ¢(aq,...,apn) = 'f - > v7|| eine stetige Funktion ist, nimmt sie auf der kom-
j=1

pakten Menge K ihr Minimum an. |
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Im weiteren beschrianken wir uns auf die

Approximation von Funktionen f € CJa,b] durch Polynome

bzgl. der Maximumnorm ||f||cc = m{a:l()] |f(x)].
x€|a,

Im unitdren Fall war eine Optimalitdtsbedingung — die Senkrechtbeziehung (9.6) —
charakteristisch fiir die Minimall6sung © und lieferte dariiberhinaus eine Berechnungs-
vorschrift fir ¢ (die Normalgleichungen). Im normierten Raum (Cla,b], || ||«) steht
kein Skalarprodukt zur Verfiigung. Wir miissen also ein anderes Optimalitédtskriterium
fiir diesen Fall entwickeln.

Wir gehen aus von der Situation:
Sei f € Cla,b] und p* € II,,_4 [a,b] (das ist ein n—dimensionaler Unterraum von C'fa, b])
eine Ndherung. Die Fehlerfunktion bezeichnen wir mit d*(x) = f(z) — p*(z).

Dann gelten folgende Aquivalenzen (geschlossene Implikationskette):

*

p*  ist keine Minimallosung fiir  f (10.14)

3 Korrekturpolynom p € Il, ; mit

= |d"(z) = p(z)] < |d*(2)] Ve eM = {z€lab]; |[d"(z)] =[f —p e}
(Extremalmenge)
Dies gilt auf Grund der Definition von || [/s.

= dpell,;: 0 # sgnd*(x) = sgup(x) (bzw. d*(z)p(z) > 0) VYee M

Bew. ,,=“: Wire sgnd*(Z) = —sgnp(z) firein 7€ M,
so folgte [d*(7) —p(7)] = |d*(2)| + [p(2)] = |d*(2)]. W!

= (10.14) Der Beweis wird in Lemma 10.9 nachgetragen.

Damit liefert die vorletzte Folgerung folgendes

Optimalitatskriterium
Apell,1 : (f(z) —p"(x)) p(x) >0 Ve M <= p* istoptimal fir f.

Wir miissen nur noch untersuchen, was dieses Kriterium fiir Polynome bedeutet. Die
Eigenschaften der Polynome wurden bisher noch nicht ausgenutzt. Es gelten folgende
dquivalente Umformungen:
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Apell,; : d(x)p(zr) >0 Ve M. (10.15)
Vpell,_; hat d*(x) in M mehr Vorzeichenwechsel als p, wobei M
im Sinne wachsender x durchlaufen wird.
Bemerkung: (10.15) kann nur gelten, wenn d* in M Vorzeichenwechsel hat.

Bew. ,,<=*“: klar, da p den Vorzeichenwechseln von d* nicht folgen kann.
Bew. ,=¢ (indirekt): Hat d* nicht mehr als m < n —1 (= maximale

Nullstellenanzahl von p) Vorzeichenwechsel, so gibt es Punkte &,...,&, €
(a,b)\M, welche die Vorzeichenbereiche von M trennen (beachte: d* ist
stetig), d.h.

To € MN[§1,&], xp € M N[, &) = sgnd*(z,) = —sgnd™(xy)

(x — &) fir € = 1 oder —1 die Bedingung

s

I
N

Dann erfiillt p(z) = ¢
j

dpell,y : d*(x)p(z) > 0 Vaxe M.

— Es gibt n+1 Punkte t; € M: a<ty <t <...<t, <b, sodaB
d*(t;) = f(t;) —p*(t;), j=0,1,...,n alternierendes Vorzeichen hat.

denn d* hat mindestens n Vorzeichenwechsel, d.h. mindestens einen mehr
als die Maximalnullstellenzahl von p € I1,,_;.

Definition 10.5
Eine Menge von n+1 Punkten ¢;: a <ty <t <...<t, <b heifit Alternante (der
Lange n+1) fir f e Cla,b] und p* €1l,,_4 [a,b], falls

segn (f(t;) —p*(t;)) = e(—1), j=0,1,....,n, e=1oder —1.

Die letzte der gezeigten Aquivalenzen, zusammen mit dem (noch nicht bewiesenen) Lem-
ma 10.9, formulieren wir als

Satz 10.6 Alternantensatz

Sei f € Cla,b]. Dann ist eine Naherung p* € I,,_ [a,b] fiir f bzgl. der Maximum-
norm || |l genau dann Minimallosung, wenn eine Alternante der Lange n + 1 fiir
f und p* existiert, so dafl

fir a <ty <ty <...<t, <0b gilt

f(t;) —p*(t;) = (=1 |f = p"|loo> j=0,1,....,n, e=+1 oder —1.
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Beachte

Die Alternante mufl nicht eindeutig sein (Beispiel?). Es kann aber die Eindeutigkeit der
Minimallosung gezeigt werden. Sie héngt wesentlich ab von den Polynomeigenschaften,
also den Eigenschaften der Funktionen aus dem Approximationsraum, und kann aus dem
Optimalitédtskriterium, dem Alternantensatz, gefolgert werden.

Folgerung 10.7

Die Minimallésung p* € II,,_1 [a,b] fir f € Cla,b] bzgl. der Maximumnorm ist
eindeutig.

Beweis (indirekt)
Annahme: Es gibt 2 Minimallosungen wvq,v9 € I1,,_1, v # v9, d.h.

p(f) = If-vls = If vl

Dann ist auch 1
h = 5 (1)1 + Ug)

eine Minimallosung (allgemeiner: die Menge der Minimallosungen ist konvex), denn
If=hlle = [lf =3 +o), = [l3(f—v)+3( —wlll,

< Hif—villee + 3If — vl = p(f).

Geméf Satz 10.6 hat h eine Alternante tg,ty,...,%, so dafl

F(t) = hlts) = 5 (T =) () + 5 (F =) (6) = (=1F p(f), Vj, e=1oder —1,
insbesondere also

1 1
(+) o) = |5 (F =) () + 5 = 02) (1)

Wegen

F=w) &) < IF=ule = p(f), i=1.2 j=01,....n
folgt mit (+)  S1(7 — ) (6] + 517 — ) ()] = o),

d.h. die ¢; miissen fiir v; und vy aus der Extremalmenge sein und es ist

[(f = o1) ()] = [(f = w2) (1) V5.

Wegen (x) folgt daraus
(f—o) () = (f—v2) (),
bzw.
vi(t;) = wvalt) j=0,1,....n,

und nach dem Lemma 2.5 ist wegen v; € II,,_1: vy — vy =0. W! [ |
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Die Minimalabweichung p(f) = ||f — p*[|cc im Alternantensatz ist im allgemeinen nicht
bekannt. Daher ist folgende Abschwéchung des Satzes interessant, die sowohl untere und
obere Schranken fiir den Minimalabstand als auch die Grundlage zu einem numerischen
Verfahren zur Bestimmung der Minimallésung liefert.

Satz 10.8
a) Fir feCla,b], pell,_1[a,b], sei a <ty<t; <...<t, <b eine Alternante,
d.h.
(f—p) (), j=0,1,...,n ist alternierend.
Dann folgt
(10.16) min [(f=p) )] < p(f) = min |f—dlle < [[f = pll-
j=0,...,n q€lln—1 [a,b]
b) Zu jeder Unterteilung a < zp < 1 < ... < x, < b, (also insbesondere

zur Alternante aus a) ) existieren genau ein p € IR und ein p € 11,4 [a, b] :

n—1
plx) = > a,x¥, so daB gilt
v=0
(1017)  (f=p)(zj) = ~u, j=01,...,n,

(10.18)  [u[ = min [(f =p)(z;)] < p(f).

Bedeutung
1. (10.17), (10.18) sichern die Erfiillbarkeit der Voraussetzung aus a), falls p # 0.

2. (10.19) zeigt, dafl das gem#f (10.17) berechnete Polynom p bzgl. einer festen
Alternante {z;} die bestmogliche untere Schranke fiir die Minimalabweichung
liefert. || f — plloo liefert eine obere Schranke fiir p(f).

Beweis: Wir zeigen zunédchst Teil b). Dann folgt die erste Ungleichung von (10.16) aus
(10.18) und (10.19). Die 2. Ungleichung (10.16) ist trivial.

Beweis (10.17). Dieses System fiir die Unbekannten ay,...,a,_1, 1 hat eine eindeutige
Losung, falls gezeigt wird, dal das homogene System

;) + (1Y = 0, j=0,1,...,n
nur die Nullosung hat.

Ist =0, sohat p n+ 1 Nullstellen, also ist p = 0.
Ist p# 0, so hat p in jedem Intervall [z, z;41], 7 =0,...,n —1 mindestens eine
Nullstelle, insgesamt also n Stiick, also p =0 und damit auch g =0, also W!
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Beweis (10.18) (indirekt). Sei p* Minimallosung fiir f.

Amnatme: i |(f =) (@) > [If = 'l = plf).

----- n

Esist — (p"—p)(z;) = (f=p)(z) — (f —p")(z;) VJ

Ann sgn (p* —p) (z;) = sgn(f —p)(z;) # O, j=0,....,n
= p*—p € II,_; hat n Nullstellen = p*=7p

im Widerspruch zur Annahme .

Beweis (10.19) wird wie eben gefiihrt: Ersetze p durch p und p* durch p. Dann
folgt aus der Annahme

min |(f =p) (z5)] > |(f =p) (@) = |ul Vi

wie eben p = p. |

Der Remez—Algorithmus

Der vorige Satz erlaubt die Konstruktion eines Verfahrens zur iterativen Bestimmung der
Minimallosung. Er beruht auf der iterativen Bestimmung einer Alternante, welche den
Bedingungen des Alternantensatzes geniigt. Wir beschreiben einen Iterationsschritt.

Gehe aus von einer ,, Anfangsalternante” a < x(()l) < xgl) < ... < %(11) < b. Die beste

untere Schranke i fiir die Minimalabweichung bzgl. der Alternante {xg-l)} erhdlt man
durch Berechnung eines Polynoms p; € II,,_; geméif Satz 10.8 b). Dies liefert qualitativ
folgende Situation:
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Fallen die Punkte {xg.l)} mit den Extremalstellen von f — p; zusammen, so ist p;
nach dem Alternantensatz Minimallosung. Andernfalls wéhlt man als neue Alternante
a < xéz) < xf) <...<2? <b fir f und p; die Extremalstellen von f—p; (man will
die Extrema nivellieren) und bestimmt geméfl Satz 10.8 b) das Polynom p, € II,,_;, das

die beste untere Schranke ps fiir die Minimalabweichung bzgl. der Punktmenge {x§-2)}

liefert. Man setzt dieses Verfahren fort, nun mit po, {x§2)} an Stelle von py, {xg-l)}.

Man kann zeigen, dafl die Folge {|u;|} der unteren Schranken strikt monoton wachsend
gegen die Minimalabweichung p(f) konvergiert und die Folge p; der Polynome gegen
das eindeutig bestimmte Minimalpolynom konvergiert. Das Verfahren wird abgebrochen,
wenn die Differenz || f — pjlloc — || zwischen der oberen und unteren Schranke fir die
Minimalabweichung (die das Verfahren ja mitliefert) klein genug ausfillt.

Fiir verfahrenstechnische Einzelheiten verweisen wir auf die entsprechende Literatur iiber
Approximationstheorie (z.B. Powell, M.J.D.: Approximation Theory and Methods, Cam-
bridge University Press 1981).

Beschaffung einer Ausgangsalternante.

Natiirlich kann man mit einer beliebig vorgegebenen Punktmenge a < :Eél) < xgl) <...<

2 < b beginnen und das zugehorige Polynom p; nach Satz 10.8 b) berechnen.

Es ist jedoch zu vermuten, daf} eine Alternante, die zu einem Polynom p gehort, das
schon eine gute Naherung fiir f ist, ,besser” ausfallen wird. Die Ergebnisse aus § 3 legen
es nahe, als Polynom p € II,,_; das Interpolationspolynom p € II,_; zu wéhlen, das
als Stiitzstellen die Nullstellen von 7,, besitzt (p muf nicht berechnet werden) und als
Alternante (vgl. (3.14)) die Extremalstellen von T,

s

1
r; = 5{(a+b)—(b—a)cos%}, i=0,1,...,n.

(vgl. dazu (3.21) aus Satz 3.8 und die inverse Transformation von (3.16), d.h. die letzte
Gleichung auf S. 27)

Es steht noch aus die Vervollstindigung einer Aquivalenzaussage, die zum Beweis des
Optimalitétskriteriums und damit zum Alternantensatz fiihrte.

Lemma 10.9
Sei f € Cla,b] und p* €1I,_4[a,b] eine Ndherung. Es existiere ein p € II,_; mit

d*(x) p(x) = [f(z) = p"(@)lp(x) >0 VeeM = {z € la,b;[d (@) = [If =pl} -
Dann gilt:

30 > 0: max |[d'(z) —dp(x)] < max |d*(x) (10.20)

x€[a,b] z€[a,b]

(d.h. p* +dp ist eine bessere Niherung fur f als p*).
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Beweis:

Ohne Einschrankung sei

p(x)] < 1 Ve € [a,b], (10.21)
denn da p(z) im abgeschlossenen Intervall [a,b] durch eine Konstante K > 0 beschrénkt
wird, kann man, falls K > 1, in der Behauptung ¢ durch % ersetzen.

Sel nun

M= {zelab] d()p) <0}
Laut Voraussetzung gilt d*(z)p(z) >0 Vz € M.
Alsoist M N M =0 und falls M' # 0

d = max |d*(z)| < max |d*(z)],
d == 0 fals M = 0.

Das Maximum d wird angenommen, da d*p stetig, also M’ als Urbild einer abge-
schlossenen Menge abgeschlossen (und beschrankt) ist.

Wir setzen .
5 = 3 (m[aug] |d* ()] —d) , (> 0 wegen (10.22)) (10.23)
z€Ja,
betrachten
Eelatl s 4O —opO = max |d(x) = 3p(a)]. (10.24)

und beweisen (10.20) fiir die Falle £ € M’ und £ ¢ M.

Sei & ¢ M’ -
Dieser Fall beinhaltet auch M’ = ().
Dann ist d*(¢)p(§) > 0, d.h. daf d*(¢) und p(§) gleiches Vorzeichen haben und wir

erhalten
max |d*(x) =dp(x) "= |d(©) = op(©)|
< max ([d"(§)|, [6p&)]), denn d*(§)p(£) >0

< d*(z)| .
< xrg@fg}l ()]

Sei £ € M":
Dann gilt die Abschétzung

141



(10.24)

max [d"(z) —dp(x)] < |d'(E)] + p(E)| < d + 6

z€[a,b]

wegen &€ M', (10.22), (10.21)

= d+ % (max \d* ()| — d)

z€la,b]

= 5 (o 1) + )

z€[a,b]

o
o
¥

N

[ =

< (max |d*(z)| + max |d*(x)|)
2 \z€la,b]

z€[a,b]

— d* () .
gg@fg}l ()]

In beiden Féllen wurde also eine bessere Naherung gefunden.
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§ 11 Iterative Losung linearer und nichtlinearer Gleichungen

Der Fixpunktsatz

Iterative Verfahren zur Losung von Problemen sind immer dann angesagt, wenn eine ana-
lytische Losung nicht moglich ist (vgl. Beispiel 1 aus § 8) oder wenn sie zu lange dauert
oder numerisch zu anfillig ist (vgl. GEV). Kepler beschéftigte sich schon im 15. Jahr-
hundert im Rahmen seiner astronomischen Untersuchungen mit der nach ihm benannten
Gleichung

r = a+bsinz, a,b € IR gegeben,; Kepler Gleichung (11.1)

Er entwickelte zu ihrer Losung das Verfahren der sukzessiven Approrimation, mit dem
wir uns in Satz 11.1 beschéftigen werden. Gleichung (11.1) beschreibt ein

Fixpunktproblem: Sei D C IR" und g : D — IR". Bestimme einen Fixpunkt x* von g:

r = gz'). (11.2)

Dieses Problem ist dquivalent zu einem

Nullstellenproblem:
Sei D CIR" und f : D — IR". Bestimme eine Nullstelle * von f:

f(x*) = 0. (11.3)
Beweis:

Fir f(x) :=x —g(x) geht (11.2) in (11.3) iiber. Fiir ein k € IR, k # 0, oder noch
allgemeiner: k € IR"*", det k # 0 und g(x) :=x — k f(x) geht (11.3) in (11.2) iber.
(Eine geeignete Wahl von k& kann helfen die Eigenschaften eines Losungsverfahrens zu
beeinflussen.)

Kepler hat seine Fixpunktgleichung (11.1) gelost durch das

Verfahren der sukzessiven Approximation.

Fiir einen Ausgangspunkt z € D wird eine Folge {x“} C R", v € IN, bestimmt
gemaf
x = g(x").

Unter geeigneten Voraussetzungen konvergiert diese Folge gegen einen Fixpunkt. Fiir
g € C(IR) hat man die geometrische Deutung:

y =X y
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An Hand der folgenden Zeichnungen verdeutliche man sich, welchen Voraussetzungen ein
g € C(IR) geniigen muf}, damit die Folge {z"} gegen einen Fixpunkt z* = g(x*)
konvergiert.

=g(x)

y=g(x

Abb. 3 Abb. 4

Abb. 5 Abb. 6

Folgende Voraussetzungen sind unmittelbar zu ersehen:

g muf einen Bereich D (welchen?) in sich abbilden: ¢(D) C D,
sonst kann die Folge gar nicht berechnet werden.

Weiter erkennt man aus den Abbildungen:
Abb. 3 = ¢ muB stetig sein in D, sonst existiert vielleicht gar kein Fixpunkt.
Abb. 1,2,4,5 = Der Betrag der Steigung von ¢ muf kleiner sein als 1 (= Steigung

von y = x), sonst divergiert das Verfahren. Ableitungsfrei formu-
liert bedeutet das: )%:Z(y)
stort: [g(z) — g(y)| < |z —yl.

Abb. 6 = Die vorige Voraussetzung mufl verschérft werden zu |g(x)—g(y)| <
Llz —y| firein L:0< L <1, sonst existiert kein Fixpunkt.

< 1 bzw., damit ,Nenner = 0“ nicht

Abb. 1, 2 = Das Verfahren liefert nicht nur monotone Folgen. Da der Fixpunkt
a priori nicht bekannt ist, kommt als einziges Konvergenzkriterium
das Cauchy—Kriterium in Frage (Vollstdndigkeit des Raumes).
Damit eine Cauchyfolge in einer Menge D einen Grenzwert hat,
mufl diese abgeschlossen sein.

Damit haben wir alle Voraussetzungen zusammen, unter denen Banach fiir den allgemei-
neren Fall eines normierten Raumes den folgenden Fixpunktsatz bewiesen hat.
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Satz 11.1 Fixpunktsatz von Banach

Sei (X, || ||) ein Banachraum (d.h. linear, normiert, vollstiandig). D C X sei eine ab-
geschlossene Teilmenge und ¢g: D — X eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

a) g(D)C D (Selbstabbildung)
b) g ist Lipschitz—stetig in D d.h.

IL>0: [lg(x) =g < Lllz =yl Yo,y D und

(11.4)
L <1 (Kontraktion) .

Dann gilt
1) Fiir jeden Startwert z° € D ist die sukzessive Iteration

"t = g(a™), n € N

durchfiihrbar.
2) Die Folge {z™} konvergiert gegen ein z* € D.
3) g(x*) = a* (Fizpunkteigenschaft).
4) Es gibt nur einen Fixpunkt in D (Eindeutigkeit).
)

5) Es gilt die Fehlerabschétzung

L
|z™ — 27| (a posteriori—Abschdtzung)

L_n 1 0 o .. (11.5)
T 7 |lz* — 2| (a priori-Abschdtzung) .

Ja* —am| <
1

<

Beweis:

1) Die Durchfithrbarkeit des Verfahrens folgt aus der Selbstabbildungseigenschaft.

2) Da g kontrahierend ist, gilt fiir beliebiges i:

[ =2 = lg(a) — g(a*)]
< Lz’ =2
< Lot =22 (11.6)
<
< Llat a0
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Fiir beliebiges j > ¢ ist dann

|29 — 2t = |Jod —ad P4 ad T T T = 2
Skl k
=i

IN

e T k
5 a2

(11.6)

j—1
ST LRt — 2| (11.7)
k=i
. =1 A
= Ll - S 1
k=i

oo
< Lillat = 2% 32 LF  (Grenzwert der
k=0

Li

<
- 1-L

|z! — 22 geometrischen Reihe) .

Also ist {z'} eine Cauchy-Folge in D. Da X vollstindig ist, konvergiert sie
gegen ein x* € D, denn D ist abgeschlossen.

3) Wir schreiben (11.7) in der Form

Lz‘

lo@ ™ —o < = et -2

g ist stetig (Voraussetzung b)), die Norm ebenfalls, wir kénnen also den Grenz-
iitbergang 7,7 — oo ausfithren und erhalten

glx*) — " = 0 (Fixpunkteigenschaft) .
4) Angenommen, es gibe einen zweiten Fixpunkt T € D, dann wére
(11.4)

[z =2l = llg(@) =gl < [lz—2"  Widerspruch!

5) LaBt man in (11.7) j — oo gehen, so folgt (Stetigkeit der Norm)

) L
o o] < Tl —af]
Betrachtet man die Niherung z"! als Ausgangsniherung (setze z"' = 29), so
folgt hieraus
* L -1 :
|l —2"|| < 1-7 |" — 2" || und mit (11.6) (11.8)
LTL
< 177 |zt — 22 (11.9)
|

146



Bemerkung:

Zur Fehlerabschitzung benutzt man lieber (11.8) als (11.9), da man sonst zu viel , ver-
schenkt®.

Frage:

Wie konnen die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes in der Anwendung erfiillt werden?

Die beiden Voraussetzungen a), b) konnen nicht getrennt voneinander untersucht werden,
da die Kontraktionseigenschaft von ¢ natiirlich von den Eigenschaften von ¢g in D
abhéngt. Insbesondere zeigen die Abbildungen 4 und 5: Ist die Kontraktionseigenschaft
nicht gegeben, so wird auch eine Umgebung des Fixpunktes z* nicht in sich selbst
abgebildet. Wir priifen also zuerst die Kontraktionsbedingung. Eine hinreichende Bedin-
gung fiir differenzierbare, reellwertige Funktionen einer reellen Variablen ist unmittelbar

einsichtig.

Sei g € CY(I), I CIR ein Intervall, fiirein L: 0< L <1 gelte
J(z)] < L <1 Vzxzel.

Dann ist ¢ auf I kontraktiv.

Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Mittelwertsatz fiir ein f el

l9(z) —gW)| = 19|z —yl < max |g'(¢)| v —y| Voyel.

Eine analoge Kontraktionsbedingung kann man — ebenfalls mit Hilfe des Mittelwert—
satzes — fiir vektorwertige Funktionen aufstellen.

Sei g = (g1,...,9,)T € CY(D), D C R" konvex, kompakt, dann gilt mit der Jacobi-

Matrix ¢'(x) = <agi—g) (fiir passende Vektor— und Matrixnormen)
i Jij=l,m
lg(@) = g(y)ll = max ||g'(= +tly —x))| |z —y| Vo yeD
< max [|g"(§)] [z -yl ;
&ep

zum Beweis vgl. Forster II, Satz 5 und Corollar.

Weiter ist zu priifen, wie man ein D C X findet, das durch die Funktion ¢ in sich abge-
bildet wird und in dem die Kontraktionsbedingung erfiillt ist. Unter den Voraussetzungen
gilt (vgl. (11.7)):

. L
a7 =2t < ﬁ”xl—xoﬂ Vi =1,

d.h. alle Iterierten liegen in der Kugel K = {z € X; |z —2'|| < & [|z' — 2°||}. Des-
halb liegt die Vermutung nahe, dafi diese Kugel in sich selbst abgebildet wird, wenn die
Kontraktionseigenschaft in dieser Kugel erfiillt ist.
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In der Tat gilt

Korollar 11.2
Sei (X,|| ||) ein Banachraum, g: D, — X mit D, C X. Fiir 2° z' = g(z°) € D,
und ein L € (0,1) liege die Kugel K in D,

L
K = {:pEX; |z — 2t < 1-7 ||:L‘1—:L‘O||} C D, (Kugelbedingung).

g sei auf K kontraktiv mit der Kontraktionskonstanten L.
Dann gilt
g(K) < K,

und die Aussagen des Fixpunktsatzes gelten fiir D = K.

Beweis:
Fir x € K gilt

lg(z) == < lg(z) = g(a)]| + llg(z") —g(a®)|| (wegen z' = g(z°))
< Lz —2'| + Ljz' — 2
< Lt e =2 + L2’ —a|
- 1—L
L
= et -
|
Bemerkungen

1) Ein Vorteil der sukzessiven Approximation ist, dafi sie ableitungsfrei arbeitet.

2) Ublicherweise wird es schwierig sein, im voraus die Kugel K (vgl. Korollar 11.2)
zu bestimmen. Sinnvoll ist deshalb folgende

Vorgehensweise: Man besorge sich (wie?) eine Anfangsniherung 2%, fiihre das
Iterationsverfahren durch und wenn es aussieht, als konvergiere die
Folge, benutze man die letzten errechneten Niherungen als ! und
2% und versuche damit, die Voraussetzungen des Korollars 11.2 zu

erfiillen.

Wir demonstrieren dies an einem

Beispiel:
Die Eintauchtiefe h eines schwimmenden Baumstammes (Dichte = p, Radius = r)
berechnet sich aus der Formel

h = T(l—COSg>,
2
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wobei « Losung der folgenden Fixpunktgleichung ist
a = sina + 2rp = g(a).
Esist p=0.66 fiir Buchenholz. Wahlt man oy = 0 als Anfangswert fiir die Iteration
apy1 = sin oy + 2mp, ag = 0,

so ist a; = 4.1469. Wir versuchen fiir oy und «; die Kugelbedingung zu erfiillen.

Es ist 1 < oy < 37/2. Dort ist ¢'(z) = cos(x), also g monoton wachsend. Deshalb ist
in jeder Kugel um «y die Lipschitzkonstante L > |¢'(cq)| = |cos o] > 0.53, also
L= > 112, also £ |a; —ap] > 4.6. In |a — a1 < 4.6 kann keine Kontraktion
gelten, da 7 in dieser Kugel liegt und |¢'(7)| = 1. Fiir ay,a¢ kann man also die
Voraussetzungen von Korollar 11.2 nicht erfiillen.

Wir iterieren trotzdem und erhalten

k|l o] 1 | 5 | 20 | 5 | 60
oy [ 0.00 | 4.1469 | 3.8924 | 3.6282 | 3.65553 | 3.65529

Die Folge scheint, wenn auch sehr langsam, zu konvergieren.

Wir versuchen, die Voraussetzungen von Korollar 11.2 zu erfiillen, indem wir setzen:
g — Qg — 3.65553 r1 — Qgop — 3.65529 .

Nun gilt in [ = [3.5, 3.8] : L = max|g'(z)| = |¢'(3.5)] = 0.94 und damit Lo — x| =

0.00376 und tatséchlich liegt K = {z; |x — x;| < 0.00376} in I, d.h.in K ist g
kontraktiv.

Die Voraussetzungen des Korollars sind erfiillt, also auch die des Fixpunktsatzes. Es exi-
stiert also eine Losung o* € {a € R; |a — ago| < 0.00376} und die Fehlerabschitzung
liefert

L
1-L

|Oé>‘< — 0[60| S |0460 - Oé59| = 0.00376.

Gelegentlich kann man die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes (ohne Benutzung der Ku-
gelbedingung) auch mit Hilfe von Monotoniebetrachtungen erfiillen, wie folgt:

Im abgeschlossenen Intervall I = [3.5, 3.8] ist g kontraktiv (vgl. oben) und ¢’ < 0. Also
fallt ¢ monoton in I. Aus ¢(3.5) = 3.796, ¢(3.8) = 3.53 folgt, daB ¢g(/) C I und die
Voraussetzungen des Fixpunktsatzes sind erfiillt

Das Beispiel zeigt als typische Eigenschaft der Fixpunktiteration: Das Verfahren konver-
giert unter Umstédnden sehr langsam. Man wird also nach schnelleren Verfahren suchen
(vgl. Abschnitt nichtlineare Gleichungen).

Als eine wichtige Anwendung des Verfahrens untersuchen wir aber die
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Iterative Losung von Linearen Gleichungssystemen

Wir haben gesehen, daf die direkte Losung linearer Gleichungssysteme mit dem GEV
(vgl. § 5) unter Umsténden sehr rundungsfehleranfillig sein kann. Zudem steigt der Re-
chenaufwand fiir die Losung eines n x n—Systems beim Verfahren mit n? (Zahl der
Multiplikationen). Dies ist besonders gravierend, wenn grofle lineare Gleichungssysteme
zu 16sen sind, wie sie bei der diskreten Losung partieller Differentialgleichungen auftreten.
Dies legt den Gedanken nahe, n ach iterativen Verfahren zu suchen, die in jedem Itera-
tionsschritt eine Ndherung — also einen ohnehin fehlerbehafteten Wert — verbessern.
Es ist zu erwarten, dafl solche Verfahren die Rundungsfehler abbauen. Solche Verfahren
konnten an Stelle des GEV eingesetzt werden (vor allem wenn sie wenig Aufwand pro
Iterationsschritt verlangen), sie konnten aber auch zur Verbesserung einer ,,ungenauen
GEV-Losung® benutzt werden.

Es ist in der Tat moglich, solche Verfahren zu konstruieren und ihre Konvergenz, unter
gewissen Voraussetzungen, zu beweisen. Dazu wollen wir nun das Gleichungssystem

Axz = b, A € R™" regulir, (11.10)

in eine Fixpunktaufgabe umformen, und zwar so, daf die Iteration moglichst einfach wird.
Dazu zerlegen wir A additiv

A = L+ D+ R
mit
0 c. 0 0 a1z ... Ann
921 0
L = 5 R = )
Ap—1n
Gn1 Qpn—1 0 0o ... ... 0
a1 0 0
. 0 -
D = diag(A) =
. 0
0 0 ann

Wir setzen voraus, dafl A reguléar ist. Dann kénnen wir voraussetzen, dal a; # 0, i =
1,...,n, d.h. D ist invertierbar. Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, so kann man sie
durch geeignete Zeilen— oder Spaltenvertauschungen immer erreichen, wenn A regulér
ist (d.h. det A # 0). Dies folgt aus der Determinantendarstellungsformel (Fischer,
Satz 4.2.3)

det A = Z Sign(o) Gip1) « -+ Gpo(n) 5
€Sy
d.h. es gibt mindestens ein Produkt ai,(1)- ... " @Gno@m) 7# 0. Durch Spaltenvertauschungen
kann man erreichen, dal ais(1), ..., Gnom) zu den Diagonalelementen werden. (Natiirlich

muf bei Zeilenvertauschungen die rechte Seite von (11.10) mitvertauscht werden.) Wir
schreiben (11.10) in der Form

Ax = Lx + Dx + Rx = b,
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und, da eine Diagonalmatrix einfach zu invertieren ist (fir D = diag(a;;) ist D' =

diag (%) ), wéhlen wir die folgende Form

Dx = —(L+R)x + b, bzw.

x = -DYL+R)xz+ D'b = Ggx). (11.11)

Damit erhalten wir die Iterationsvorschrift

¢! = —D(L+R)z*+ D 'b = Gg(x")
(11.12)
Gesamtschrittverfahren von Jacobi

—~D YL + R) heifit Iterationsmatriz des Gesamtschrittverfahrens.

Bei der praktischen Durchfiihrung wird man zu Beginn das System Ax = b so normieren,
daf die Diagonalelemente von A zu 1 werden. Dies entspricht der Multiplikation mit D~!
in (11.12). Zur Verdeutlichung schreiben wir das Rechenschema nochmals vollsténdig auf.

Gesamtschrittverfahren (Jacobi—Verfahren)

1. Durch Zeilen— oder Spaltenvertauschungen sichere man, daf3
aii#O, 1= 1,...,71.

2. Man normiere die Diagonalelemente in Ax =b zu 1, d.h.

A= (@), ay = -9,
Qg
(11.13) )
b = —, i,j=1,....n
Qg

3. Fiir ein Anfangselement x° € IR™ iteriere man gemifl

k+1 _ ~ k| = k ~ k 7
Xy = — (a/LQ Ty + a1,3 .1'3 4+ ...+ al,n l’n) + bl
k+1 _ ~ k ~ k ~ k 7
x5 = —(agq o} + Qg3 x4 +..ota,at) 4 by
k+1 ~ ~ ~ 5
w5t =—(agaaf  +agg b +asn k) 403
(11.14) ,
.%']:LJ:% = _(&nfl,l .I'If 4+ ... + dnfl,n .%'I:L) + bn,1
okl = —(@nn A S + Qpn—1 k) +0b,

Bemerkung: Unter Matlab liuft @+ = —(L + R)a* + b sehr schnell.

Hat man aus der 1. Gleichung die GréBe 23" berechnet, so wird im Falle der Konvergenz
des Verfahrens der Wert 2¥*! brauchbarer sein als der Wert x¥. Man konnte also in der
2. Gleichung statt 2% gleich den neuen Wert z¥*! einsetzen und in die 3. Gleichung die
aus den ersten beiden Gleichungen ermittelten Werte 5™ und 25™ usw. Man erhilt

so aus (11.14) das
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Einzelschrittverfahren (Gauf3—Seidel-Verfahren)

:Elf+1 _ — (@12 IES + a3 $l§ T tan, $Z) +h

a5t = — (@91 it + dg 3§ +otipay)  + b

ot = —(ag, 25Tt 4 Az b Faanrn) by (11.15)
ot = (At +n1n0) + b

ah = (@ " 4 + A1 p 1Y) + b

Die Begriindung fiir die Bezeichnungen Gesamtschritt—und Einzelschrittverfahren ergeben
sich direkt aus den Iterationsvorschriften (11.14) und (11.15).

Fiir theoretische Zwecke kann man (11.15) in Matrixform schreiben. Mit

A:(%>, i-D'L.L R-D'R,

) i (11.16)
b=D'b, I = Identitit,
erhalten wir aus (11.15)
(I+L)zt" = —Ra*+b
g+l = —(I+L)'Rx‘+(I+L)'b (11.17)

— - (D+L)'Ra*+(D+L)"'b = Gp(z").

Iteriert wird jedoch nach (11.15) ! Man vermeidet dadurch die Berechnung von Inversen.
—(D+ L)' R heift Iterationsmatriz des Einzelschrittverfahrens.

Bemerkung: Zu weiteren Iterationsverfahren vgl. die Stichworte Richardson-Iteration,
Iteration mit Pridkonditionierern, insbesondere SOR-Verfahren, und mit einem anderen
Zugang das Verfahren der konjugierten Gradienten.

Um Konvergenzaussagen fiir die obigen Verfahren zu erhalten, priifen wir die Vorausset-
zungen des Fixpunktsatzes 11.1.

G¢ und Gpg (vgl (11.12) und (11.17)) sind Abbildungen des IR" in sich. Fiir die Kon-
traktionseigenschaft (mit einander zugeordneten oder zumindest zueinander passenden
Matrix— und Vektornormen) priifen wir

|Gal@) ~ Golw)l = D (L+R)@-y) s,
< DML+ R)| |z -yl Va.y € R",
und entsprechend
|Ge(x) — Ge(y)| < [(D+L)"R||z—yl

I TLD) Rz —y| Yoy e R (11-19)
|(T+E) Rl o -yl Yoy e R

Man beachte, dafl die Lipschitzkonstanten fiir die Matrixfunktionen G und Gg
unabhdngig von x,y sind, im Falle der Kontraktion also fiir den ganzen IR" gelten.
Man kann in Satz 11.1 also X = D =1R" wéhlen.
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Kontraktion, und damit auch Konvergenz fiir beliebige Anfangsvektoren x° € IR™, sind
gesichert, wenn man eine Matrixnorm (die zu einer Vektornorm pafit) findet, derart dafl
fiir die Iterationsmatrizen gilt

|ID'(L+ R)|| < 1 (Gesamtschrittverfahren), (11.20)

I(D+L)"'R|| = |I+L)'R|| <1 (Einzelschrittverfahren). (11.21)

Dies ist besonders einfach nachzupriifen fiir das Gesamtschrittverfahren. Man braucht
nur die Matrixnormen aus den Normpaaren der Sitze 8.17 a), ¢) und 8.18 a) in (11.10)
eintragen und erhélt dann zusammenfassend

Satz 11.3

Die Matrix A € IR™" erfiille (ggf. nach Zeilen— oder Spaltenvertauschungen) eines

der Kriterien
Zeilensummenkriterium

~ |aj 11.22
|ID"YL + R)||ls = max Z |‘Zj‘| <1, ( )
B
Spaltensummenkriterium
DML+ B = max YAl o (11.23)
j=Len £ ay;]
i

IDHE+R)r = D> <||ZJ||) -1 (11.24)

*

Dann hat die Gleichung A x = b eine eindeutige Losung «*, gegen welche das Ge-
samtschrittverfahren bei belicbiger Anfangsniherung z° € IR" konvergiert (glo-
bale Konvergenz). Es gilt die Fehlerabschitzung (11.5) fiir die Vektornorm, zu der
eine passende Matrixnorm eines der obigen Kriterien erfiillt.

Fiir das Einzelschrittverfahren zeigen wir nur

Satz 11.4

Erfiillt die Matrix A € IR™" (ggf. nach Zeilen— oder Spaltenvertauschungen) das
Zeilensummenkriterium (11.22), so konvergiert das Einzelschrittverfahren bei belie-
biger Anfangsnidherung gegen die eindeutige Losung x* von Ax = b, und fiir die
Maximumsnorm gilt die Fehlerabschétzung (11.5).

Beweis:
Wir zeigen (vgl. (11.22), (11.19), (11.16)):

IDML+R)|w = IL+Rlw <1 = [I+L) "Rl < 1.
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Wir bezeichnen die Iterationsmatrix mit

M = I+L)™'R

= R = (I+L)M = M+LM

Fiir eine Matrix F = (f;;) bezeichne |F| die Matrix mit den Elementen |f;,|. Dann
gilt L N _
Ml = |[R=LMlo < [[[R]+|L M|

n n
= max E |745] + E lig, My
K
=1 k=1
)

n n 5 n
S DIAED SIAD
! j=1 k=1 j=1
——
\ <M )

< |IRI+IZHIM) |
< max (1, [M]l) - || 1R + |2 |-

Auf Grund der Dreiecksgestalt von L uwnd R gilt fiir jedes Indexpaar 7, stets: @ij =0
oder 7; =0 und falls i =j sogar f; = 7; = 0. Deshalb folgt |R|+|L| = |L + R
und damit L
Moo < max (1, [Mll«) - ||R+Llls
—_——

< 1 nach Voraussetzung

also
M|l < max (1,[|M|ls) unddamit [[M]|. < 1.

Hinweise:

1. Die Konvergenzkriterien der beiden vorhergehenden Sétze sind hinreichend, nicht
notwendig. Fiir das Einzelschrittverfahren gibt es schérfere, auch hinreichende, Kon-
vergenzkriterien (Sassenfeld-Kriterium). Es gibt auch noch andere Iterationsverfah-
ren zur Losung linearer Gleichungssysteme (SOR—Verfahren, Verfahren der konju-
gierten Gradienten u.a.).

2. Es kann vorkommen, daf§ das Einzelschrittverfahren konvergiert und das Gesamt-
schrittverfahren nicht und umgekehrt.
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3. Im allgemeinen jedoch konvergiert das Einzelschrittverfahren ,, 6fter” und ,,schneller
als das Gesamtschrittverfahren (vgl. z.B. Schaback/Werner: Numerische Mathema-
tik, Springer—Lehrbuch).

Wir belegen letzteres durch ein

Beispiel:

Losung von Ax =b mit

0.7 =02 -0.1 20
A= -01 06 —02]|, b=/|40
-0.1 -0.1 09 0
mit dem Gesamtschrittverfahren (GSV) und dem Einzelschrittverfahren (ESV). Die Néhe-
rungswerte «* sowie die Fehler ¢ = [|a*—x*~!||, entnehmen wir der folgenden Tabelle.
=01 2 4 8 Losung
% | 028571 | 47.619 | 52.784 | 53.712 || 53.731
GSV || 2% | 0]66.667 | 71.429 | 79.491 | 80.578 || 80.597
8 1010 10.582 | 14.291 | 14.914 || 14.925

o 67 19 2.3 0.03 —
28.571 | 50.567 | 53.637 | 53.732 || 53.731
ESV || 25 | 0] 71.429 | 78.798 | 80.549 | 80.597 || 80.597
ok | 0| 11.111 | 14.374 | 14.910 | 14.925 || 14.925
ek 71 22 0.5 0.0004 || —

8
—
(e

Bisher haben wir , Konvergenzgeschwindigkeit® mehr intuitiv verstanden. Wir wollen sie
nun durch eine Definition auf eine feste Grundlage stellen.

Definition 11.5

Sei (X,|| ||) ein normierter Raum und {x*} C X eine gegen z* € X konvergente
Folge.

Die Folge {z*} hat mindestens die Konvergenzordnung p, wenn es eine Konstante
C > 0 und ein ky € IN gibt, so dafl

||acl‘CJrl -z < C’||xk —x*||P Vk >k,

wobei C' <1, falls p=1.
Ein Verfahren hat die Konvergenzordnung p (in einem Gebiet D), falls alle von ihm
gelieferten Folgen (mit Anfangselement 2° € D) die Konvergenzordnung p besitzen.
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Bemerkung:

C und p bestimmen die Konvergenzgeschwindigkeit der Folge: Je kleiner C' und je
grofer p desto schneller konvergiert {z*}. Dabei bestimmt die Ordnung p das Verhalten
in wesentlich stiarkerem Mafle als die Konstante C'. Letztere ist wichtig beim Vergleich
linear konvergenter Verfahren.

Man spricht von  linearer Konvergenz, wenn p=1,
superlinearer Konvergenz, wenn p>1,
quadratischer Konvergenz, wenn p=2.

Man erkennt aus der Kontraktionsbedingung sofort, dafy das Fixpunktverfahren zumindest
linear konvergiert, denn

o = 2| = lg(e*) = g@)l| < Llla* =)l mit 0 < L <1,

Die Aussage: ,Das Einzelschrittverfahren konvergiert schneller als das Gesamtschrittver-
fahren“ kann man nun dadurch beschreiben, dafl die Konstante C aus Definition 11.5
fiir das Einzelschrittverfahren kleiner ausfillt als fiir das Gesamtschrittverfahren.

Unbefriedigend an den Konvergenzsétzen 11.3 und 11.4 ist, dafl die Konvergenzbedingung
von der geschickten Wahl einer Norm abhéngt (und davon gibt es reichlich viele, vgl. Satz
8.19). Wir beheben diese Manko durch

Satz 11.6

a) Fiir jede einer Vektornorm (iiber C") zugeordneten Matrixnorm gilt

|A|| >r(A) VA e R"”" r(A) =max{|\] : A\ = Eigenwert von A}.

b) Ve >0 A VA € R"" 3 eine Vektornorm | - |y und eine zugeordnete
Matrixnorm || - [[a; mit [|Alxn < 7(A) +e.
Beweis a)

Sei Ax=\z, x#0 = [[Azx|y = |\ ||y

=18 = e (o)

< sup [|[Ayllv = ||Alla-

v 1Yllv=1

Beweis b)

In Satz 8.19 wurde insbesondere gezeigt: Sei || [|o die Maximumnorm, || || die
zugeordnete Matrixnorm, H € IR™" eine nichtsingulire Matrix, so ist

|lz|lr = ||H ||~ eine Vektornorm und

|A|lr = ||[HAH |, die zugeordnete Matrixnorm .
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Beweisidee b):  Wir benutzen diese Aussage, indem wir H = D -T fiir geeignete
nichtsinguldre Matrizen DT wiéhlen.

T beschreibe die Ahnlichkeitstransformation, welche A auf Jordan-Normalform bringt:

/\1 t1’2 0

A; die Eigenwerte von A,

L _1 o "- ..u
JA = TAT = X ’ ti,i+1 = 0 oder 1.

tn—l,n

0 An

Wir transformieren (&hnlich) J, mit einer Diagonalmatrix

&1 0
D = , & > 0 (geeignet).
0 €n
=
DJ,: 1—te Zeile von J,4 wird mit ; multipliziert .

(DJ,)D':  k-teSpalte von (D J,) wird mit i multipliziert .

Mit der Bezeichung

dii = )‘ia
(dij) = (DJa D) gilt diir1 = tiit Eiﬁ
d;j = 0 sonst.

Wiéhle ¢;,, i=1,...,n, so,da} = =¢e Vi=1,...,n—1, dann folgt
IDT AT Do = [DJ 4 D = max (\i+ti11e]) < max (N +2) = r(A)+=.

Hinweise und Bemerkungen

1) Die Kontraktionseigenschaft ist normabhdngig.

Da im IR" (und somit auch im IR"™*") alle Normen #quivalent sind (Satz 8.5),
sind die Lipschitzstetigkeit und die Konvergenz im IR" wunabhdingig von der Norm.

2) Ist also der betragsmaximale Eigenwert der Iterationsmatrix M des Einzelschritt—
bzw. Gesamtschrittverfahrens betragsméflig < 1, so gibt es Vektornormen und
zugeordnete Matrixnormen, so dafl die Verfahren konvergieren. Da diese Normen im
allgemeinen aber unbekannt sind (die Transformation auf Jordan-Normalform ist
nicht konstruktiv), muff man auf die Fehlerabschitzung verzichten.

3) Im Paragraphen iiber Eigenwertaufgaben werden wir das (numerisch relativ ein-
fache) von Mises—Verfahren zur Bestimmung des betragsgrofiten Eigenwerts einer
Matrix kennenlernen, dessen Voraussetzungen in vielen Fillen erfiillt sind.
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4) ,r(M) < 1¢ fiir die Iterationsmatrix M eines Iterationsverfahrens
" = Mo+ b

zur Losung von A x = b ist auch eine notwendige Konvergenzbedingung.

Beweis:
Jede Losung x* von Ax = b geniigt laut Konstruktion der Verfahren der Gleichung
x* = M x* +b. Also gilt fiir den Fehlervektor des Iterationsverfahrens

"l gt = M(xh—2") = M* 2" —2") = ... = M2 —z*).

0

Im Falle der Konvergenz muB ! —z* —5 0 gelten. Wihlt man z° so, da z°— z*

Eigenvektor zu einem Eigenwert A von M ist, so folgt
bt —x* = M+ (g0 — %),

[l — (| = (A | — 2]

k+1

Der Fehlervektor konvergiert also nur dann immer gegen Null, wenn |\ < 1 ist fiir alle
Eigenwerte A von A. |

Iterative Losung nichtlinearer Gleichungen und Gleichungs—
systeme

Natiirlich kann man durch direkte Anwendung des Verfahrens der sukzessiven Iteration
auch nichtlineare Gleichungen und Gleichungssysteme behandeln (sofern die Kontrakti-
onsbedingung nachgewiesen werden kann, die in vielen Féllen nicht erfiillt ist). Auf Grund
der sehr langsamen Konvergenzgeschwindigkeit ist dies im allgemeinen nicht empfehlens-
wert. Als Standardverfahren empfiehlt sich hier

Das Newton—Verfahren (NV)

Das NV zur Bestimmung einer Nullstelle z* einer Funktion f € C'(IR) ist samt
seiner geometrischen Veranschaulichung schon aus § 2 bekannt. Wir wollen es nun so
verallgemeinern, daf} es zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme

fl®) =6, fl@) = (hi(@),. . fulx), zecR" (11.25)

verwendet werden kann. Die graphische Herleitung des NV ist fiir den Fall n > 1 nicht
mehr moglich, wohl aber die algebraische Herleitung, die fiir die Félle n =1 und n > 1
gleichermaflen gilt. Die Kernidee lautet: In jedem Iterationsschritt wird f(«) durch
eine lineare Approximation f(z) ersetzt. Die Nullstelle von f(z) wird bestimmt als
Néherung fiir die Nullstelle «* von f(x). (Linearisierung!)

Wir setzen f € C! voraus. Dann lautet die Taylorentwicklung von f in einem Startwert

2’ (bzw. die Def. der Ableitung f'(z?))

fl@) = @)+ @) @—a) toe—a’), Jim TEZTL o
f @)
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Hierbei ist

9 f1(=") 9 f1(=")
0y T ox,
(=) = : :
0 fn(x?) O fn(x?)
0, T ox,

die Jacobi-Matriz (Ableitung von f’) an der Stelle x° (vgl. Forster II, § 6, Satz 1).

Die Nullstelle &' von f(x) =0 betrachten wir als Ndherung fiir die Nullstelle * von
f(x). Sofern die Inverse f'(x°)~! existiert, ist f(x') =0 #quivalent mit

2 = & — f(a") f(@).

Dies inspiriert das Newton—Verfahren

" = 2 — () f(), k=0,1,... (11.26)
Zur Durchfithrung des Verfahrens berechnet man nicht etwa die Inverse f'(z*)™! in je-
dem Iterationsschritt (das ist zu aufwendig), sondern man berechnet die Newton—Korrektur

Ax =" — ¥ als Losung eines linearen Gleichungssystems. Iteriert wird gemis

fl@)ae = —f=), 2 = 2"+ Aw. (11.27)

Man kann das NV als Fixpunktverfahren mit der Iterationsfunktion

g(z) = =~ f'(x)”" f(=z)

(vgl. (11.26)) auffassen und durch Anwendung des Fixpunktsatzes 11.1 einen Existenz-,
Konvergenz— und Eindeutigkeitssatz beweisen. Wir begniigen uns hier mit einer lokalen
Konvergenz— und Eindeutigkeitsaussage, welche die qualitativen Eigenschaften des NV
deutlich macht und verzichten auf den Existenzbeweis. Kern der folgenden Aussage ist:
Hat die differenzierbare Funktion f(x) eine einfache Nullstelle * (d.h. det f'(z*) # 0),
so konvergiert das NV lokal, quadratisch (d.h. es gibt eine Umgebung U von x*, so daf}
fiir jedes Startelement x° € U das NV eine quadratisch gegen x* konvergente Folge
liefert).

Im Anschluf an den Fixpunktsatz haben wir gesehen, daf§ max lg’(€)]] <1 eine hinrei-
€

chende Bedingung fiir die Kontraktionseigenschaft der Iterationsfunktion ¢ war.

Bei der iterativen Losung linearer Gleichungssysteme hatte die Iterationsfunktion G(x)

die Gestalt
Gx) = Mx+b, M c R"™, beclR".

Laut Definition der Ableitung ist G'(x) = M und Satz 11.6 zeigte, dal (M) =
r(G'(z)) < 1 eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der Itera-
tion x**! = G(x¥) war. Es liegt daher nahe, die entsprechende Bedingung fiir das NV
zu untersuchen.
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Wir werden unter geeigneten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen zeigen, daf fiir die Ite-
rationsfunktion g(x) des NV in einer einfachen Nullstelle x* von f(x) = 0 sogar
g'(x*) = 0 gilt. Hieraus schlieBen wir direkt auf die quadratische Konvergenz des NV.
Wir fithren den Beweis gleich fiir eine beliebige Raumdimension n € IN.

Satz 11.7 Lokale Konvergenz des NV
Sei f=(f1,...,[n)T € C3(D), DCIR" offen, und z* € D eine einfache Nullstelle
von f (d.h. det f'(x*) #0, bzw. f'(x*) regulir).

Dann existiert eine Umgebung von x*
Kx*) = {xeR", |x—2"|| <r} C D,

so dasB fiir die Folge der Newton-Iterierten {z*} bei beliebigem Startwert z° € K(x*)
gilt
¥ e K(x*) YE>0  und lim ¥ = z*.

k—o0

Die Folge {x*} konvergiert quadratisch, und x* ist die einzige Nullstelle von f in
K(x").

Beweis:

Wegen f € C3(D) ist det f'(x) eine stetige Funktion in D. Deshalb folgt aus
det f'(x*) # 0, daB eine ganze, abgeschlossene Umgebung U; von x* existiert

U ={zeR" ||zt —x|w<ri} €D mit det f(x)#0 Vxel.

Deshalb ist die Iterationsfunktion des Newton—Verfahrens

glx) = = — f'(x)"! f(x) definiert Va € U; und g € C*(U,).

Wir zeigen zunéchst g¢'(z*) = 0.

Aus der Definition von g folgt

f(x)(g(x) — =) + f(x) = 0. (11.28)

Komponentenweise bedeutet dies:

0
Z g; gi@) —z) + fx) = 0, j=1,...n.

Differentiation nach xj (vgl. Forster II, § 6, Satz 3) liefert

Z@xlﬁxk +Z axl e Oik +7axk =0, j=1,...,n,
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bzw. in Matrixschreibweise mit dem Einheitsvektor e* (wir unterdriicken die Argumente)

* fi > fi % 9 hi %
0x10x,  Ox,0xyp ox; Oz, 0y,

: ' g(x)—z [+ f : o—ef [+
D fu P fu 0 fn 0 fa 9 gn
0x10x, ~~ Ox,0xy Ndxy 0w,/ \ 0wy

f'@)
Vollsténdige Differentiation von (11.28) nach « liefert also (fiir jedes k eine Spalte)
() (g(x) — =) + f(z)(g'(x) - I) + f'(x) = 0. (11.29)

Wegen f(z*) =0 und f'(z*) regulir, folgt aus (11.28)
g(xz*) = =,

und damit aus (11.29) f'(z*)g’(z*) = 0, und da homogene Gleichungssysteme mit
regulérer Koeffizientenmatrix nur trivial losbar sind

g(=) = 0.
Aus dieser Eigenschaft folgern wir nun direkt die quadratische Konvergenz des NV. Da

g € C*(U;), kann man fiir jede Komponente g; von g den Taylor’schen Satz anwenden
(vgl. Forster 11, § 7, Satz 2) (beachte: U; ist konvex)

6(@) = g(@") + @) (@ -2%) + 5 (@-2) g€ (@ - o)

(11.30)
mit Ej = :B*+tj(:c—m*), tj S [0,1]
Da g'(x*) =0, folgt aus (11.30)
1 .
l9;(@) = g;(@")| = S l(@—2)"gj(&) (x—a)|. (11.31)

Fiir eine Matrix A = (a;) gilt

NE

n
> T

i=1 k

T Ax| = ik T

S
I
N

n
lzi| Yo |ai| |2k
k=1

IA
NgE

)

IN

n
n @5 max > fail
k=1

= 1Al =3 -

Also folgt aus (11.31) fiir alle j

IN

|9;() — g;(x")] 5 nmax |17l Jlo — @ [
1 *
< gnmax max [gf(€)ll [lz— a7,
J [SIOA

denn U; ist kompakt.

161

of

8:ck

0 fn

8:ck




Also auch

1
lg(@) —g(@)ll.s < 5nmax o 197 ()]l [l —z*|%,
N - . (11.32)

= el a2,
Wiihlt man eine Ausgangsniherung x° € U; mit
cllg’ —x*|e = p<1 (11.33)

also
2’ € K(z*) = {:13 ERY; ||z —x"[|oc < r := min (8,7’1) } )
c
so folgt mit (11.33) und z' = g(x)
(11.33)

! — 2"l < clle’ = [l 2° — 2" =" plle’ -2l < fl2° = 2|

oo S c Hml - a"*Hoo Hml - a"*Hoo

< oo’ —aa Jo'—afe < pPlad -2

-~ -~

=r < Pl oo

also induktiv
2" — 2"l < plll2° — 270 -

Wegen p < 1 folgt hieraus {x*} C K(z*) und lim x¥ = z*, und schlieflich liefert

k—oo
(11.32)

k+1

I — 2| < cllz® -2

also die quadratische Konvergenzgeschwindigkeit.

Findeutigkeit: Wire @ = g(x) € K(x*) eine weitere Nullstelle von f, so wiirde aus
(11.32) folgen
[ — 2o < cllE — 2o 1T — 2"l
———
<1

also ein Widerspruch. |

Bemerkungen und Hinweise

1) Die Konvergenzaussage erfordert im Gegensatz zum Fixpunktverfahren zwar Dif-
ferenzierbarkeitseigenschaften aber keine Kontraktionsbedingungen. Beispiele, die
den Abbildungen 4, 5 zu Beginn des Paragraphen entsprechen, werden mit erfaflt.

2) f € C3(D) ist eine Bequemlichkeitsvoraussetzung. Es geniigt f € C'(D) und
f'(x) Lipschitzstetig in D (vgl. Deuflhard/Hohmann: Numerische Mathematik,
de Gruyter 1991). Der Beweis erfordert dann mehr Aufwand. Man kann sogar auf

,f'(x*) reguldr® verzichten, erhiilt dann aber keine quadratische Konvergenz mehr
(J. Werner: Numerische Mathematik I, Vieweg 1992).
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3) In der praktischen Rechnung geniigt es im allgemeinen, an Stelle der Jacobi-Matrix
eine Ndherung zu verwenden (z.B. Ersetzen der Ableitungen durch Differenzenquo-
tienten).

4) Erfahrungsgemif ist der Konvergenzbereich (= Menge der Startwerte, fiir die das
NV konvergiert) 1. sehr klein und 2. im allgemeinen unbekannt. Man wird also
das Verfahren mit einer Anfangsndherung ,auf Verdacht“ starten und mufl dann
wéahrend der Durchfithrung des Verfahrens priifen, ob Konvergenz vorliegt oder
nicht. Es gibt Tests (z.B. natiirlicher Monotonietest, vgl. Deuflhard/Hohmann), die
im Laufe der Rechnung angeben, wann das Verfahren abzubrechen und mit einem
— hoffentlich besseren — Startwert neu zu beginnnen ist.

Gelegentlich kann der Konvergenzbereich erweitert werden durch Verwendung eines
gedampften NV (vgl. Deuflhard/Hohmann).

5) Im Beweis des Konvergenzsatzes wurde gezeigt, dal g'(x*) = 0. Da g’ stetig war,
folgt hieraus die Existenz einer Kugelumgebung von a*

K = {x e R" |z —a*|| <7} mit rélagc g (&) <L<1.
€K

L ist dann eine Kontraktionskonstante fir g in K (vgl. Forster 11, § 6, Satz 5 +
Corollar).

Wenn das NV konvergiert, also

k

Hmk—f—l —

lz¥ — 2| 5 0 und 5 o,

kann man deshalb fiir hinreichend grofles £ im Anwendungsfall die Voraussetzungen

des Korollars 11.2 erfiillen und damit auch die Existenz der Nullstelle sichern (vgl.

dazu das Vorgehen im Beispiel nach Korollar 11.2) und eine Fehlerabschitzung

erhalten. Wegen der notwendigen Berechnung von max ||g’(€)|| ist das mit einigem
K

numerischen Aufwand verbunden.

Wir erwédhnen einige Varianten des Verfahrens.

Das vereinfachte Newton—Verfahren

benutzt immer die gleiche Koeffizientenmatrix (Steigung) f'(x?).
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Bei den Gleichungssystemen, die pro Iterationsschritt zu losen sind, édndert sich nur die
rechte Seite. Das Verfahren erfordert also weniger Aufwand. Es konvergiert ebenfalls lokal,
aber nur mit linearer Konvergenzgeschwindigkeit. Der Beweis kann durch Anwendung des
Fixpunktsatzes gefiihrt werden.

Das Sekantenverfahren

arbeitet ableitungsfrei und ist besonders effektiv im Falle einer reellen Funktion einer
reellen Variablen. Es entsteht aus dem NV, indem man die Ableitung f/(z*) durch den
Differenzenquotienten (f(z*) — f(z*71)) /(2% — 2F7") ersetat:

X‘k xk:_l X
Es konvergiert superlinear mit der Konvergenzgeschwindigkeit # ~ 1.62. Die wesentli-
che Arbeit (Computerzeit) pro Iterationsschritt besteht im Auswerten von Funktionswer-
ten. Beim NV miissen pro Iterationsschritt f(z*) und f’(2*) berechnet werden, beim
Sekantenverfahren — abgesehen vom 1. Schritt — nur  f(2%), denn f(zF~1) ist vom
vorigen Iterationsschritt bekannt. Grob gesprochen benétigen also 2 Iterationsschritte Se-
kantenverfahren den gleichen Aufwand wie ein Schritt NV. Das Sekantenverfahren ist ein
sog. 2-stufiges Verfahren: Zur Berechnung von 2! bendgtigt es 2% und 2*~!. Es ist
also kein Fixpunktverfahren, benotigt also eine andere Beweistechnik.

Wir demonstrieren die Figenschaften der Verfahren, insbesondere ihre superlineare Kon-
vergenzgeschwindigkeit, indem wir zum Vergleich noch einmal das Beispiel aufgreifen, das
wir schon mit der sukzessiven Iteration behandelt hatten im Anschlufl an Korollar 11.2

a1 = sSinog + 27mp, p = 0.66
Newton—Verfahren Sekantenverfahren

o 4.1469 0.0
oy 3.597148347 4.1469
Qi 3.654994283 3.445403349
o3 3.655403058 3.671799769
y 3.65540308 3.655793574
Qa5 3.655440228
o 3.65540308
Zahl der
Iterationen 4 5
Funktionswert—
auswertungen 10 6

Zur Erinnerung: Das Fixpunktverfahren hat diese Genauigkeit nach 60 Iterationen noch

nicht erreicht.
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AbschlieSlend behandeln wir ein Beispiel zur Losung zweier nichtlinearer Gleichungen mit

dem NV.

Zu bestimmen sei ein Schnittpunkt zweier Funktionen

0

Gesucht ist also eine Nullstelle von

Es ist

Aus der Zeichnung lesen wir fiir die rechte Nullstelle als Startwert den Naherungswert

Ty = 2e77t,
Ty = 4—1%.
\
0.5 0 0.5 1 1 2
- Ty ¥l — 2 L
flx) = <x%+x2—4) = 0.
, Ty el ™
re = (50

(29, 29) = (1.9, 0.3) ab. Dann ist

Die Losung des Systems (11.27): f'(z°) Az =

fa?) =

f&") =

also &' = (1.926, 0.2913)7.

Nun werden Funktionswerte und Matrix f/(x') neu berechnet zur Durchfithrung des

(0.00577, —0.09)7

2.00577 6.68589
3.8 1

—f(x%) ist Az

= (0.026, —0.0087)7,

néchsten Schritts. Die Ergebnisse sind in folgender Tabelle zusammengefaf3t:

il 4 7 h@) | p@) e o
019 0.3 0.00577 —0.09 —
11]1.925961 0.291349 —0.000839 0.000674 | 0.02596
211.92573714 | 0.291536495 | —2.449 — 7 5.010 — 8 |0.000224
311.92573712 | 0.291536536 | —5.019 — 15 8010—16|4.1;0—8
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§ 12 Eigenwertaufgaben fiir Matrizen

Solche Eigenwertaufgaben sind uns schon in § 11 Satz 11.6 begegnet. Der betragsgrofite Ei-
genwert gewisser Matrizen lieferte hinreichende und notwendige Konvergenzbedingungen
fiir Tterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme. Ahnliche Anwendungen
tauchen auf bei Stabilitdts— und Konvergenzuntersuchungen bei der Diskretisierung von
partiellen Differentialgleichungen.

In den technischen, physikalischen Anwendungen kommen Eigenwertaufgaben fiir Matri-
zen oft als Sekundérprobleme vor. Zunéchst werden Schwingungsphdnomene durch Dif-
ferentialgleichungen beschrieben, die einen Proportionalitétsfaktor (Parameter) enthalten
(Eigenwertaufgaben fiir Differentialgleichungen). Es zeigt sich, daf diese Gleichungen nur
fiir gewisse Werte dieses Parameters (die sog. Eigenwerte) Losungen besitzen. Diese Losun-
gen beschreiben die sog. Eigenschwingungen eines Systems (z.B.: Eigenschwingungen von
Briicken, rotierenden Maschinenteilen) und deren Schwingungsformen. Ublicherweise sind
diese Differentialgleichungen jedoch nicht elementar auflosbar, obwohl sie eine Lésung be-
sitzten (— Theorie der gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen). In diesen
Fillen wird die Differentialgleichung diskretisiert, d.h. sie wird nur in einer endlichen An-
zahl von Punkten betrachtet, wobei die Ableitungen durch Differenzenquotienten ersetzt
werden. Man erhélt so ein Gleichungssystem (das linear ist, sofern die Differentialgleichung
linear war) in dem der o.g. Parameter natiirlich ebenfalls wieder auftaucht: eine Eigen-
wertaufgabe fiir Matrizen. Losungen dieser Eigenwertaufgabe liefern Naherungslésungen
fiir die urspriingliche Eigenwertaufgabe fiir die Differentialgleichung. Diskretisierungsver-
fahren sind ein wichtiges, eigensténdiges Kapitel in der Numerischen Mathematik, auf das
wir hier aus Zeitgriinden nur beispielhaft eingehen kénnen.

Eine beeindruckende Sammlung von Eigenwertaufgaben findet man in dem Buch von
L. Collatz: , Eigenwertaufgaben mit technischen Anwendungen*“, Akademische Verlagsge-
sellschaft.

Um die oben beschriebene Vorgehensweise zu erldutern, betrachten wir hier das (super— )
einfache Beispiel der Eigenschwingungen einer eingespannten Saite. Diese Aufgabe ist
sogar elementar 16sbar und erlaubt uns daher auch den Vergleich mit den Naherungslo-
sungen, die man aus der diskretisierten Eigenwertaufgabe erhélt.

Beispiel: Schwingende Saite

Die Schwingungen wu(z,t) einer fest eingespannten Saite der Lénge ¢, die nur in der
(x,u)-Ebene schwingt, geniigen der Differentialgleichung (vgl. Tychonoff-Samarski: Dif-
ferentialgleichungen der mathematischen Physik)

2 2
% _ Cﬁw (a = Materialkonstante) , (12.1)
x

mit den Randbedingungen

uw(0,t) = wu(l,t) = 0 (Saite fest eingespannt) (12.2)
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und den Anfangsbedingungen

u(z,0) = f(z) (Anfangsauslenkung) ,
(12.3)
w = v(x) (Anfangsgeschwindigkeit) .
u
_______________________________________________________ i d @)

Wir suchen nach Losungen in der Gestalt w(z,t) = y(z) 2(t) (Trennungsansatz). Wird
dieser Ansatz in die Differentialgleichung (12.1) eingesetzt, so erhélt man

" t "
ORI EOY (12.4)
a’ z(t) y(x)
Da die linke Seite nicht von x, die rechte nicht von ¢ abhéngt, ist jede Seite eine
konstante Grofle, die wir mit A bezeichnen:

2'(t)  Y'(@)
2 - N T
bzw.
') = a*Mz(t) (12.5)
y'(x) = y(x). (12.6)

Wir betrachten zuerst die raumliche Differentialgleichung (12.6). Sie hat mit beliebigen
Konstanten «, [ die allgemeinen, reellen Losungen

asiny—Ax + [ cosvV—Azx falls A < 0,
ylr) = a + fBx, falls A = 0, (12.7)
a sinh vz + 3 cosh vz, falls A > 0,

deren Konstanten «,( wir durch die Anpassung an die Randwerte (12.2) bestimmen
wollen. Es soll gelten

y0) = O = o (12.8)
Sowohl fiir den Fall A = 0 als auch fiir den Fall A > 0 folgt aus diesen Gleichungen

durch Einsetzen « = § = 0, also nur die triviale Losung. Es bleibt also nur der Fall
A < 0. Aus (12.8) folgt

asin0) + fcos0 = 0 = ([ =0 und hiermit
a siny—\/ =0 = Vv XM =knfirke

bzw. Ay = —E2 ke Z.
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Nur fir diese speziellen Werte (Figenwerte) ist also eine Lisung maéglich:

k
yp(x) = asin (%x), keZ, aclR

Mit diesen Ay integriert man die zeitliche Differentialgleichung (12.5)
') = Aa®z(t)

und erhélt analog zu (12.7) die moglichen Losungen

z(t) = ay sin (ak%t) + [0 cos (akT7T t) , kelZ, ap,Br € IR,

und damit als mogliche Losungen fiir (12.1) geméf Trennungsansatz

ug(z,t) = (bk cos (ak% t) + ay, sin (akT7T t) ) sin (k% x) , ap,bpeR, ke Z.

Man kann die Anfangswerte (12.3) erfiillen und damit die Konstanten ay, by, bestimmen
durch Uberlagerung (Superposition) der partikuldren Losungen wug(z,t) und Entwicklung
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von f bzw. v in eine Fourierreihe

u(z,0) = Z ug(x,0) = Z by, sin (k% x) = f(x)
k=1 k=1

du(z,0) 0 L w akm . (km 1

— = ; atuk(x,O) = 2 U — sm( 7 x) = o(x)

Setzt man f und v als ungerade Funktionen auf das Intervall [—¢,0] fort, so erhélt
man (vgl. § 10)

1N

‘ ‘
k k
/f ) sin dex, /’U ) sin dex.
0 0

Dieses Beispiel zeigt, dafl die Eigenwerte von wesentlicher Bedeutung fiir die Losung der
Aufgabe sind.

Was tut man aber, wenn die Differentialgleichungen (in diesem Beispiel (12.5), (12.6))
nicht 16sbar sind? Wie in der Einleitung schon angedeutet, wird diskretisiert.

Diskretisierung einer Differentialgleichung

Wir beschrianken uns hier beispielhaft auf die Diskretisierung der rdumlichen Differenti-
algleichung (vgl. (12.6))

y'(x) = Ay(z) (12.9)
mit den Randwerten (vgl. (12.8))
y0) = 0, y() = 0 (12.10)
Wir teilen das Intervall [0,¢] in n + 1 gleichlange Teilintervalle [z;, ;1]
14
O:flf()<f[71<...<l’n+1 :f, Tijiy1 — 5 = n——}—]_ =: h,
und betrachten die Differentialgleichung (12.9) nur in den Punkten x;:
y'(z;) = Aylxy), j=1,....n (12.11)

(Die Losung fiir j =0 und j=n+1 ist durch (12.10) schon bekannt.)

Wir wollen zur ndherungsweisen Losung die Ableitungen durch Differenzenquotienten
ersetzen. Die 1. Ableitung 148t sich ndherungsweise durch den rickwdrtsgenommenen und
den vorwdrtsgenommenen Differenzenquotienten ersetzen:

= y( ]) hy( j 1) ~ (1) ~ y( J+1)h y( J) _. y]+

Aus Symmetriegriinden ersetzen wir y”(x;) durch den zentralen Differenzenquotienten

2. Ordnung
Ty yleir)—y(zs) _ yl)—ylzi-1)
y'(x;) = = h == " h :

(12.12)
Y1) — 2y(zy) + y(a;—1) =

h2 - Y
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Damit geht (12.11) tiber in

7 o~ Ay(zj), j=1,...,n. (12.13)
Wir bezeichnen durch y; ~ y(x;) Néherungswerte fiir die Losung der Aufgabe, set-
zen diese in (12.13) gemé&B (12.12) ein und betrachten die Losungen y; des dadurch

entstehenden Systems

Yit1 — 2y + i
J h2.7 J — ij,

j=1,....n (12.14)

als Nédherungen fiir die exakten Werte y(z;).

Bemerkung

Daf3 dieses Verfahren gerechtfertigt und wie es ggf. verfeinert werden kann, bedarf einer
ausfiihrlichen Theorie (— Theorie der Diskretisierungsverfahren).

Das Gleichungssystem (12.14) hat die Gestalt

-2 1 O n hn
1 1 . ) : :
— : = A : h = . (12.15
h? 1 : : ’ n+1 ( )
@) 1 -2 UYn UYn

Die Werte A, fiir welche dieses System losbar ist, heiflen Eigenwerte der Koeffizienten-
matrix aus (12.15). Die zugehorigen Losungen y = (y1,...,%,)7 heiflen Figenvektoren,
und (12.15) bezeichnet man als Matrizeigenwertaufgabe.

In der folgenden Tabelle listen wir die ersten 5 Eigenwerte von (12.15) fir die Félle
¢ =6, n=>5,10,100 auf und vergleichen sie mit den Eigenwerten der Differentialglei-
chungseigenwertaufgabe (12.6), (12.8).

Man erkennt, daf} die Eigenwerte der diskretisierten Aufgabe nur sehr langsam mit feiner
werdender Diskretisierung gegen die Eigenwerte der Differentialgleichungsaufgabe konver-

gieren.

EWe der DGL-EWA EWe der Matrixeigenwertaufgabe

X\, = B n=5 | n=10 | n = 100
~Ai | 0.274155 0.267949 |  0.272297 |  0.274134
Ao | 1.096622 1.0 1.06713 |  1.09627
“Xs | 2.467401 2.0 2.3201 2.46561
~As | 4.386490 3.0 3.92071 |  4.38084
~Xs | 6.853801 3.732050 |  5.76555 |  6.84009
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Matrixeigenwertaufgaben

Wir untersuchen im folgenden die
Matrizeigenwertaufgabe: Fiir die Gleichung

Ax = \zx, A e CM" (12.16)
sind Losungen A € C und a € C" zu bestimmen.

Dazu erklaren wir folgende Begriffe:

Definition 12.1
a) A € C heiit Eigenwert (EW)von A< dJx e C”, *#0 mit Ax=)\x.

b) Ein Vektor x mit der Eigenschaft aus a) heifit Eigenvektor (EV) zum Eigen—
wert .

c) Die Menge der Eigenwerte
c(A) = {AeC; Jx#0: Axz=)\z}
heiit Spektrum von A.

d) Die Menge
Eig(A;\) = {xeC"; Ax =)z}

heifit Figenvektorraum zum Eigenwert .
e) Die Menge aller Eigenvektoren von A
Eig(A) = {xeC"; 3INeC: Ax=)\z}

heilt Eigenraum von A.

Beachte: Wegen der Homogenitét der Gleichung (12.16) sind Eigenvektoren nur
bis auf einen Faktor # 0 bestimmt.

Offensichtlich ist (12.16) gleichwertig mit dem homogenen Gleichungssystem
(A-XE)x = 0 (E = Einheitsmatrix) . (12.17)

Dieses ist genau dann nichttrivial 16sbar (gesucht sind Eigenvektoren # 0), wenn A—\ E
singulér ist, d.h. genau dann wenn

det(A—AE) = 0. (12.18)
Durch Entwickeln dieser Determinante erhilt man ein Polynom p(\) der Form
n—1
p(A) = (=1)" <A” +) a A") — det(A—\E), acR, (12.19)
i=0

das sog. charakteristische Polynom der Matrix A (vgl. Fischer: Lineare Algebra, § 5.2.3).
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Hieraus und aus der Determinantentheorie ergeben sich einige grundlegende Eigenschaf-
ten, die wir zunéchst zusammenstellen.

Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. (12.20)

Da ein Polynom nach dem Fundamentalsatz der Algebra genau n (ggf. komplexe) Null-
stellen besitzt, folgt:

Sind Aq,..., \z € C alle verschiedenen Nullstellen des charakteristischen

Polynoms p()\), so existiert eine Darstellung

k

) = (D" [, oieN, Zgz‘:n,

i=1

o; heiit algebraische Vielfachheit des EW ;.
(12.21)

A und AT haben dasselbe charakteristische Polynom, also auch dieselben
EWe inklusive ihrer Vielfachheiten,

denn det B = det BT VBe(C™".

(12.22)
A st regulir <= A =0 ist kein EW von A
denn dann hat Az = (A—0FE)x =0 nur
die triviale Losung .
(12.23)

Ist A komplexer EW einer reellen Matrix A, so ist der konjugiert komplexe
Wert A\ auch Eigenwert von A,

n—1

denn A € R™™" = p(A) = (-1)" ()\”—l— > a; )\i>
i=0

hat nur reelle Koeffizienten, also a; = a@; =

n—1 —n n—1 — —n n—1 —
NS g N =0=XN+> @GN =X +> ;).
i=0 i=0 i=0

(12.24)

Wir haben oben gesehen, dafl zu jeder Matrix ein Polynom existiert, dessen Nullstellen
die Eigenwerte sind. Auch das Umgekehrte ist richtig. Zu jedem Polynom existiert auch
eine Matrix, deren Eigenwerte die Nullstellen des Polynoms sind.
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Satz 12.2

Die Matrix
0 .0 —Qo
1 : —aq
a = | f
o0 0 —Aap—2
O ... ... 0 1 —ap

hat das charakteristische Polynom

det(A—AE) = (=1)" ()\" + ”Z_l ai)\i> .

1=0

A heilit Frobenius’sche Begleitmatriz des Polynoms.

Beweis: Ubung in vollstéindiger Induktion.

Wir sehen also, dal die Aufgabe, alle Nullstellen eines Polynoms zu bestimmen, dquivalent
ist zu der, alle Eigenwerte einer Matrix zu bestimmen. Fiir n > 5 ist diese Aufgabe also
nicht mehr elementar losbar.

Um einen besseren Uberblick zu gewinnen, betrachten wir zunéchst einige Beispielma—
trizen A:

10 0 1 11
o[ 4] woa] aler] o
und stellen fest zu:

a) p(A) = (1 = X)?, A\ =1 ist doppelte Nullstelle, also Eigenwert der algebraischen
Vielfachheit 2.

(A— X\ E)xz =0 hat 2 linear unabhéngige Losungen (Eigenvektoren). Ein mehr-
facher Eigenwert kann also mehrere linear unabhéngige Eigenvektoren haben.

0—A 1

b)det{ 0 1

)\] = —-A1—-X) =0, Ay =0 und Ay = 1 sind EWe.

Zu A\ =0 gehort der EV @ = (21,0)7 mit z; # 0, denn x ist Losung von

o] ] =
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Zu Ay =1 gehort der EV @ = (21, 2;)7 mit 2, # 0, denn {_é H [il } =0
2

hat die Losung x, = 1.

c) det { L 6 A 1 i \ ] = (1-X)? =0, \; = 1 ist doppelter Eigenwert, aber im

Gegensatz zu Beispiel a) existiert nur 1 Eigenvektor, denn [ 8 (1) } [ il } =0
2

hat nur die Lésung (x1,0)7 mit x; # 0.

Ein mehrfacher Eigenwert mufl nicht mehrere linear unabhéngige Eigenvektoren
haben.

d) Der Determinantenentwicklungssatz liefert:

Bei einer oberen (oder unteren) Dreiecksmatrix und damit auch bei einer Diago-
nalmatrix stehen in der Diagonale die Eigenwerte. Zu jedem Eigenwert gehort min-
destens ein EV, denn (12.17) hat dann eine nicht triviale Losung. Dafi mehr nicht
ausgesagt werden kann, zeigen insbesondere die Beispiele a)—c). Sie zeigen u.a. auch,
daBl die algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts nicht iibereinstimmen muf} mit
der Zahl der zugehotrigen linear unabhéngigen Eigenvektoren.

Wir fiithren deshalb einen weiteren Begriff ein:

geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts A von A = dim Eig (A;\)

= Anzahl der linear unab—
héngigen EVen von .

Einen vollstéindigen Uberblick iiber die Zahl der verschiedenen Eigenwerte einer Matrix
A, ihre algebraische und geometrische Vielfachheit, liefert die Jordan’sche Normalform
(— Lineare Algebra u. Analytische Geometrie). Obwohl sie nicht konstruktiv ist, hat sie
auch praktische Bedeutung, wie der Beweis von Satz 11.6 gezeigt hat.

Berechnung von Eigenwerten

Eine ganz grobe Lagebestimmung fiir die Eigenwerte A einer Matrix A € IR™*" lieferte
schon Satz 11.6: |A| < ||A]|l fiir jede Matrixnorm, die einer Vektornorm zugeordnet ist.

Die Tatsache ,Bei Diagonalmatrizen stehen die EWe in der Diagonale® fiihrte zu der Ver-
mutung: ,, Wenn sich eine Matrix nicht allzusehr von einer Diagonalmatrix unterscheidet,
werden sich ihre EWe nicht allzusehr von den Diagonalelementen unterscheiden®. Diese
Uberlegung wird prizisiert (insbesondere durch Beweisteil ¢)) durch den
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Satz 12.3 Satz von Gerschgorin
Sei A = (a;;) € R™" (C™"), dann gilt:
a) Alle Eigenwerte liegen in der Vereinigung der Kreise

n
Zi = ZG@, |z—au| S Z |az~j|

].7 .
J#i

b) Alle Eigenwerte liegen in der Vereinigung der Kreise

¢) Jede Zusammenhangskomponente (= maximale zusammenhéngende Teilmenge)
von UZ; oder UJS; enthdlt genau so viele Eigenwerte wie Kreise an der
Komponente beteiligt sind (Eigenwerte und Kreise werden dabei entsprechend
ihrer Vielfachheit gezéihlt).

Beweis:

a) Sei A€o(A) = Jz=(21,...,2,)T #0: (A=AE)x=0 dh.

n
E CLZ‘jZL'j—)\ZL‘Z‘ = 0, izl,...,n,
j=1

oder

(A —ay)x; E a;; T, i=1,...,n.

J?ﬁz

Wir betrachten aus diesem System die p—te Gleichung, wobel ||&||o = |7, :

n
A—au)z, = Z Aujxj -
i
Division durch z, und die Dreiecksungleichung liefern wegen |z,| > |z;| Vi

n

kA
A —a,,| < Z |l ‘xj| < Z la,;l, also a) .
J#u

j=1
J#m

b) folgt aus a) wegen (12.22).
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c) wollen wir hier nur andeuten. (Eine ausfiihrliche Darstellung findet man in J. Wer-
ner: Numerische Mathematik 2, § 5.1, Vieweg.) Die Nullstellen eines Polynoms
héngen stetig von den Polynomkoeffizienten ab. Da die Determinante einer Ma-
trix stetig von den Matrixelementen abhéngt und die Eigenwerte einer Matrix die
Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms sind, folgt:

() Die Eigenwerte einer Matrix hdngen stetig von den Matrixkoeffizienten ab.
Diese Aussage benutzen wir. Wir betrachten die Matrizen
A(t) = D+t(A—D) mit D = diag(A) fir te]0,1].

Fir t =0, also A(0) = D, ist die Aussage c) richtig. Lafit man nun ¢ — 1
gehen, so folgt mit (x), daB die Eigenwerte nicht ,aus der Zusammenhangskompo-

nente der Gerschgorinkreise herausspringen kénnen*. |
Beachte:
Folgende Aussage ist falsch: ,In jedem Gerschgorinkreis liegt mindestens ein EW.*

01
20

Zy={2€C; |z—0| <1}

Gegenbeispiel: A = { } hat die EWe A1, = ++1/2, und es gibt keinen EW in

Beispiel zu Satz 12.3
Wir betrachten die Matrix

1+0.51 0.5 0.1
0.3 1-0.52 0.5
0.4 0 —0.5

Die Gerschgorin—Radien der Kreise Z; sind r; = 0.6, ro = 0.8, r3 = 0.4, die Radien
der Kreise S; sind 71 = 0.7, 75 = 0.5, 73 = 0.6.

Neben den Kreisen mit den Radien 7,7y, 73 sind mit stark ausgezogenen Réndern die
Kreise eingezeichnet, die man erhélt, wenn man zur EinschlieBung der Eigenwerte den
Durchschnitt (U Z;) N (U.S;) der Aussagen a) und b) heranzieht.

Im(»)
Y
2
05 C) Re(
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Als erste Berechnungsmoglichkeit fiir die Eigenwerte liegt der Versuch nahe, sie als Null-
stellen des charakteristischen Polynoms zu berechnen — zum Beispiel mit dem Newton—
Verfahren (oder Sekanten-Verfahren, da ableitungsfrei) — zumal eine Schitzung von An-
fangsndherungen durch den Satz von Gerschgorin erleichtert wird. Als allgemeine Methode
ist dies jedoch nicht zu empfehlen, denn einerseits versagt dieses Vorgehen vollstindig bei
Vorliegen komplexer Eigenwerte (ob solche existieren, weifl man ja im Vorhinein nicht
), andereseits ist die Aufstellung des charakteristischen Polynoms i.allg. numerisch auf-
wendig. Die grofle Anzahl von Multiplikationen durch die Entwicklung der Determinante
bedingt notwendigerweise viele Rundungen. Die Koeffizienten des charakteristischen Po-
lynoms sind also stark rundungsfehlerbehaftet. Aulerdem héngen die Nullstellen eines
Polynoms sehr empfindlich von dessen Koeffizienten ab. Wir belegen dies durch

Beispiel (Wilkinson)
Wird das Polynom
p(A) = A=1)A—=2)-...-(A—=20)
ausmultipliziert, so ergeben sich Koeffizienten in der GroBenordnung zwischen 1 (Koeffizi-
ent von A\?%) und ca. 10%° (der konstante Term ist z.B. 20!). Wir stéren den Koeffizienten

von A (der den Wert 210 hat) um den sehr kleinen Wert ¢ := 272 ~ 1077, In der
folgenden Tabelle sind die exakten Nullstellen des gestérten Polynoms

pA) = p(A) —e-AY

eingetragen. Trotzt der extrem kleinen Storung sind die Fehler beachtlich. Insbesondere
sind fiinf Nullstellenpaare komplex.

1.000 000 000  10.095 266 145 £ 0.643 500 904 ¢
2.000 000 000 11.793 633 881 £ 1.652 329 7281
3.000 000 000 13.992 358 137 + 2.518 8300704
4.000 000 000 16.730 737 466 £ 2.812624 894 ¢
4.999 999 928  19.502 439 400 £ 1.940 330 3471
6.000 006 944
6.999 697 234
8.007 267 603
8.917 250 249

20.846 908 101

Tabelle 5.1: Exakte Nullstellen des Polynoms p(\) fiir e := 2723,
Daher liegt der Gedanke nahe, Matrizen so umzuformen, daf sich 1) die Eigenwerte dabei
nicht &ndern und 2) das Umformungsergebnis eine der Matrixgestalten aus Beispiel d)

liefert, also eine Dreiecks— oder Diagonalmatrix, aus der sich die Eigenwerte leicht ablesen
lassen. Welche Umformungen erlaubt sind, zeigt
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Satz 12.4

Ist A e C™" so gilt fiir jede regulire Matrix T':

a) A und seine Ahnlichkeitstransformierte T~' AT haben dieselben Eigenwerte
mit denselben algebraischen Vielfachheiten.

b) Ist £ EVzum EW X von A, soist T 'z EV zum EW X von T 'AT,
d.h. insbesondere: die geometrische Vielfachheit von A bleibt bei Ahnlichkeits-
transformationen erhalten.

Beweis:
a) Mit dem Determinantenmultiplikationssatz folgt
det (TT' AT —AE) = det {T"' (AT - \T)}
= det {T"'(A—\E)T}
= det T"'det (A —NE) det T
= det(A—)\E).
Beide Matrizen haben also das gleiche charakteristische Polynom.
b) Ist & EV zum EW A, so gilt
Ax = )z
ATT 'z = )z
T'AT(T 'z) = \T '=x.

Interessant sind vor allem Matrizen, die sich diagonalisieren lassen (d.h. durch Ahnlich-
keitstransformation auf Diagonalgestalt bringen lassen). Man nennt diese Matrizen auch
diagonaldhnlich.

Wie wir gleich zeigen werden, spannen die Eigenvektoren dieser Matrizen den ganzen
Raum auf. Dies ist eine wesentliche Voraussetzung fiir die Verfahren der Vektoriteration
(von—Mises—Verfahren und Wieland—Verfahren).

Im néchsten Satz stellen wir eine Reihe von Matrizen zusammen, deren Diagonalisier-
barkeit aus der ,Linearen Algebra“ bekannt ist. Wir zitieren dazu die entsprechenden
Paragraphen aus Fischer: Lineare Algebra.
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Satz 12.5

Folgende Matrizen sind (durch Ahnlichkeitstransformation) diagonalisierbar:

. ) 4 =T
unitdire Matrizen : A=A

= A"
} § 6.4.4, 6.1.7

orthogonale Matrizen (= reell unitir) : A" = AT

hermite’sche Matrizen : A=A"
§6.5.3

symmetrische reelle Matrizen : A= AT

Die Literaturangaben bezeichnen sich auf Fischer: Lineare Algebra.

Beachte:

Nicht alle Matrizen sind diagonalisierbar (vgl. dazu Jordan’sche Normalform).

Aussagen iiber die Eigenvektoren liefert

Satz 12.6
a) Sind wv',...,v™ Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten
A, .. dm €0(A), Ae C™", sosind v!,...,v™ linear unabhiingig.

b) Fiir die Eigenwerte diagonalisierbarer Matrizen sind geometrische und algebra-
ische Vielfachheit gleich. (= Die Eigenvektoren spannen den ganzen Raum auf.)

Beweis:

a) (vgl. Fischer: Lineare Algebra, Lemma 5.1.4)
Beweis durch vollstindige Induktion: Der Fall m =1 ist wegen v! # 0 Klar.
Sei m > 2 und die Aussage fiir m — 1 schon bewiesen.

Ist -
Z avt = 0, (*)
i=1
so folgt durch Multiplikation dieser Gleichung mit \,,, bzw. Anwendung von A:
0=X, 0=\, ;v ' +...+ \pam1 o™t + N\, a,v™,
0=A0 =)\ v" +.. .+ X1 1 V™ N g ™

und durch Differenzbildung

m—1

Da A\ # N, i =1,...,m—1, impliziert die lineare Unabhingigkeit der v!,...,v™ !,
daBl a; =0, i=1,...,m — 1. Damit liefert (x): «,, =0.
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b) Ist D eine Diagonalmatrix, so stehen in der Diagonale die Eigenwerte:
D = dag(A\,...,\),

und die Einheitsvektoren e’ (i =1,...,n) sind Eigenvektoren zu den Eigenwerten
A, insbesondere sind also algebraische und geometrische Vielfachheit der \; gleich.

Ist A diagonalisierbar, so existiert eine reguldare Matrix T, so daf}

T'AT = D
eine Diagonalmatrix ist. Also ist A = T DT ' und mit Satz 12.4 b) folgt, daf
Te', i =1,...,n linear unabhiingige Eigenvektoren zu den Eigenwerten )\; von
A sind. |
Vektoriteration

Oft ist nur der betragsgrofite EW einer Matrix von Interesse (vgl. z.B. Satz 11.6). Die-
sen kann man oft durch ein einfaches Verfahren erhalten. Wir beschranken uns bei der
Beschreibung auf reelle Matrizen und einfache, reelle, betragsgrofite EWe. Erweiterungen
sind moglich (vgl. die Bemerkungen nach Satz 12.7), und wir schildern zunéchst die

Direkte Vektoriteration (von—Mises—Verfahren)

Ist A eine Matrix, deren Eigenvektoren wv!,...,v" zu den Eigenwerten \;,...,\, den

ganzen Raum aufspannen, so kann man fiir einen Anfangsvektor

n
Y’ = E a; v’
Jj=1

folgende Vektoriteration betrachten

yk+1 _ A yk — Ak-i—l yO ] (1225)

Wegen Akfvj = Akil(AUj) = Akil)\j’vj =...= )\?’Uj, j = 1,. LM gllt
Yyl = ARFL yo — Ak Z ; v’
j=1

= Z a; A?H v/ und falls o # 0
j=1

n ) k+1 '
= A\ (m v+ ) (%) v ) (12.26)
=2 !

J

7 (k)
lim r(k) = 0 falls 1A <1 Vj#1
k—o00 |/\1|

d.h. der betragsgrofite Eigenwert \; ,setzt sich durch®“ und die Iteration konvergiert
»ggf. bis auf ein Vorzeichen (falls A\; < 0)“ gegen ein Vielfaches von wv!.
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Um zu verhindern, daB der Faktor o; A¥*! zu stark anwichst (falls |A;| > 1) oder zu
stark gegen Null geht (falls |\;| < 1), wird in (12.25) y**! nach jedem Iterationsschritt
zu 1 normiert, d.h. wir berechnen eine Folge {z*} nach der Vorschrift des nichsten Satzes

und erhalten unter Verwendung der Sammlung der bisherigen Voraussetzungen

Satz 12.7 (direkte Vektoriteration, von—-Mises—Verfahren)

1) Sei A € R™" eine diagonalisierbare Matrix mit den Eigenwerten A;,..., A\,

und den zugehdrigen normierten Eigenvektoren wv!, ..., v".

2) Der betragsgrofite Eigenwert A; (nach entsprechender Numerierung) sei einfach,

3) y* € R" sei ein Vektor, in dessen Darstellung

n
y' = E a; v’
J=1

der Koeffizient ay # 0 ist.

Wir konstruieren eine Folge {z*} gemif

0 y° k+1 k k+1 yh!
r = — Yy = Azx", T = = (12.27)
15°]] ly™+1]]
Dann gilt:
a) Die Folge {x*} konvergiert (ggf. bis aufs Vorzeichen) gegen den zu 1 normierten
Eigenvektor v! von \;, genauer:

(12.28) ]}L%O(sgnAl)kwk = (sgnog)v'.

b) A; kann man erhalten als Grenzwert des Rayleigh—Quotienten R(x")

Mit R(x*) = @hrAzh )\gk) folgt

(wk)ka
ENT k
) B _ (") Ax _ . k _
12200 AT = I T T AR = A

Beweis:

Beachte zundchst: Der betragsgrofite Eigenwert A; ist einfach und daher reell (wegen
(12.24)). Also hat A; auch einen reellen Eigenvektor.
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a) Durch vollstandige Induktion erhalten wir sofort

ko Akyo

(12.31) x 7
| Ay

k=0,1,2,...

Hierbei zeigen wir nur den Induktionsschritt:

k= y* - Azt Ind.vor. (A”‘”rl 0) /HAkHyO _ AkF1g)0 |
ly* 1) A Ay lARyOl 1AMy
Aus (12.31) folgt mit (12.26) sofort
041|/\1|k'01 )
1 Mgk = Quml v |
kEEo(sgn AE" o PoalF ol (sgnay) v

b) Ist = Eigenvektor von A zu )\, soist Az =z, 7 Ax =z’ z, also

T Ax

R(x) ist eine stetige Funktion von . Also gilt

lim R(z*) = R@') = ).

k—o0

Beachte: x* — o' gilt laut (12.28) nur bis auf einen Vorzeichenfaktor. Dies ist
jedoch unerheblich, da R(x) unabhingig vom Vorzeichen von x ist. |

Bemerkungen

a) Ublicherweise wihlt man y° = (1,1,...,1)” in der Hoffnung, a; # 0 zu haben.
Sollte dies nicht der Fall sein (was man ja nicht weif}), so wird gemé8 der aufgezeigten
Theorie das Verfahren zunéchst gegen den ,,betragszweit“gréffiten EW konvergieren,
sofern dieser einfach ist. Auf Grund der Rundungsfehler wird sich jedoch in z* sehr
schnell eine Komponente # 0 in Richtung w! einschleichen, und das Verfahren
konvergiert schlieBlich doch gegen wv! (ausprobieren!).

b) Das Verfahren kann auf komplexe Matrizen und mehrfache betragsgrofite Eigenwerte
erweitert werden (vgl. etwa Burg/Haf/Wille: Hohere Mathematik fiir Ingenieure 11,
§ 3.7.10).

¢) Es kann sogar auf nichtdiagonalisierbare Matrizen erweitert werden, sofern der do-
minante (betragsgrofite) EW einfach ist (vgl. Bemerkung in Stoer/Bulirsch, § 6.6.3).

d) Ein Vorteil des Verfahrens ist seine einfache Durchfiihrbarkeit.

e) Die Konvergenz wird (offensichtlich) bestimmt durch den Konvergenzfaktor max i—l
(2
Ist A; nur schwach dominant, so ist die Konvergenz sehr langsam. Nachteilig ist,
daBl auch nur \; berechnet werden kann.

Fiir die Praxis wichtiger, weil diese Nachteile vermieden werden, ist daher die
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Inverse Vektoriteration (Wieland 1945)
Ihr Name riihrt daher, dafl sie formal nichts anderes ist als die Anwendung der direkten

Matrixiteration auf eine inverse Matrix.

Angenommen fiir einen beliebigen einfachen Eigenwert ); einer diagonalédhnlichen Matrix
A sei eine Schitzung A (= )\;) bekannt, die so gut ist, daf

A= M| < |A=\j| Vj#i bzw. 5 > — VjAi. (12.34)

Ist A kein Eigenwert von A, so existiert (A —AE)™', und es sind dquivalent:

i = ist EW von (A—AE)™! zum EV v <= )\, ist EW von A zum EV v’ .

A — A

Der Beweis folgt aus den Aquivalenzen

GeméB (12.34) ist also ﬁ der betragsgrofte EW von (A — AE)~'. Man kann also

die direkte Matrixiteration mit der inversen Matrix (A — X E)~! durchfiihren:

Y= (A-AE)'zb  (vgl (12.27)).

Praktisch wird natiirlich nicht die inverse Matrix berechnet, sondern in jedem Iterations-
schritt das lineare Gleichungssystem (vgl. (12.27)) gelost

(A—AE)y"*! = o* xozy_o - Y
l°] Iy

k+1

Die Koeffizientenmatrix ist immer die gleiche. Abgesehen vom 1. Schritt reduziert sich
in jedem Folgeschritt die Arbeit auf ,, Riickwértseinsetzen“. Es bleibt dem Leser iiberlas-
sen, den zu Satz 12.7 analogen Satz sowie die zugehdrigen Bemerkungen fiir die inverse
Vektoriteration zu formulieren.
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Zusitzliche Bemerkungen
1) Ist A eine sehr gute Schiitzung fiir )\;, so gilt

|/\i_/~\| .
— < 1 Vj#i
A — Al

und das Verfahren konvergiert sehr schnell.

2) Durch geeignete Wahl von A kann man bei beliebigem Startvektor ° einzelne
EWe und EVen herausgreifen.

3) Die Matrix (A—\E) ist bei gut gewiihltem A = ); fast singuliir. Allgemein bedeu-
tet das eine schlechte Kondition. Im vorliegenden Fall entstehen daraus jedoch keine
Komplikationen, da wir ,nur die Richtung“ des Eigenvektors suchen. Diese spezielle
Aufgabe ist gut konditioniert (vgl. Deuflhardt/Hohmann: Numerische Mathematik,
de Gruyter, Bemerkung 5.6).

4) Ist 0 kein EW der Matrix A, so kann man durch inverse Iteration den betrags-
kleinsten Eigenwert berechnen. Dieser ist in vielen Anwendungen der Technik von
Bedeutung, da er bei Schwingungsproblemen oft die Grundschwingung (Schwingung
mit der kleinsten Frequenz) beschreibt (vgl. dazu auch unser einleitendes Beispiel
zu Beginn des §).

Wir beschreiben abschlieSfend das heute am meisten angewandte Verfahren zur numeri-
schen Berechnung aller Eigenwerte von Matrizen.
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Der QR—-Algorithmus

(zur praktischen Berechnung von EWen)

Die Methode ist zu komplex, um sie in allen Einzelheiten zu schildern. Deshalb miissen
wir uns hier auf die Grundidee beschrénken.

Aufgabe: Bestimme alle EWe einer Matrix A € R™".

Schritt 1 Man transfgrmiert A durch eine Transformation, welche die EWe nicht dndert
(also eine Ahnlichkeitstransformation: A = T AT), in eine ,einfachere”
Form, die sog. Hessenberg—Form.

Definition 12.8
Sei A = (ay) € R™™

A heifit Hessenberg—Matriz <= a; =0 Vi>k+1
A heifit tridiagonal — ap=0Vk+1l<iund i<k-—1

Hessenberg—Form:

* *
*

A = 0 =
0 0 x =

Tridiagonale Gestalt:

x x 0 0
x % %

A = 0 0
0 0 x =

Satz 12.9

Jedes A € R™" laBit sich (z.B. durch Householder-Transformationen) in n — 2
Schritten auf Hessenberg—Form transformieren; ist A symmetrisch, sogar auf Tridia-
gonalform.
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Beweis:

Unter Verwendung der Aussage (vgl. Lemma 9.5)

Lemma 9.5”
Zu ze€R", z#0 wihle

z—ael
v = m, o = —Sgn<21) HZ”Q

Dann gilt

beschreiben wir das Transformationsverfahren, das A schrittweise in Hessenbergform,
bzw. Tridiagonalform iiberfiihrt.

Al = A
Aj = HjAj_l.H?, j:2,,n—1
1
1 O T; ¢ R+ D)X= +1)
H; = ) .
o T Tj = En—j+1 — 207 vI

Wie die Vektoren v’/ gewiihlt werden miissen, geht aus der folgenden Beschreibung des
Verfahrens hervor. Die H; sind Householdermatrizen (vgl. Definition und Lemma 9.4)
also orthogonal (vgl. (9.12)). Daher gehen die A; aus A; durch Ahnlichkeitstransfor-
mationen hervor, welche die Eigenwerte unverdndert lassen (vgl. Satz 12.6).

Wir geben nun den j—ten Schritt des Verfahrens an. Er zeigt, wie und warum das Verfahren
funktioniert und wie die Transformationsmatrizen H, und die Vektoren v’ gewihlt
werden miissen. Dabei beschrianken wir uns zunéchst auf den Fall ,, A symmetrisch“ und
zeichnen einen Transformationsschritt auf.

Empfehlung:

Zur Verstandniserleichterung der Transformationsformeln der néchsten Seite schreibe man
sich die Transformation fiir den 1. Schritt (j = 2) auf. Die erste Spalte a' von A; := A
hat dann die Bezeichnung

al = (il) mit dem Vektor z = (22,'-->zn)T>

und die Matrix H, wirkt bei Multiplikation von links mittels der (n—1) x (n—1)-Matrix
T, in der 1. Spalte a' von A nur auf den Teilvektor (zs,2z3,...,2,)7, den sie auf ein
Vielfaches von e' € IR"™' abbildet.
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1 olo 61 Yo 1 o01]o
—_9 : .
: : 0 yo 0 0
110 0
j-14"0...0]1]0...0 0 dj=2 | Yj-1 . 0..0]1]0...0 | =
0...0v-1 |61 z 0
n—j+1 { 0 |7 0 = Aj_y 0 S
0 0
61 72
v 0
— 82 | -1 — A
0... 0’7‘7'_1 (5‘7'_1 ZT Tf J
0 Tjz | T; A TT

Dabei ist T'; eine Householdermatrix mit

o i 0
T,z = <En—j+1—2’UJ'UJT>Z = (7] 0)

v/ wird gemi Lemma 9.5” aus z berechnet.

Damit ist die Tridiagonalisierung einen Schritt weiter. Man erkennt, dafl wenn A;_;
symmetrisch ist, auch A; symmetrisch ist. Ist A nicht symmetrisch (und damit A;_;
nicht symmetrisch), so wird dennoch T'; gleich gewihlt, jedoch steht dann in A;_; in
der ,,2. Halfte“ der (j — 1)-ten Zeile nicht 27, sondern eine Zeile z”. Damit steht in
der ,,2. Halfte“ von A, in der (j —1)-ten Zeile statt 27 T]T der Ausdruck z7 T]T, d.h.
auch A; ist nicht symmetrisch, aber man ist einen Schritt weiter in der Umformung zur
Hessenberg—Gestalt.

Bemerkung

Man kann das Verfahren auch auf komplexe Matrizen erweitern. Statt ,,symmetrisch® mufl
man dann hermitesch voraussetzen, das komplexe Skalarprodukt benutzen und
H =F —2vv* setzen.
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Schritt 2 des Verfahrens — der eigentliche QR-Algorithmus — wird auf eine
Hessenberg—Matrix angewandt (also nach Durchfithrung von Schritt 1).

Wir wissen bereits nach Satz 9.6 und Folgerung 9.7: Zu jeder Matrix A € IR™*" existiert
eine

QR~Zerlegung:
A = QR

mit einer orthogonalen Matrix @ (z.B. Produkt von Householder—
Matrizen oder von sog. Givens-Rotationen — letztere sind angesichts
der speziellen Struktur einer Hessenberg-Matrix giinstiger) und ei-
ner oberen Dreiecksmatrix R.

Liegt eine QR~Zerlegung von A vor, so definieren wir die
QR—Transformation:
A=QR — A = RQ.
Die QR-Transformation ist eine orthogonale Ahnlichkeitstransformation, denn
A=QR = R=Q 'A (Q ! existiert, da Q orthogonal ist), also
A = RQ = Q'AQ.
Also hat A’ dieselben EWe wie A.

Man kann nun ausrechnen:

A hat Hessenberg-Form = A’ hat Hessenberg—Form
A tridiagonal = A’ tridiagonal.

(Zu dieser Rechnerei mufli @ als Produkt der obigen Housholder—Matrizen dargestellt
werden, die sich aus den Spalten von A berechnen.)

Man geht nun aus von A (in Hessenberg—Form) und erzeugt mittels QR—Transforma-
tionen eine Folge von zu A orthogonal dhnlichen Matrizen

A = Ay, - A — A, —

Ist A reellwertig, so konvergiert diese Folge gegen eine rechte ,,Quasidreiecksmatrix*

R11 R12 e e le
0 Ry ... ... Ry,
R = : 0 :
0 0 R,
Die Matrizen R;; (i = 1,...,m) sind entweder 1x1-Matrizen oder 2x2-Matrizen, denen

man sofort die EWe von R entnehmen kann, da det (R — A E) = [ det (R; — A Ej;),
i=1

wobei FE;; eine Einheitsmatrix derselben Dimension wie R, ist.
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Bemerkungen:

Da man das Verfahren nach endlich vielen Schritten abbricht, erhélt man nur Approxi-
mationen fiir die EWe, die man ggf. mit der inversen Vektoriteration verbessern kann.

Fiir die praktische Durchfithrung sind noch einige Zusatziiberlegungen notwendig (die wir
hier nicht behandeln kénnen).

Algol-Programme fiir das Verfahren findet man in Wilkinson/Reinsch: Handbook for au-
tomatic computation II, 1971. Ausgehend von den in diesem Band zusammengestellten Al-
gorithmen, ist das Fortran-Programmpaket Eispack entwickelt worden. Inzwischen gibt
es auch PC—geeignete Ableger in Pascal (z.B. in Mathpak). In Matlab und Mathematica
ist das QR—Verfahren ebenfalls implementiert.
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