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Definitionen: Eine Matrix A = (a;;)7;_; heiBt
diagonaldominant, falls |a;;| > >, [a;| firi=1,....n,
strikt diagonaldominant, falls |a;;| > >, |a;|  firi=1,....n,
irreduzibel, falls der Graph G(A) = (V, D) der Matrix A stark zusammenhangend ist
und
irreduzibel diagonaldominant, falls [a;| > >, la;|  firi=1,...,n, |ag| >
> ju | firein L€ {1,...,n} und der Graph G(A) = (V. D) stark zusammenhéngend
ist.

Dabei besteht der (gerichtete) Graph G(A) = (V, D) einer Matrix A aus den Knoten
V ={P,...,P,} und den gerichteten Kanten P,P; mit a;; # 0.

Ein Graph G(A) = (V, D) ist stark zusammenhadngend wenn es fiir V = {P;,..., P,}
zu jedem Knotenpaar P;, P; einen gerichteten Weg (aus u.u. mehreren Kanten) von P,
nach P; gibt, wobei Kanten P,P; € D < a;; # 0.

Aufgabe 1: (8 Punkte (1+1+2+2+2))

a) Skizzieren Sie G(A) fir

Ist A irreduzibel?

b) Zeigen Sie, dass Tridiagonalmatrixen mit nichtverschwindenden Eintragen irreduzibel
sind.

c) Sei D (n,n)-Diagonalmatrix. Zeigen Sie, dass mit B € R™" irreduzibel auch B+ D €
R™™ irreduzibel ist.

d) Zeigen Sie, dass strikt diagonaldominante Matrizen regular sind.

e) Zeigen Sie, dass irreduzibel diagonaldominante Matrizen regular sind.

Aufgabe 2: (7 Punkte (3+2+2)
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besitzt. Schatzen Sie die Kondition von B bezgl. der Euklidischen Norm fiir den Fall
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in Termen von h ab. Dabei gilt h = n%rl

b) Geben Sie sowohl notwendige als auch hinreichende Bedingungen an dafiir, dass das
Jacobi Verfahren fiir B konvergiert.

c) Konstruieren Sie eine positiv definite (3 x 3) Matrix, fiir welche das Gesamtschritt
Verfahren nicht konvergiert.

Aufgabe 3: (4 Punkte (242)+4 Zusatzpunkte) Bezeichne

di
[
Ly=1"
Tn—1
ln d,
eine Tridiagonalmatrix mit den Eintragen d; = % +c¢, = —% + ﬁbi L= —% — ﬁbi,
1=1,...,n.
Zeigen Sie:

a) b;=0 und ¢; >0, Vi impliziert, dass L;, regular ist.

b) 0 <h< ﬁ und ¢; > 0V impliziert, dass L; regular ist.

c)* Geben Sie hinreichende Bedingungen dafiir an, dass Jacobi und GauB-Seidel Verfahren
) gung
fir Ly konvergieren.



Aufgabe 4: (8 Punkte (6+2)+4 Zusatzpunkte) Berechnen Sie numerische Approximationen
fiir die Losungen der Randwertaufgabe
—ey(z) +b(x)y'(2) + c(z)y(z) = f(z) ©€(0,1), y(0)=a,y(1)=p

fiir die Daten

(@) e=1,0=1,¢c=0,a=03=0, f(z) = -3+ 6+ 1
(b) e=107,b=—-1,¢c=0,a=0,8=1, f(x) =0, testen Sie p=1,2,3

Diskretisieren Sie dabei y” wie iiblich mit dem zentralen Differenzenquotienten fiir die 2.
Ableitung und

i) y' mit zentraler Differenz bei (a) und (b),

i) ' mit Rickwarts—Differenz bei (a), bzw. Vorwarts—Differenz bei (b)

und erklaren Sie die numerischen Resultate.

Gehen Sie dabei vor wie in der Vorlesung und im Skript beschrieben. Losen Sie das resultierende
lineare Gleichungssystem L,x =b (L; NICHT mit jenem aus Aufgabe 3 identisch!) jeweils
mit den Jacobi- und dem GauB-Seidel-Verfahren fiir n = 10,50,100 (h = n%rl) und brechen
Sie die Iterationen ab, falls die Iterierten z™ die Bedingungen

o [Ir™] = [lb— Lyz™|] < 6[|r°||, oder
o [l —a™|| < (1= pm)dlla™|

mit § = 1072 bzw. = 1076 erfiillen. Dabei ist
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eine Naherung des Spektralradius, siehe Schwetlick /Kretzschmar. Stellen Sie die Losung gra-
phisch dar und plotten Sie den Fehler zur exakten Losung jeweils fiir beide Abbruchbedin-
gungen. Dokumentieren Sie die Abhangigkeit der Anzahl der benétigten Iterationen von der

Diskretisierungsfeinheit h = —— . Die exakten Losungen lauten
n+1

(a) y(x) =x(1 —z)(1+ z) fir den Fall (a),

(b) und y(z) = (1 —e ¢)/(1 —e <) im Fall (b). Vergleichen Sie dazu auch das Kapitel
7.1.1 im Buch "Numerik partieller Differentialgleichungen” von Ch. GroBmann und H-G.
Roos, Teubner 1992.

Weisen Sie nach, dass die angegebenen Losungen tatsachlich Losung der Differentialgleichung
sind.

Zusatzaufgabe: Benutzen Sie zur numerischen Losung auch die geddmpften/relaxierten Ver-
fahren. Welche Parameter w eignen sich am besten?



