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Der Losungsweg jeder Aufgabe ist auf dem dafiir vorgesehenen Blatt deutlich
erkennbar und in iibersichtlicher Form zu notieren!
Nur die ausgegebenen Blétter werden bewertet.

1. Fiir erzwungene Schwingungen eines harmonischen Oszillators oder eines elektrischen Schwingkreises
ergibt sich im Komplexen die Gleichung

ol (@t=) mit  z=wi —w? +iwy, p=arg(z), t€Rund wpy,vy,weR,.

y(t) = E

Dabei beschreibt der Realteil von y(t) die Amplitude der Schwingung und ¢ die Zeit. Die Grofien wy >
0, v > 0 und w > 0 beschreiben die Eigenfrequenz, die Dampfungskonstante und die Erregerfrequenz.
Die Voraussetzung 0 < v < /2wy sichert die Schwingfihigkeit des Systems.

a) Ermitteln Sie |z| sowie (ohne Berechnung von ¢) |y(¢)| und Re(y(t)).
b) Berechnen Sie arg(z) fiir wo = 2, v = 5v/3/9, w = 3.
c¢) Fiir die maximale Amplitude der Schwingung ergibt sich

1
F(w):= fir w > 0.
( ) \/(wg _ w2)2 + w2'y2

Zeigen Sie, dass es ein w = wmax > 0 gibt mit F(wmax) > F(w) fiir alle w > 0.
Bestimmen Sie wmax und berechnen Sie lig}r OF (wmax) (,Resonanzkatastrophe®).
’y*)

Hinweis: Es geniigt den Radikanden der Wurzel zu untersuchen. (Warum?)

2. Gegeben sei die Funktion f : R — R durch

flx)=A+ ,  mit A, B € R beliebige Konstanten.

1+zx

a) Bestimmen Sie die Taylorentwicklung von f an der Stelle 29 = 1 bis zum 2. Glied
(Taylorpolynom und Restglied angeben).

b) Die Funktion g : R — R mit g(z) = Inz hat die Taylorentwicklung

1
(1+6(z —1))3

1
g(w):(w—l)—§(m—1)2+3 (z —1)%,  mit einem 0 < 6 < 1.

Wie sind A und B zu wéhlen, damit die ersten Glieder der Taylorentwicklungen von
f und g tibereinstimmen?

Geben Sie die Abweichung zwischen f und g an der Stelle x = 1.5 an.

Hinweis: Benutzen Sie in der Rechnung den Néherungswert In 1.5 ~ 0.4055!

3. Gegeben ist die Differentialgleichung
y' =2+ (1 +py =r(x), pek (1)

a) Geben Sie die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung in Abhéngigkeit
von y an.

b) Losen Sie (1) fiir u =4, r(z) = 4e” und y(0) = 1,¢/(0) = 3.

c) Bestimmen Sie das Taylorpolynom 4-ten Grades p4(z) der Funktion y(x) = €*(1 + sin2z) im
Entwicklungspunkt zg = 0.



4. Gegeben ist die Randwertaufgabe

j=2y+0+py =0, y(0)=0, y(r/2) =0, pek (2)
a) Ermitteln Sie den Parameter p so, dass (2) nichttriviale Losungen hat (Eigenwertproblem!).
Wie lauten die Eigenwerte pj und die zugehorigen Eigenfunktionen?
b) Zeigen Sie: Aus der Randwertaufgabe
2y —ay' + (L+py =0,  y(1) =0, y(e™/?) =0. (3)
ergibt sich mit der Substitution z = e' die Randwertaufgabe (2).

c) Wie lauten die Eigenwerte pj und die zugehorigen Eigenfunktionen von (3)?
5. Von einer linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 4. Ordnung

¥+ asy® + agy” + a1y’ + aoy = () (4)

sind die Fundamentallésungen y; = e™*, w2 = e* und y3 = sin 3z bekannt.

a) Geben Sie ein vollstdndiges System von Fundamentallosungen an. Wie lautet die allgemeine

Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung?

b) Bestimmen Sie die Koeffizienten a;, i = 0,1,2,3, in (4).
Berechnen Sie fiir r(x) = 20e™" die allgemeine Losung von (4).

c) Stellen Sie fiir die lineare Differentialgleichung 4. Ordnung
y @ 8y — 9y = 206"
ein dquivalentes lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung
Y (2) = A(2)y(z) + g(2) (5)

auf. Geben Sie das Fundamentalsystem sowie eine partikulidre Losung von (5) an.

6. Gegeben sei die Funktion f : R? — R durch f(z,y) = (2% + 6y — 16)(y — 2).

a) Bestimmen Sie Lage und Art der relativen Extremwerte und Sattelpunkte von f.

b) Im R? beschreibt die Gleichung z = f(z,y) mit f aus a) eine Fliche F und die Gleichung
22 + (y +1)? = 1 eine Zylinderfliche Z.
Ermitteln Sie die Punkte der Schnittkurve von F mit Z mit der kleinsten bzw. grofiten z-
Koordinate.

c) Bestétigen Sie iiber die hinreichende Bedingung, dass es sich um Extrema handelt.

7. Gegeben sei die vom Parameter o € R abhéingige Funktion
flz,y,2) =az? + (y —a)* + (3 —a)(z% — 2) + 2zy.

Man bestimme alle « > 0, fiir die f Extrema besitzt (Begriindung).
Wie lauten die zugehorigen Extremstellen?



