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Aufgabe 1:
a.) Wir gelangen nicht nach P3 , also ist G(A) nicht stark zusammenhängend, demnach A
nicht irreduzibel.

b.) Klar

c.) Addition einer Diagonalmatrix entfernt Schlaufen oder fügt Schlaufen hinzu (Kanten von
Pi nach Pi heißen Schlaufen). Demnach ist das Resultat wieder irreduzibel.

d.) A strikt diagonaldominante (n, n) –Matrix. Wir nehmen an, dass ein x 6= 0 exisitiert mit
Ax = 0 . Sei 1 ≤ k ≤ n mit ‖x‖∞ = |xk| . Dann impliziert akkxk +

∑
j 6=k

akjxj = 0 direkt

|akk| ≤
∑

j 6=k
|akj|
|xj|
|xk|
≤
∑

j 6=k
|akj|,

also einen Widerspruch zur strikten Diagonaldominanz von A . Demnach muß A regulär sein.

e.) A irreduzibel diagonaldominant. Wir nehmen wieder an, dass ein x 6= 0 exisitiert mit
Ax = 0 . Wir betrachten die Indexmengen

K := {k; |xk| = ‖x‖∞} und J := {k; |xk| < ‖x‖∞}.

Dann gilt K ∪ J = {1, . . . , n} und K ∩ J = ∅ . Es gilt allerdings auch J 6= ∅ , denn falls
nicht, lieferte Ax = 0

|akk||xk| ≤
∑

j 6=k
|akj||xj| für alle k = 1, . . . , n,

also einen Widerspruch zu |akk| >
∑
j 6=k
|akj| für mindestens ein k ∈ {1, . . . , n} .

Es gibt also Indizes k ∈ K und j ∈ J mit akj 6= 0 , denn falls nicht, folgte akk = 0
und es gäbe keine von Pk wegführenden Kanten in G(A) , so dass Letzterer nicht stark
zusammenhängend wäre. Ähnlich zu d.) schliessen wir jetzt für einen solchen Index k

|akk| ≤
∑

l 6=k
|akl|
|xl|
|xk|

<
∑

l 6=k
|akl|,

weil für l = j |xl|
|xk| < 1 und akj 6= 0 gilt. Das stellt schließlich einen Widerspruch zur

irreduziblen Diagonaldominanz von A dar. Also muß A regulär sein.



Aufgabe 2:
a.) Sei

B :=




β γ

α
. . . . . .
. . . . . . γ

α β


 ∈ R

n×n

mit α · γ > 0 . Dann besitzt B die Eigenwerte

λi = β + 2
√
αγ sign(α) cos(

iπ

n+ 1
), 1 ≤ i ≤ n

und die Eigenvektoren vi mit den Komponenten

vij = (
α

γ
)

j − 1

2 sin(
ijπ

n+ 1
), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Lösung:

1. Wählt man in obiger Formel j = 0 und j = n + 1 , dann erhält man vi0 = vin+1 = 0 .
Damit gilt

(Bvi)j = γvij+1 + βvij + αvij−1

= γ(
α

γ
)

j

2 sin(
i(j + 1)π

n+ 1
) + β(

α

γ
)

j − 1

2 sin(
ijπ

n+ 1
) + α(

α

γ
)

j − 2

2 sin(
i(j − 1)π

n+ 1
)

= (
α

γ
)

j − 1

2



γ(

α

γ
)

1

2 sin(
i(j + 1)π

n + 1
) + β sin(

ijπ

n + 1
) + α(

α

γ
)

−1

2 sin(
i(j − 1)π

n+ 1
)





= (
α

γ
)

j − 1

2

{
sign(α)

√
αγ sin(

i(j + 1)π

n + 1
) + β sin(

ijπ

n + 1
) + sign(α)

√
αγ sin(

i(j − 1)π

n+ 1
)

}

Wegen Additionstheorem sin(δ1 ± δ2) = sin(δ1) cos(δ2)± cos(δ1) sin(δ2) gilt:

sin(
i(j + 1)π

n+ 1
) + sin(

i(j − 1)π

n+ 1
) = 2 sin(

ijπ

n+ 1
) cos(

iπ

n + 1
) ⇒

(Bvi)j = (
α

γ
)

j − 1

2 sin(
ijπ

n+ 1
)

{
2
√
αγ sign(α) cos(

iπ

n+ 1
) + β

}
= λiv

i
j

D.h. λi , i = 1, ..., n, ist Eigenwert von B zum Eigenvektor vi !

2. Offensichtlich gilt λk 6= λl für k 6= l , d.h. alle Eigenwerte haben die algebraische Viel-
fachheit 1 und damit die geometrische Vielfachheit 1, d.h. die obige Behauptung gilt.



Seien jeztz β = 2
h2 , α = γ = −1

h2 Dann ist B symmetrisch, folglich gilt

‖B‖2 = ρ(B),

d.h. der Spektralradius von B stimmt mit der Spetralnorm von B überein. Damit gilt für
symmetrische Matrizen B auch

κ2(B) = ρ(B)ρ(B−1) =
λmax(B)

λmin(B)
, falls B positiv definit.

In unserem Fall gilt λn = λmax(B) und λ1 = λmin(B) . Ferner

h2λ1 = 2(1− cos
π

n + 1
) ≈ π2

(n+ 1)2
, h2λn = 2(1− cos

nπ

n+ 1
) ≈ (4− π2

(n+ 1)2
),

wobei wir Terme höherer Ordnung als 2 in h2 = 1
(n+1)2 vernachlässigt haben. Wir erhalten

κ2(B) =
λn
λ1
≈ 4

π2
(n+ 1)2 ≈ h−2.

Die Kondition von B wächst demnach wie n2 , wird also sehr schlecht, falls n sehr groß wird.

b.) Die Iterationsmatrix des Jacobi–Verfahrens zu B hat die Gestalt

MJ := −




0 γ
β

α
β

. . . . . .

. . . . . . γ
β

α
β

0




Hinreichende Bedingungen für die Konvergenz des Jacobi–Verfahrens:

• |α|+ |γ| < |β| (strikte Diagonaldominanz),

• α, γ 6= 0 und |α|+ |γ| ≤ |β| (Irreduzible Diagonaldominanz),

•
√
αγ

|β| ≤ 1
2

(Eigenwerte von MJ dann alle betragsmässig kleiner als 1, also auch der

Spektralradius).

Notwendige Bedingung (Spektralradius kleiner als 1):

√
αγ

|β| cos
iπ

n + 1
<

1

2
für i = 1, . . . , n.

c.) Sei

A =




2 −1 1
−1 2 −1
1 −1 2


 .



Dann besitzt A die Eigenwerte 4 und 1 (doppelt), ist also positiv definit. Ferner besitzt

MJ =




0 1/2 −1/2
1/2 0 1/2
−1/2 1/2 0




die Eigenwerte -1 und 1/2 (doppelt), also einen Spektralradius ≥ 1 . Somit kann das Jacobi-
Verfahren nicht konvergieren.

Aufgabe 3:
a.) Laut Voraussetzung sind alle Einträge in Lh von Null verschieden und Lh ist eine Tridia-
gonalmatrix, also irreduzibel. Ferner gilt

di ≥ −(li + ri) für alle 2 ≤ i ≤ n− 1

und d1 > −r1 , bzw. dn > −ln , so dass Lh irreduzibel diagonaldominant ist und somit nach
A1 e.) regulär.

b.) Wir haben (im Fall bi ≥ 0 )

di ≥
2

h2
=

1

h2
+
bi
2h

+
1

h2
− bi

2h
= |li|+ |ri| für alle 2 ≤ i ≤ n− 1,

weil 1
h2 − bi

2h
> 0 gilt. Ferner gilt

|r1| =
1

h2
− b1

2h
≤ 1

h2
<

2

h2
≤ d1

und

|ln| =
1

h2
+
b1

2h
<

2

h2
≤ dn,

so dass Lh irreduzibel diagonaldominant ist, denn 0 < h < 2
|bi| impliziert auch, dass alle

Einträge von Lh von Null verschieden sind. Der Fall bi ≤ 0 geht analog.

c.) ∗ Die Bedingungen aus a.) und b.) sind jeweils auch hinreichend für die Konvergenz, denn
das schwache Zeilensummenkriterium ist unter genannten Voraussetzungen erfüllt. Demnach
konvergieren dann Jacobi- und Gauß–Seidel Verfahren. Aufgabe 4:
Wird noch ergänzt.


