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Vorbemerkung

Dieses Numerik—Skript will, kann und soll kein Lehrbuch ersetzen. Vielmehr mochte es den
Studenten ermoglichen, der Vorlesung zu folgen, ohne den Zwang mitschreiben zu miissen. Es
soll sie auch anleiten, den behandelten Stoff in unterschiedlichen Lehrbiichern nachzulesen und
zu ergdnzen und sie damit in Stand setzen, beim Kauf eines Lehrbuchs eine begriindete Wahl
zu treffen.

Dal} dieses Skript geschrieben wurde, liegt auch am speziellen Hamburger Studienplan, der eine
Einfiihrung in die Numerische Mathematik parallel zu den Grundvorlesungen iiber Analysis,
Lineare Algebra und Analytische Geometrie vorsieht. Dies hat, neben einer frithen Einfithrung
in die Numerik, den Vorteil, daf} theoretische Ergebnisse aus Analysis, Lineare Algebra und
Analytische Geometrie sowohl ergénzt als auch motiviert werden konnen.

Natiirlich ergeben sich aus dieser Situation auch inhaltliche Konsequenzen. Die Auswahl des
Stoffes muB, so weit als moglich, danach ausgerichtet werden, was an mathematischen Kennt-
nissen durch die Schule oder die parallel laufenden Grundvorlesungen schon bereitgestellt wor-
den ist. Deshalb konnen eine Reihe von Themen, die iiblicherweise zu einer Einfiihrung in die
Numerische Mathematik gehoren, nicht, noch nicht oder nur marginal behandelt werden. Auch
die Reihenfolge des dargebotenen Stoffes ist diesen Rahmenbedingungen unterworfen. The-
menkomplexe, die inhaltlich zusammengehoren, miissen zum Teil zeitlich entzerrt werden, bis
die notwendigen Vorkenntnisse bereitgestellt worden sind. Aus diesen Griinden sind Ergénzun-
gen durch die Lehrbuchliteratur unverzichtbar.

Die meisten Numerik—Biicher setzen die Kenntnisse aus den Anfinger—Vorlesungen voraus
und sind deshalb als einziges Vorlesungsbegleitmaterial nur bedingt geeignet. Auch dies ist
ein Grund fiir die Erstellung dieses Skriptes.

Diese Schrift geht zuriick auf ein Skript, das von Christoph Maas angefertigt wurde und von
vielen Kollegen, die seither die Numerik gelesen haben (Werner, Hass, Opfer, Geiger, Hofmann,
Ulbrich, um nur einige zu nennen), ergdnzt, umgearbeitet und aktualisiert worden ist.
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0 Einfithrung

Unter Numerischer Mathematik versteht man die (zahlenméBige) Losung mathematischer Pro-
bleme mit Hilfe eines Computers. Insbesondere umfasst die Numerik folgende Aufgabenstel-
lungen:

a) Entwicklung von problemangepassten Algorithmen

b) Analyse von Algorithmen im Hinblick auf

— Effizienz

Zuverlassigkeit

Genauigkeit

Sensitivitit (z.B. bzgl. Rundungsfehlern)

Vor der Losung mathematischer Probleme steht deren Generierung. Mathematische Probleme
resultieren hiufig aus der mathematischen Modellierung wirtschaftlicher und technischer Auf-
gabenstellungen.

0.1 Produktionsplanung, Arbeitswerttheorie: Das Leontief Modell

In der Volkswirtschaftslehre muss man typischerweise eine ganze Reihe von Objekten untersu-
chen, die in wechselseitigen Abhiingigkeiten stehen. Wir betrachten eine Volkswirtschaft beste-
hend aus n Sektoren. Jeder Sektor ¢ € {1,...,n} produziert Giiter ¢; (Angabe in Mengenein-
heiten). Der Faktor a;;, € [0, 1] gebe an, welcher Anteil einer Mengeneinheit des Gutes g;, zur
Produktion des i-ten Gutes bendtigt wird.

Frage: Wieviele Mengeneinheiten ¢; des ¢-ten Gutes muf} jeder Sektor ¢ produzieren, um einen
UberschuB y; zu garantieren (i = 1,...,n)?

Wir bilanzieren:

yi:q@'_zaiqu fire=1,...,n.
k=1

Sammeln wir die Nettoausgaben vy, . . ., ¥, und die zu produzierenden Giiter ¢, . . ., ¢, in Vek-
toren y € R" und ¢ € R", so konnen wir diese Bilanzen kompakt in der Form
y=(E—A)yq

schreiben. Dabei bezeichnet ' € R™" die Einheitsmatrix und A := (a);,—; € R™ (= M(nx
n;R)) die Matrix der Produktionsfaktoren. Dieses Gleichungssystem kann nach ¢ aufgeldst
werden gdw (F — A)~! existiert. Nehmen wir also an, dass die Matrix F — A invertierbar ist.
Wir fragen uns als Nichstes, ob immer eine volkswirtschaftlich verniinftige Losung unserer
Aufgabenstellung existiert. Dazu fordern wir, dass aus y > 0 auch ¢ > 0 folgt (Ungleichungen
bei Matrizen und Vektoren immer Komponentenweise verstehen, falls nichts anderes festgelegt
wird!). Hinreichend dafiir ist sicherlich (E — A)~! > 0, denn dann kénnen wir folgern

(E—-A)"'>0undy>0=q=(E—A)'y>0.
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Wir wollen die Matrix ' — A produktiv nennen, falls sie diese Eigenschaft besitzt. Es ist offen-
sichtlich, dass der Nachweis dieser Eigenschaft der Matrix ¥ — A zusitzliche Anstrengungen
erfordert.

Um das Vorgehen an einem Beispiel zu erldutern, betrachten wir eine Volkswirtschaft mit nur 3
Sektoren

— Landwirtschaft,
— produzierendes Gewerbe (Industrie) und
— Transportwesen.

Wir nehmen folgende Abhéngigkeiten an:

a) Bei der Produktion landwirtschaftlicher Giiter (Lebensmittel) im Werte von
1000,00 EURO werden landwirtschaftliche Giiter im Wert von 300,00 EURO
(Getreide, . . .), Transportleistungen im Wert von 100,00 EURO und industrielle
Giiter im Werte von 200,00 EURO (Landmaschinen, . . .) gebraucht.

b) Die Herstellung von Industrieprodukten im Wert von 1000,00 EURO benétigt
Lebensmittel im Wert von 200,00 EURO, andere Industrieprodukte im Wert
von 400,00 EURO und Transportleistungen im Wert von 100,00 EURO.

¢) Zur Erbringung von Transportleistungen im Wert von 1000,00 EURO sind
Lebensmittel im Wert von 100,00 EURO, industriell gefertigte Giiter (Fahr-
zeuge, Treibstoff,. . .) im Wert von 200,00 EURO und Transportleistungen
(z.B. Treibstoffversorgung) im Wert von 100,00 EURO erforderlich.

Welche Mengen miissen die einzelnen Sektoren produzieren, damit die Gesamtwirtschaft fol-
gende Uberschiisse erwirtschaftet;

Landwirtschaft 20.000 EURO
Industrie 40.000 EURO
Transportwesen 0 EURO

x1, gebe an, wieviele Mengeneinheiten im Wert von je 1000,00 EURO die Landwirtschaft pro-
duziert. x; und x7 seien die entsprechenden Werte fiir Industrie und Transportwesen. Die ge-
suchten Mengen miissen also folgende Bedingungen erfiillen:

07IL—02£L']—01£L'T = 20
—0.11;L—O.2x1—|—0.9xT = 0

Diese Aufgabenstellung verlangt also — etwas allgemeiner formuliert — das Losen eines Sy-
stems linearer Gleichungen

a1 I + a9 + ... + ainT, = bl
o1 T1 + Q999 + ... + a9, x, = b2

(1
Am1 L1 + QmaTa + ... + QupZTn = by,



mit gegebenen Zahlen a;; und b; und gesuchten GroBen z;, i =1,...,m, j=1,...,n(m
Gleichungen, n Unbekannte).

In der Linearen Algebra wird untersucht, wann ein solches System 16sbar ist und welche Struk-
tur (Vektorraum, lineare Mannigfaltigkeit,. . .) die Menge der Losungen hat.

In der numerischen Mathematik wollen wir untersuchen, wie wir in dem Spezialfall, dass das
System genau eine Losung hat, diese moglichst schnell und genau berechnen kénnen.

0.2 Elektrische Netzwerke

Gegeben sei das abgebildete elektrische Netzwerk mit Widerstinden Ry, Spannungen Uy und
Stromen Iy, 4, Ig, [, k=1,...,6.

U, IB

Gegeben seien die Widerstdnde Ry, .. ., Rg (Einheit Ohm) und die Strome [ 4, /5 (Einheit Am-
pere). Gesucht sind die Strome [, ..., I und .

An jedem Widerstand gilt das Ohmsche Gesetz:
Spannung = Widerstand x Strom (kurz: U = R - I)
In jedem Knoten gilt die erste Kirchhoffsche Regel:

Summe der Teilstrome im Knoten = 0.



In jeder Masche gilt die zweite Kirchhoffsche Regel:
Summe der Teilspannungen = 0.
Dies ergibt (wir eliminieren die Spannungen U, mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes Uy, = Ry [):

L—L+1,=0 (1. Kirchhoffsche Regel im Knoten A)
ILh—I3+1Ig=0 (1. Kirchhoffsche Regel im Knoten B)
Is—1,+1;=0 (1. Kirchhoffsche Regel im Knoten ')
—L+1,—1=0 (1. Kirchhoffsche Regel im Knoten D)
—Is+1g—Ig=0 (1. Kirchhoffsche Regel im Knoten E)
RiIi + Roly + R3ls + Ryly =0 (2. Kirchhoffsche Regel in der Masche ABC D)
Ryl + Rsls + Rglg =0 (2. Kirchhoffsche Regel in der Masche C D E)

In Matrixschreibweise:

1 -1 0 0 0 0 O L —14
o 1 -1 0 0 0 O P —Ip
o o0 1 -1 1 0 ©0 I3 0
-1 0 0 1 0 -1 0 I | = 0
o 0 o0 o0 -1 1 -1 I 0
R, R R¢ R, 0O 0 O Ig 0
0 0 0O Ry Ry Rs O Ip 0

Konkrete Zahlenwerte:
Ri=1 Ry=2, R3=5, Ry=4, Ry=1, Rg=17, I, =7, Ip=—1.
Dann ergibt sich das folgende Lineare Gleichungssystem:

1 -1 0 0 0 0 O L -7

0o 1 -1 0 O O O P 1
o o0 1 -1 1 0 ©0 I3 0
-1 0 0 1 0 -1 0 I, |=10
o 0 0 o0 -1 1 -1 I 0
1 2 5 4 0 0 O Is 0
o o0 0 4 1 17 0 Ip 0

Lineare Gleichungssysteme effizient auf dem Rechner zu 16sen, ist eine zentrale Aufgabenstel-
lung der Numerik. In praktischen Anwendungen konnte das betrachtete Netzwerk aus 100000
Widerstdnden und mehr bestehen. wir hitten dann mindestens 100000 Unbekannte und damit
ein riesiges Gleichungssystem zu 16sen.

Zur effizienten Losung linearer Gleichungssysteme werden wir u.A. das GauB3sche Elimina-
tionsverfahren kennenlernen. Hierbei wird das System schrittweise auf obere Dreiecksgestalt
tiberfiihrt:

1 -1 0 0 0 0 O0]-=7
o 1 -1 0 0 0 0|1
o 0 1 -1 1 0 0160
-1 0 0 1 0 -1 020
o o0 0 o0 -1 1 —-1(20
1 2 5 4 0 0 010
o o0 0 4 1 17 0[O




1 -1 0 0 0 0 0|7
o1 -1 0 0 0 O0]1
o 0 1 -11 0 010
-0 -1 0 1 0 -1 0 |-=7
o 0 o0 o0 -1 1 -1|0
o 3 5 4 0 0 0|7
o 0o 0 4 1 17 O
1 -1 0 0 O O 0]|-=7
o 1 -1 0 0 0 01
o 0o 1 -1 1 0 010
-0 0 -1 1 0 -1 O |—6
o 0 0 0 1 1 =10
o 0 8 4 0 0 04
o 0 0 4 1 17 0| O
1 -1 0 0 O 0 0 -7
0o 1 -1 0 O 0 0 1
0O 0 1 -1 1 0 0 0
—- 10 0 0 12 =8 0 0 4
0O 0 0 0 1 —1 0 —6
0o 0 0 0 0 20667 0 |20.667
0o 0 0 0 O 0 —-1| -6

Dieses gestaffelte Gleichungssystem kann nun leicht aufgelost werden:

—6 20.667 —6—(=1)-1
= _—1 = s = _[5 =

I _ _
E 20.667 1

I = —5 usw.

Insgesamt ergibt sich
(I,...,1s,1g) = (—4,3,2,-3,-5,1,6).

0.3 Populationsmodelle, hier das Riuber-Beute Modell

Wir stellen uns einen Lebensraum vor mit unbeschrinkten Ressourcen, der nur von 2 Spezies
bewohnt wird, ndmlich den Grfr und FrGr. Die GrFr konnten sich ungestort vermehren, wiren
da nicht die FrGr, deren einzige Nahrungsquelle die GrFr sind und welche letztendlich ausster-
ben wiirden ohne diese Nahrungsquelle. Wir fragen uns nun, wie sich in dieser Situation die
Sorten GrFr und FrGr ausgehend von Anfangsspopulationen G und Fj in dem Zeitraum (0, 7]
mit 7" > 0 entwickeln werden.

Fiir die zeitlichen Populationsverldufe G(t) der GrFr und F'(¢) der FrGr erhalten wir folgendes
mathematische Modell;

(t) = —cF(t) + dF(t)G(t), ¢ fiirt e (0,7T). (2)



In diesem Modell bezeichnen a, b, c und d positive Proportionalititskonstanten. Die Angabe von
geschlossenen Populationsverldufen gelingt i.d.R. nicht (denn es handelt sich um ein System
nichtlinearer Differentialgleichungen). Verbleibt aber immer noch die Moglichkeit, numerische
Néherungslosungen fiir die Populationsverldufe G(ty), F'(tx)(k = 0, ..., n) zu den Zeitpunkten
0=t <ty <--- <t <---<t, =T zuberechnen. Dazu ersetzen wir in (2) Ableitungen
durch Differenzenquotienten und erhalten fiir k = 0,...,n — 1

G(tr1) — G(tr)

~ aG(thrl) - bG(thrl)F(thrl)u

- tthrl —% .
(tis1) — F(tn)) ~ —cF(tgy1) + dF (tgs1)G(ter1), ®
tk+1 — tg

Gleichheit konnen wir in (3) natiirlich nicht mehr erwarten, denn Differenzenquotienten appro-
ximieren Ableitungen (bestenfalls) ja nur. Wir sind allerdings guter Hoffnung, dass die aus dem
nichtlinearen Gleichungssystem

Gk+1 - Gk — aGk+1 o kaJrleJrl
tpr1 — t 7

y — —eptt g gprrghe, (EE 0 v
k+1 — Lk

GOIG(), FOIFO

berechneten GroRen G*, F* gute Niherungen der gesuchten Populationen G/(t},), F(t;) darstel-
len (falls die Feinheit max{|ty 1 — tx]|,0 < k < n — 1} des "Gitters” t; < --- < t, klein
genug ist). Die Gleichungen (4) definieren fiir jedes & € {0, ...,n — 1} ein nichtlineares Glei-
chungssystem zur Bestimmung von G**1, Fk*1 (bei gegebenen G*, ). Tipp: Programmieren
Sie die Aufgabenstellung aus (4) und tragen Sie F' gegen G im sogenannten Phasendiagramm
auf, vergleiche Abb. 1.

0.4 Portfolio Modellierung und Optimierung

Jeder Investor sollte sich dariiber im Klaren sein, dal Gewinnvergrosserung einhergeht mit stei-
gendem Investitionsrisiko. Stellen wir uns folgende Situation vor;

Es liegen n Investionsmoglichkeiten vor mit Renditen r; (i = 1,...,n).

Die Renditen sind a-priori nicht bekannt und werden als normalverteilte Zufallsvariablen
(N (p, 0%)-verteilt) angenommen. Die Erwartungswerte seien u; = F|[r;] und die Varian-
zenV(r;) = o = E[(r; — w;)?].

Die Menge an fliissigen Finanzmitteln sei gleich 1.

Wir konstruieren unser Portfolio, indem wir z; Anteile unserer fliissigen Mittel in Inve-

n
stionsméglichkeit ¢ investieren. Dabei gilt > x; = 1.
i=1



G0=0.25, F0=0.75

—#— Rauber—Beute Phasendiagramm

1.8

1.6

121

0.8

0.4

0.2

Abbildung 1: Phasendiagramm des Riuber-Beute Modells
Wie wird jetzt die Rendite modelliert? Es gilt natiirlich

n
R = E €Z;T;.
i=1

Jetzt sollten wir noch ein Mal dafiir aufstellen, wie wir ein Portfolio bewerten. Dazu betrachten
wir den Erwartungswert der Rendite

ER|=FE Z%ﬁ] = Z%E[ﬁ] =a'p,
i=1 =1
wobei wir die Anteile z; und die Erwartungswerte y; in Vektoren x = (zy,...,x,)" und p =
(1, - - -, f1n)" zusammengefaBt haben. Und schlieBlich noch die Varianz der Rendite,

E[(R— E[R]))?] = Z Z zixjo05p5 = G,

i=1 j=1
wobei G = (gi;)ij=1...n» gij := 0;0;p;; und

Elri = pa)(ry =)l
Pij = Uiaj] ’ ) Z?jzla"'ana

die Kovarianz zwischen den Anlagen ¢ und j bezeichnet. Sie ist ein Maf dafiir, inwieweit sich
die Renditen der Anlagen 7 und j in die selbe Richtung entwickeln.

Wie soll unser Portfolio jetzt aussehen bzw. welches sind die Kriterien, nach denen wir un-
ser Portfolio gestalten wollen? Der gesunde Menschenverstand schligt uns vor, moglichst viel
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Gewinn bei kleinen Risiken zu erwirtschaften (denn wir sind ja keine Zocker!), in den oben
eingefiihrten Termen heif3t das

Optimierungsziel: Maximale Rendite bei moglichst kleiner Varianz des Portfolios.
Wir landen somit bei der Optimierungsaufgabe

max F(r) := 2’y — ka'Gx  bei le =1,2>0. )

rER™
i=1

Dabei variiert der Parameter x € [0, 00) und ist offensichtlich ein MaB dafiir, wie wichtig uns
geringes Risiko bei der Portfoliogestaltung letztendlich ist (GroBes ~ meint kleines Risiko).
Dieses Modell der Portfoliogestaltung geht zuriick auf Markowitz [8].

Bis hierhin haben wir verschwiegen, wie wir uns die Daten x; und o; und p;; fiir das Optimie-
rungsproblem (5) verschaffen. Das ist wiederum ein Optimierungsproblem fiir sich. Bei klas-
sischen Borsenwerten konnten z.B. die Daten aus der Vergangenheit genommen werden (die
vergangenen 5 Jahre etwa). Das geht allerdings nicht bei Startups. Am besten ist wohl eine Mi-
schung aus Erfahrungen bzw. Kenntnis der Materie und Daten aus der Vergangenheit, gepaart
mit einem guten Schuf} Gottvertrauen oder so.

Nun nehmen wir an, dall der Vektor p, die Matrix G und der Parameter « in (5) bekannt sind.
Wir haben uns folgende Fragen zu stellen.

Besitzt das Optimierungsproblem (5) eine Losung?
Sind mehrere Losungen moglich?

Ganz wichtig: Wie konnen Losungen numerisch berechnet werden?



1 Zahlendarstellung und Rundungsfehler

Wir wollen hier nur eine vereinfachte, beispielorientierte und keineswegs vollstindige Einfiihrung
in die Problematik des Rechnens an Computern geben. Eine ausfiihrlichere, gut lesbare Darstel-
lung dieses Themenkreises, die allerdings gewisse Grundkenntnisse der Analysis voraussetzt
(Differenzierbarkeit, Taylorreihe), findet man z.B. in Stoer: Numerische Mathematik I, §1.

In den (von uns benutzten) Digitalrechnern hat man nicht die reellen Zahlen zur Verfiigung,
sondern nur eine endliche Menge A von Zahlen, die sog. Maschinenzahlen. Also gibt es
in jedem Intervall zwischen zwei benachbarten Maschinenzahlen unendlich viele Zahlen, die
der Computer nicht ,kennt“. Man muss also iiberlegen, wie man diese Maschinenzahlen am
zweckmiBigsten auswihlt und welche Konsequenzen diese Auswahl fiir die Ergebnisse unserer
Rechnungen besitzt.

1.1 Rundungsfehler

Unabhéngig von der Auswahl der Maschinenzahlen muss eine Zahl = ¢ A durch eine gerunde-
te Zahl rd(x) € A angenihert werden. Verniinftig ist hierbei folgende Optimalititsforderung

rd@)—a] < ly—al VYyeA.

Liegt = genau in der Mitte zwischen zwei Maschinenzahlen, bendtigt man eine Zusatzregel:
man wéhlt z.B. die betragsgroflere der beiden moglichen Zahlen.

Wie muss nun eine FehlergroBe festgelegt werden, die Auskunft iiber die Genauigkeit einer

Approximation gibt? Grundsitzlich gibt es zwei Fehlertypen:

1) absoluter Fehler ey, = rd(z) —x

rd(x) —x

2) relativer Fehler e, :=

Ihre Bedeutung machen wir uns an Beispielen klar.

Die Entfernung der Mittelpunkte von Erde und Mond bis auf einen absoluten Fehler von 5 m
zu bestimmen, ist auBerordentlich genau. Fiir die Angabe der GroBe einer Parkliicke ist eine
Fehlermarke von 5 m &duBlerst ungeniigend. Ein absoluter Fehler von ca. 50 cm ist hier ange-
brachter. Diese Fehlergrof3e ist wiederum bei der Bestimmung der Wellenléinge des sichtbaren
Lichts (etwa 0.4 - 1075 m bis 0.8 - 1075 m) mebhr als wertlos.

Die Tolerierbarkeit eines Fehlers wird also weniger durch seine absolute Grofle als durch sein
Verhiltnis zur GroBenordnung des exakten Werts festgelegt (relativer Fehler).

Es hat sich deshalb als sinnvoll erwiesen, die Maschinenzahlen so zu verteilen, dass fiir jede
Zahl z aus den Intervallen [—M, —m| bzw. [m, M] der Zahlen, die man im Rechner dar-

stellen will, (m bzw. M sind die kleinste bzw. grof3te positive ganze Zahl, die man im Rechner

rd(x) —x

darstellen will) der relative Fehler betragsmifBig eine moglichst kleine Schranke

x
nicht iibersteigt. Dies fiihrt zur Benutzung der Gleitkommadarstellung fiir Zahlen im Rechner,
die dieser Bedingung geniigt, wie wir noch zeigen werden.

9



1.2 Gleitkommadarstellung

Eine Zahl ungleich Null wird dargestellt in der Form

a = Ztag.aray ... a1 - G°

Hierbei ist g die Basis (g9 = 10, Dezimalsystem, wird bei der Eingabe von Zahlen in den Rech-
ner und bei der Ausgabe von Ergebnissen benutzt, intern benutzen die Rechner das Dualsystem,

g =2).

Der Exponent p ist eine ganze Zahl, die betragsméBig rechnerabhiingig beschriankt wird (z.B.
Ip| <99),

Die Mantisse ag.ay ...ai—1, a; € {0,1,2,...,9—1}, 7=0,...,t —1 isteine Ziffernfolge
der Mantissenldnge ¢ (€ IN). ¢ wird rechnerabhéngig fixiert. Es wird gefordert

CLQ#O.

Die Gleitkommazahl hat den Wert
a=(aog’ +arg™ + -+ arg " V)g".

Im Rechner wird zur Ein- und Ausgabe von Ergebnissen iiblicherweise das Dezimalsystem
(9 = 10) benutzt. Zahlen, die nicht in diese Darstellungsform passen (Zahlen mit groBe-
rer Mantissenlidnge als ¢, z.B. Wurzeln und unendliche Dezimalbriiche) werden im allg. be-
tragsméBig nach folgender Vorschrift gerundet:

Fir |z| =ag.a1as ... azazq ... - 107 ist

ag.ay ... a1 - 10P, falls a; < 5
rd(z)| = {

(CLO a1 ... Q1+ 10_(t_1)) . 10]37 falls a; > 5

Das Vorzeichen bleibt ungeéndert.

Wir berechnen den maximalen relativen Fehler von rd(x) der Rundung in der Gleitkomma-
darstellung mit g = 10.

Laut Rundungsvorschrift gilt:  (falls |z| > m)

lrd(z) —z| < 5-107"-107,
‘$C| > g .A1 A9 ...0¢_1 * 10P > 10P (beachte (o) # 0)

L o< 107

somit rdoel < 5010701072107 = L0
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Auf die gleiche Weise zeigt man fiir eine beliebige Basis g

|rd(x) — x| < gt
|z] B '

N | —

Diese Zahl hei3t Maschinengenauigkeit .

Sie gilt einheitlich fiir den Gesamtbereich der darstellbaren Zahlen, und héngt bei vorgegebener
Basis g nur von der Mantissenlidnge ¢ (der Anzahl der verwendeten Ziffern) ab.

Das folgende Beispiel zeigt, dass dies fiir den absoluten Fehler nicht gilt.

Beispiel.
g =10, t =10, [p| <99.

1.000000000 - 10~

Differenz 1-1079.10799 = 107108
1.000000001 - 10799

9.999999998 - 10%

0.909990999 . 10% } Differenz 1-1079-.10% = 10%

Die absolute Differenz benachbarter Zahlen, und somit auch der Rundungsfehler, wichst mit
dem Betrag der dargestellten Zahl.

Standards

Alle aktuellen Computer arbeiten mit Binédrzahlen, d.h. g = 2. Als Standard hat sich der IEEE-
Standard durchgesetzt:

a) Einfache Genauigkeit:

g=2, t=24, —126<p<127,

b) Doppelte Genauigkeit:

g=2, t=253, —1022 <p <1023,

1.3 Konditionszahlen

Im Zusammenhang mit Rechenfehlern (z.B. durch Rundung) ist es von grofler Bedeutung, wie
stark Rechenfehler in den Eingangsdaten durch einen Algorithmus verstéarkt werden.

Wir betrachten hierzu einen Algorithmus, der aus einer Zahl x € R eine Zahly = f(z) € R
berechnet. Sei nun 7 ein Niherungswert fiir  (z.B. £ = rd(x)). Wir bezeichnen mit Az den
absoluten Fehler, d.h.

Ar =17 — .

Verwenden wir als Eingabe fiir den Algorithmus nicht z, sondern die Ndherung z, und nehmen
wir idealisierend an, dass der Algorithmus keine weiteren Rechenfehler hinzufiigt, so erhalten

11



wir das Ergebnis § = f(Z) anstelle des exakten Ergebnisses y = f(z). Der absolute Fehler in y
ist dann

Ay=g—y=f(&)— f(z)

Nehmen wir an, dass f stetig differenzierbar ist und dass |Az| klein ist, so gilt in guter Ndherung

Ay = f(z+ Az) — f(x) = %(x)A:c + p(Az) = %(x)A:c

Hier haben wir die Taylor-Entwicklung verwendet und bezeichnen mit p das Restglied. Es gilt

lim @ =0.
t—0 t
Wegen
d
Ay ~ é(x)A:c

gibt die Zahl % (x) in guter Ndherung den Verstirkungsfaktor des absoluten Fehlers an.

Bezeichne

_ Ax

o

den relativen Fehler von x. Fiir den relativen Fehler von y gilt dann

Ex

Ay %(x)Ax_x%(x)
Sy oy )

Ey €z

Die Zahl ;ﬁﬂ(”x()) gibt also in guter Nidherung den Verstirkungsfaktor des relativen Fehlers an.

Wir fassen zusammen:

Definition 1.1. Mit s, := % (x) bezeichnen wir die absolute Konditionszahl des Algorithmus’
ar

Ty = f(x). Mit Ky 1= xf_%m(f) bezeichnen wir die relative Konditionszahl des Algorithmus’
Beispiel.

Zur Illustration betrachten wir die Subtraktiony = x — 1 beiz = 1 + ¢, ¢t € R. Das Problem
besteht also in der Auswertung von = +— y = f(x) mit f(z) = x — 1 beix = 1 + ¢. Es gilt

df

Rabs = %(37) = 17
x%(x) 1+t 1
Rrel = = =—-+1
CEEERE

Wir sehen, dass die relative Konditionszahl sehr gro8 ist, falls « nahe bei 1 liegt.

Dieses Phinomen nennt man Ausloschung. Betrachte z.B.
y=2—1=1.00015—-1=0.00015 fir x = 1.00015.
Bei fiinfstelliger Rechnung im Dezimalsystem gilt

T =rd(z) =1.0002, Ar=37—z=000005 &, =—4.99925 10",

12



Anstelle des exakten y wird berechnet:
g=vy+ Ay =rd(x)—1=1.0002 — 1 = 0.0002.
Der absolute Fehler von y ist also

Ay = § —y = 0.0002 — 0.00015 = 0.00005.

Der relative Fehler von y ist

Ay 0.00005

- — 0.33333.
v T, T 0.00015

Mit Hilfe der Konditionszahl erhalten wir das gleiche Ergebnis:

1.00015
0.00015

-4.99925 - 107° = 0.33333.

€y = Rrel€z =

1.4 Hilfe gegen rundungsbedingte Rechenfehler

Hilfe gegen rundungsbedingte Rechenfehler ist nur begrenzt moglich, aber nicht zu vernachléssi-
gen. Man kann zunéchst eine

Fehleranalyse

durchfiihren. Diese kann man direkt durchfiihren oder aber mit Hilfe der Konditionszahlen. Zur
Illustration fithren wir eine direkte Fehleranalyse der Grundrechenarten durch (um zu wissen,
welche Operationen wie geféhrlich sind).

Es bezeichne 7 eine Niherung von z, Az den absoluten Fehler und €, den relativen Fehler, d.h.

Ar T —=x

Ex = oder 7 = z(l+e,).

T T

Addition:
Wir berechnen den relativen Fehler €., der Summe z + y.
. T+ g—(r+y)
o (@+y)
Durch Ausrechnen folgt . .
T—x —
- LIy

r+y r+y

T Yy
= Ex + Ey -
T+ r+y

FAziT: Bei der Addition von Zahlen gleichen Vorzeichens addiert sich der relative Fehler der

Eingangsdaten hochstens, da — Y T S 1.
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Subtraktion:
Man ersetze in obiger Rechnung y durch —y (alsox > 0, —y > 0), dann erhilt man

x Yy
€p —

r—y r—y

Ex—y ~ Ey -

Hier kann ein Ungliick passieren, wenn x und y fast gleich groB sind (vgl. das Beispiel a)).
Ist zum Beispiel y eine Maschinenzahl, also ¢, =0, x —y =~ 1072, z =5, so folgt

€y ~ 5-10%¢,.

Dieses Phinomen bezeichnet man als ,,Ausloschung® (richtiger Ziffern).

Multiplikation:
N TYy—x-y (I +e) - y(l+e,) —ay
T aey N Ty
TYEL +XYEy, +XYELE
- W Yoy T Y Cxly Erte,tErEy, N Ex+E,
ry
also Exy R &z + gy, also ,relativungefihrlich®.

Division: Analog zu oben erhélt man

Ex/y = Ex — &y
Gefihrlich ist also vor allem die Subtraktion anndhernd gleich groer Zahlen. Wir werden in
den Ubungen Beispiele fiir ihre Auswirkung und ihre Vermeidung kennenlernen.

Natiirlich sollte man Fehleranalysen wie oben fiir ganze mathematische Verfahren durchfiihren.
Dies ist sehr aufwendig und im Rahmen dieser Veranstaltung nicht moglich (vgl. dazu etwa:
Wilkinson: Rundungsfehler).

Wir miissen uns hier mit Hinweisen bzgl. der einzelnen zu behandelnden Verfahren zufrieden
geben.

Allgemein kann man nur empfehlen:

e Vermeide Rechenoperationen, die Fehler verstirken (z.B. Ausloschung).

e Vermeide Verfahren, die eine zu genaue Angabe von Eingabedaten oder Zwischenergeb-
nissen (vgl. etwa Beispiel b)) verlangen.

e Vermeide Eingabewerte, fiir die das Problem sich kaum von einem unlésbaren Problem
unterscheidet, oder die in der Nihe von Werten liegen, fiir das sich das Verfahren unvor-
hersehbar verhilt.

e Vermeide rundungsfehleranfillige Verfahren (Beispiele werden wir kennenlernen).
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2 Lineare Gleichungssysteme

Wir erinnern an das Leontief Modell aus Abschnitt 0.1. Dort wird folgendes Gleichungssystem
hergeleitet,
0.7[L‘L — 021'] —0.1 rr = 20,

—OlIL—02$]+09$T = 0,

dessen Losung wir etwa mit Hilfe von MATLAB berechnen konnen (¢ = (E — A) backslash y,
vergl. Abschnitt 0.1). Wir erhalten

T 08.2278
rr | =1 90.5063
Tr 26.5823

Was aber steckt hinter der Befehlsequenz ¢ = (E — A) backslash y?

Diese Aufgabenstellung verlangt also — etwas allgemeiner formuliert — das Losen eines Sy-
stems linearer Gleichungen der Form

Ax = b. (6)
Dabei bezeichnen

ai;lr a2 ... Qip bl il

o
I
()
i
8
I

Upi QAp2 ... Gpn by, Tn

die Systemmatrix, den Vektor der rechten Seite, bzw. die gesuchte Losung. A isteine (n x n)—
Matrix (n Zeilen, n Spalten), die (n x 1)-Matrizen b und « heilen (Spalten)—Vektoren.
Wir bezeichnen weiter

A € R™" (= M(n x m;R), bx ¢ R = R"

Diese Bezeichnung deutet an, dass die Eintrdge der Matrizen reelle Zahlen sind. Natiirlich ist
auch z.B. A € C™*" moglich. Der 1. obere Index bezeichnet immer die Zeilenzahl, der 2.te
die Spaltenzahl.

Der Ausdruck A x bezeichnet das Matrix-Vektor Produkt, falls A € R™ ™ und & € R". Das
Bildungsgesetz dieses Produktes kennen Sie aus der Linearen Algebra (vgl. dazu auch Fischer,
§2.4).
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2.1 Das GauBsche Eliminationsverfahren

Es macht keine Schwierigkeiten, ein lineares Gleichungssystem zu l16sen, wenn es folgende
Gestalt hat.

a1 ry + apry + ... + Aipn Typ — bl
oo o + ... + a9, T, = bQ

(7)
App Tn = bn

Man sagt dann, die Matrix A = (a;;); j=1,.., hat obere Dreiecksgestalt: d.h. a;; =0 fiir alle
1> 7.

air aiz dais <o Qip
0 92 Q923 ... Qop
0 O . : ) )
A = ) ) . , obere Dreiecksmatrix . 8)
: oy :
0 0 apn
Wenn alle Diagonalelemente a; # 0, @ = 1,...,n sind, erhédlt man die eindeutige Losung

von (7) durch Riickwirtseinsetzen:

Ty = by/ap,
Tp—-1 = (bnfl — Qp—1n xn)/anfl,nfl
9
To = (bo — ATy — ... — Q23%3)/ax
1 = (b — ApTy — ... — A13%3— A12T2)/a1;

oder in der Summenschreibweise

x; = (bi — Z az‘j%‘) /aii7 i=n, n—1...,1. (10)

j=i+1

¢
<Beachte, dass > ... =0, falls / < h.)
j=h

Erfreulicherweise lassen sich alle eindeutig 16sbaren linearen Gleichungssysteme auf die Form

(7) bringen. Dies gelingt mit Hilfe der folgenden elementaren Umformungen, welche die Losungs-
T

menge des Systems, das sind alle Vektoren * = : , die dem System (1) fir m = n
‘/En

geniigen, nicht @ndern:

1) Man kann zu einer Gleichung (d.h. einer Zeile von A und der zugehorigen Komponente
von b) ein Vielfaches einer anderen Gleichung addieren.
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2) Die Losungsmenge dndert sich nicht, wenn man die Reihenfolge der Gleichungen ver-
tauscht.

Wir benutzen diese beiden Eigenschaften, um das Gleichungssystem A = b so umzuformen,
dass alle Elemente a;; unter der Hauptdiagonalen (also ¢ > 7) ,,zu Null gemacht* (eliminiert)
werden.

Wir bezeichnen das System in der Ausgangsform mit der vollbesetzten Matrix A mit

AO g = O

Im 1. Schritt subtrahieren wir fiir ¢ = 2,...,n vonder i—ten Gleichung das aﬁ?) / a(ﬁ)—fache

der 1. Gleichung und nennen das dadurch entstehende Gleichungssystem

AWz = pW»,
Das Bildungsgesetz lautet also fiir © = 2,...,n:
to = aY /all;
agjl-) = aﬁ?) — Ui -a(lg-), 17=1,....n
(11)
B o= Y — -

die 1. Zeile bleibt ungeédndert.

Bemerkung:
Die Elemente ag) fir + > 1 werden, falls sie spéter noch gebraucht werden sollten, nicht
programmiert (gerechnet), sondern gesetzt, ag) = 0, zur Vermeidung von unnotigen Run-
dungsfehlern.

Nach dem 1. Schritt hat das System also die Gestalt AWz = bM mit

0 0 0 0
© L0 (0) HO)

1y Qg - Ay
0 as ... ay) by
AL = ey od) |, e = S (12)
0 aly abn by
Im 2. Schritt subtrahieren wir fiir ¢ = 3,...,n von der (¢)ten Gleichung das ag) / aly) fache

der 2. Gleichung, d.h. wir annullieren nun alle Elemente unter a%). Das entstehende System

nennen wir
A® px = p@
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Bildungsgesetz: Fiir : = 3,...,n sei

lo = ay/ay),
1 1 .
ag) = az(j) — &gagj), j=3,...,n
ag) = 0, (13)
B = b — )

die ersten beiden Zeilen bleiben ungeindert.

Dann hat A® die Gestalt
(0) (0) (0)

ay Ay .. ... Gy,
0o a8y .. ... ol
: 0 ag? e agi)
A® (14)
. . a(g) .
43
0 0 a%) o
Dieses Verfahren fiihrt man fort. Im £—ten Schritt subtrahiert man fiir z = £+ 1,...,n von der

i—ten Gleichung das a* ™V / a\*"Y_fache der k—ten Gleichun , um die Elemente unter a1V
g ik kk g kk

zu annullieren, wir haben also das

Bildungsgesetz (k-ter Schritt):

Firi=k+1,...,n sei

o= ag ) fag ",
k k—1 k—1 ‘
agj) = az(j ) _ Eikaéj ), 1=k+1,...,n
ag:) = 0, (15)
o= Y b
die Zeilen 1,...,k bleiben unverindert.

Nach (n — 1) Schritten erhalten wir schlieBlich A®™~Y 2z = 6™~V mit der oberen Dreiecks-
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matrix
© L0 © (0)

ayy Qqo 13 -+ Oy
1 1 1
0 agz) agg) o agn)
A = Do : (16)
0 ... ... 0 an?Y

Das System A™ Yz = b™ Y hat die gleiche Losungsmenge wie das Ausgangssystem.
ATV 2 = bV kann durch Riickwirtseinsetzen gelost werden.

Mit Hilfe des Matrixkalkiils kann man den k—ten Schritt des GEV wie folgt beschreiben:

A% = L, A®D (17)
mit der Frobenius Matrix
1
1
L,, = ) (18)
—li 1k
—Ln i 1

mit {;; gemil (15), also

ly, = aZZ 1)/ =1 fijy i=k+1,...,n

Man erhilt somit insgesamt
A(n_l) - Ln72 A(n_Q) - Ln72 Ln73 e LO A(O) . (19)

Es ist einfach nachzurechnen, dass das Produkt A,_; L;_; = I (Einheitsmatrix) ist mit

Ak,1 - . (20)

Etwas miihsamer ist es festzustellen, dass sich das Produkt

1
521 1
L = A0A1 An72 = 632 (21)
gn,1,1 1
en,l gn,Q s gn,nfl 1
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in der angegebenen einfachen Form als linke Dreiecksmatrix ausrechnen lasst.

Multiplizieren wir die Gleichung (19) der Reihe nach von links mit A,, 5, A, _3,...,Ag, so
erhalten wir wegen Aj L, = [ und (21)

LAY = A0 = A, (22)

Die schlieBlich ausgerechnete Matrix R = A isteine (rechte) obere Dreiecksmatrix (vgl.
(16)). D.h. wir haben mit dem GEV die Ausgangsmatrix A in ein Produkt

A = L R (23)

einer linken mit einer rechten Dreiecksmatrix zerlegt. Die Darstellung (23) hei3t daher auch
LR-Zerlegung von A.

Damit lasst sich das Gaul3verfahren prinzipiell in 3 Losungsschritte aufteilen
1. A = LR (Zerlegungvon A)
2. Le= b (Vorwirtseinsetzen = ¢ = L'b =" = Rx) (24)
3. Rx= ¢ (Riickwirtseinsetzen = x = A~ 'b)

Bemerkungen

1. Im k-ten Schritt éindern sich die ersten & Zeilen von A*~Y und %~V nicht mehr.

2. Die bisher beschrieben GauB3-Elimination ist nur dann durchfiihrbar, wenn agz_l) # 0 gilt
fir k = 1,...,n. Sollte im k-ten Schritt a,(jg*l) = (0 sein (das muf} abgepriift werden),
so vertauschen wir die k—te Gleichung mit einer spiteren s-ten Gleichung (s > k), fiir
welche aiiil) # 0 gilt. Gibt es kein solches s, so sind die ersten k& Spalten von A (als
Vektoren aufgefallt) linear abhiingig und in der Linearen Algebra wird gezeigt, dass das

Gleichungssystem dann nicht eindeutig 19sbar ist.

In Gedanken konnen wir die im Laufe der Elimination notwendigen Zeilenvertauschungen
vorab durchfiihren (in der Praxis natiirlich nicht). Sei P € R"*" die resultierende Permu-
tationsmatrix. Dann haben wir am Ende die L R-Zerlegung der Matrix P A berechnet:

LR = PA.

Die Matrix P erhilt man, indem man die Zeilenvertauschungen in einem Vektor protokol-
liert, siehe spéter. Man muf hierbei beachten, dass bei Vertauschung zweier Zeilen von A im
k-ten Schritt auch die entsprechenden Zeilen der bisher berechneten /;;,1 < j <k <i <mn,
vertauscht werden miissen.

3. Natiirlich lassen sich mit dem GEV auch (m x n)-Gleichungssysteme mit n > m behan-
deln (vgl. Lineare Algebra).

4. Soll fiir eine quadratische Matrix A die Inverse X berechnet werden, A X = I,
so erhilt man die Spalten x',..., 2" von X durch Losung der Systeme

Azt = €, kE=1,....,n, e* = k—ter Einheitsvektor .

Zu ihrer Losung wird man nur einmal L und R geméal (23) berechnen und danach
LcF =e* und Rx* = cF 16sen.
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Beispiel zu 2.:

Das System ( (1J (1) ) ( ﬁl ) = ( 21 ) ist ohne Zeilenvertauschung nicht mit dem Gauf3
2 2

Algorithmus 16sbar.

Fiir invertierbare n x n Matrizen A gilt

Theorem 2.1. Sei A € GL(n;R). Dann gibt es eine Permutationsmatrix P € G L(n; R), sowie
eine obere Dreiecksmatrix R € GL(n;R) und eine untere Dreiecksmatrix L € GL(n;R) mit
L= (lij)”_l ly;=1fiiri =1,...,n, sodass

i j=1
PA=LR

giiltig ist.

Beweis: Wir fiihren Induktion iiber die Matrixdimension n. Fiir n = 1 ist die Aussage mit
P =L =1und R = AKklar. Die Aussage des Satzes sei also giiltig fiir n — 1. Wir partitionieren

A € GL(n;R) in der Form
B a
= ()

mit einer Matrix B € R"~"~1 einem Skalar c und Vektoren a, b € R"~!. Wir unterscheiden 2
Fille:

1. B singulir, also nicht invertierbar (beachte, dass die Invertierbarkeit der Matrix A nicht je-

B
)
n—1. Weil rg B = n—2, gibt es mindestens eine Zeile ;. von B, welche zu den restlichen
Zeilen linear abhingig ist. Wir vertauschen in A die Zeile A;. mit der Zeile A,. = (¥, ¢)

und nennen das Resultat wieder A, in Matrixschreibweise mit der Permutationsmatrix P,

)

wobei @; = cund ¢ = a;. In dieser Darstellung ist die Matrix B aufgrund rg ( 5 ) =

ne der Matrix B induziert). Dann giltrg B = n—2,denn rgA = n impliziert rg

B

oOr

n — 1 regulir. Das ist der 2te Fall.
2. B regulir, also nach Induktionsvoraussetzung
PB=LR<+= B=P'LR

mit L, R € R" 1"~ untere bzw. obere Dreiecksmatrix und P € GL(n;R) Permutati-
onsmatrix. Wir haben

B a P LR «a Pt 0 L0 R a
A:(btc):A:( bt c):(O 1)(0 1)(btc)(25)
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mit & = L~ Pa. Da R eine reguliire obere Dreiecksmatrix darstellt (d.h. 7; # 0!), besitzt

die Matrix ~
R a
b ¢

Nicht-Null Eintrége nur in der letzten Zeile. Diese eliminieren wir mit Hilfe der Eintrége
t;; von R. Wir benutzen dazu in Analogie zu (15) Frobenius Matrizen Lq,...,L, 1 €

G L(n;R) und erhalten
R R a
(0 8) =t 0,

Die Matrix L, hat dabei in der k—ten Spalte unterhalb der Diagonalen hochstens einen
von Null verschiedenen Eintrag —b,(ffl) /Trk, wobei b0 := b. In Matrixschreibweise

o

0
t
Le=E+ | o | (0 =t o 0)
1
Wir erhalten in (25)
([ P1to Lo0Y,, .. (Ra
A_( 0 1)(0 1)L1 Lol g 6 )
—.p-1 =L e
womit der Beweis abgeschlossen ist. |

2.1.1 Numerische Schwierigkeiten, Pivot—Suche

Die Bemerkung 2. (s.0.) ist oft nur von theoretischem Wert, da der Rechner auf Grund von
Zahldarstellungsschwierigkeiten und Rundungsfehlern das Ergebnis Null einer Rechnung nur
selten als Null erkennt, sondern z.B. a\" " = 3.5.107% erhilt. Wird mit diesem Wert weiter
gerechnet, so kann nur Unsinn herauskommen.

Wir zeigen dies an einem 1. Beispiel, das wir der Einfachheit halber mit 6—stelliger Arithmetik
rechnen (genauer: jeder Rechenschritt wird zunéchst mit hoherer Genauigkeit ausgefiihrt, dann
wird auf sechs Dezimalstellen gerundet; dabei wird die Berechnung von a + b - ¢ als ein
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Rechenschritt angesehen):

11 44 1 1
AO = 01 04 3 , b = | 1
0 1 -1

1. Eliminationsschritt

11 44 1 1
AL = 0  —410"% 299091 | , b = [ 0.990909
0 1 —1 1

2. Eliminationsschritt

11 44 1 1
A®) = 0 —410"% 2.99091 . % = | 0.990909
0 0 7.47727 - 107 2.47727 - 107

Losung: x7 = (—41.8765, 10.4843, 0.331307)

Zum Vergleich die exakte Losung

x’ = (-5.26444, 1.33131, 0.331307)

Grund:

Im 1. Eliminationsschritt ist a(212) =04- % -44. Nun ist % keine Maschinenzahl, weshalb

der Rechner aglz) = 0 nicht erhilt. Das Ergebnis ist katastrophal.

Selbst wenn a,(clz_l) tatsdchlich # 0 ist, aber sehr klein im Vergleich zu anderen Matrix-
eintrdgen, konnen sich erhebliche Schwierigkeiten ergeben, wie folgendes 2. Beispiel zeigt
(wieder mit 6-stelliger Arithmetik):

0.001 1 1 1
A9 = [ -1 0.004 0.004 b0 = [ 1
—1000  0.004 0.000004 1

1. Eliminationsschritt

0.001 1 1 1
ALY = 0 1000 1000 | , - 1001
0 1-106  1-108 1-108

2. Eliminationsschritt

0.001 1 1 1
A® = 0 1000 1000 | , b? = 1001
0 0 0 —1000
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Gleichungssystem unlosbar.

Grund:

Das Ungliick passiert schon im 1. Eliminationsschritt, nach welchem die Zeilen 2 und 3 von
AW linear abhiingig sind. Der Rechner erhilt

aly = ay = 0.004 — D= 0.004 + 1000 =~ 1000
ag = 0.004 — GEY = 0.004 + 10° ~ 10°

aly = 0.000004 + 10° 106

Q

Er kann im Rahmen seiner Genauigkeit (6 Dezimalen) die Zahlen 103 + 0.004 und 10® bzw.
105 +0.004 und 10° usw. bei der Differenz— bzw. Summenbildung nicht mehr unterscheiden.
Dies liegt an der absoluten GroBe der Faktoren

Folge: Die Eintriige der 2. und 3. Zeile ,,gehen unter in A

Die folgenden beiden Regeln sollen helfen, das Auftreten dieser Phinomene einzuschrinken.

1. einfache Pivotsuche (Spaltenpivotsuche)

Vor dem k—ten Eliminationsschritt suche man die betragsgrofite der Zahlen a 2(11:71) 1>

k, also etwa agfgl), und vertausche dann in  A*~D  die 1o—te Zeile mit der

k—ten Zeile und entsprechend bgffl) mit b,(ffl). agfgl) hei3t dann Pivotele-

ment. (Man macht also durch geeignete Vertauschung der Gleichungen die Fakto-

ren l;, = aZZ 2 / a(k Y betragsmiBig moglichst klein.)

2. totale Pivotsuche
(k—1)

Vor dem k—ten Eliminationsschritt suche man die betragsgroBte der Zahlen a;; ', ¢ >
k, 7 > k, diese sei a%™V. Dann vertausche man die k-te Zeile mit der r—ten

Zeile — natiirlich auch b =1 ynd Y — und die k—te Spalte mit der s—ten

Spalte. (ayz Y heiBt P1v0telement).

Dadurch bekommen die Faktoren ¢;, betragsmiBig die kleinst moglichen Werte.
Dadurch wird gesichert, dass bei der Differenzbildung (vgl. 5.9))

az(f) = az(f*l) — Ui a,(;; 1), j=k,...,n

in der neuen i—ten Zeile moglichst viel Information der alten i—ten Zeile erhalten
bleibt.
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Die totale Pivotsuche gilt als die stabilste Variante des GauB3schen Eliminationsverfahrens (al-
lerdings auch als die aufwendigste, da sehr viele Vergleiche nétig sind bis man das betrags-
grofite Element gefunden hat). Zumindest auf die einfache Pivotsuche sollte man keinesfalls
verzichten.

Schon mit der einfachen Pivotsuche liefern unsere Beispiele jetzt verniinftige Losungen (wieder
mit 6-stelliger Arithmetik).

Beispiel 1:
A©® und AW wie auf S. 50, dann Vertauschung von Zeile 2 und 3 und 2. Eliminationsschritt

11 44 1 1
A® = 0 1 -1 , V@ = |1
0 0 2.99091 0.990909

und die verniinftige Losung

e = (-5.26444, 1.33131, 0.331037)

Beispiel 2:
A b0 wie auf S. 51, Tausch von 1. und 3. Gleichung und 1. Eliminationsschritt liefern

—1000 0.004 0.000004 1
AN = 0 0.003996  0.004 , b = | 0.999
0 1 1 1

Tausch von 2. und 3. Gleichung und 2. Eliminationsschritt

—1000 0.004 0.000004 1
AR — 0 1 1 7 b2 — 1
0 0 41076 0.995004
Losung: 27 = (—0.995005, —2.48750-10°, 2.48751-10°).

SchlieBlich noch die LR Zerlegung mit partieller Pivotiserung in Form eines Algorithmus’

Algorithmus 2.2. (Gau3 Algorithmus mit partieller Pivotisierung)
Doj=1,n
ip = PIVOL(@jj, ..., Gnj) = argmax, ;| a;l
if (i, == 0) Stop , A singulér
vertausche Zeilen 4, und j in A und b;, und b;
Doi=j5+1,n
lij = aij/aj;

bzzbl—l”*bj

dok=j,n
Qi = Qi — lij * ay,
enddo
enddo

enddo
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2.1.2 Bemerkungen zur Programmierung der Pivotsuche

Die Vertauschung von Gleichungen (einfache Pivotsuche) hat keinen Einflu auf die Losungs-
menge des Gleichungssystems, die Vertauschung von Spalten ebenfalls nicht, sie entspricht nur
einer Anderung der Reihenfolge der Komponenten des Losungsvektors, woriiber man allerdings
Buch fithren muf3. Wird das Verfahren programmiert, so muf3 man die Vertauschung von Zeilen
und Spalten, die sehr aufwendig ist, nicht tatsdchlich durchfiihren. Es ist einfacher, sich die
Vertauschungen mit Hilfe von Merkvektoren zu merken.

Vor Beginn des Verfahrens definiert man fiir die Zeilen und Spalten von A Merkvektoren
z[i], slj], 4,7 = 1,...,n, die zunichst die natiirliche Reihenfolge der Zeilen und Spalten
speichern, d.h. z[i] = s[i] =1, i=1,...,n.

Die Matrixelemente a;;, die rechten Seiten 0; und die Komponenten x; des Losungsvektors
werden aufgerufen durch a[z[i], s[j]], b[z[i]] und z[s[j]].

Soll beispielsweise die 3. und 7. Gleichung vertauscht werden, so setzt man mit einer Hilfsgrof3e
h:

h = 23
23] = 271
2[7] = h;
dann wird die neue 3. Zeile durch a[z[3],s[k]], & = 1,...,n, die neue rechte Seite durch

b[z[3]] aufgerufen. Entsprechend verfihrt man beim Spaltentausch.

Es gibt einen Typ von Matrizen, die sog. positiv definiten Matrizen, bei denen man auf Zeilen—
und Spaltenvertauschung verzichten kann und wobei man eine ,,sparsamere’ (Zahl der Rechen-
operationen) Variante des GEV anwenden kann, das Cholesky—Verfahren, siehe Abschnitt 2.2.

Mit der Pivotsuche sind noch nicht alle auftretenden numerischen Probleme gelost. Auf 2 Punk-
te wollen wir noch hinweisen:

1. Einsingulires Gleichungssystem (d.h. die Zeilen von A sind linear abhéngig) wird (jeden-
falls theoretisch) vom GEV daran erkannt, dass alle Pivotsuchen erfolglos verlaufen, d.h.
kein nicht verschwindendes Pivotelement finden. Durch Rundungsfehler konnte es aber
passieren (Beispiel 1)), dass das System trotzdem als 16sbar erscheint. Eine hieraus berech-
nete Losung hat wenig Sinn. Man behilft sich in der Praxis tiberlicherweise so, dass man
ein Gleichungssystem fiir nicht behandelbar erklirt, wenn ein Pivotelement betragsmifig
kleiner ist als ein vorgegebenes ¢ > 0 (z.B. e = 107®). Dies Vorgehen erfolgt aber
ausschlieBlich aus praktischen Griinden. Es kann durchaus vorkommen, dass man auf die-
se Weise ein problemlos 16sbares Gleichungssystem fiir nicht behandelbar hilt bzw., wenn
man das Pivotelement und damit (bei totaler Pivotsuche) alle restlichen Elemente = 0 setzt,
man damit numerisch linear abhingige Zeilen findet, die in Wirklichkeit gar nicht linear
abhéngig sind. Dies kann sich, zum Beispiel bei der spéteren numerischen Behandlung von
linearen Optimierungsaufgaben, als problematisch erweisen.

2. Auf Grund von Rechenungenauigkeiten wird in der Regel die berechnete Losung & nicht
mit der exakten Losung «* iibereinstimmen, es wird nur A & ~ b gelten. Man muf sich
deshalb fragen, ob die GroBe des Defekts r = b — A x (auch Residuum genannt) eine
Aussage iiber die Groe des unbekannten Fehlers € = x* — & zuladlt.
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Die in 2. angeschnittene Frage lédsst sich nur bedingt mit ja beantworten. Wie eine Fehleranalyse
des GEV (die wir hier und jetzt noch nicht durchfithren kdnnen) zeigt, kann bei fast linear
abhingigen Zeilen das Residuum sehr klein ausfallen, der Fehler € = * — & jedoch sehr grof3
sein.

Man mache sich das geometrisch deutlich im Fall n = 2. Dann stellen die beiden Gleichun-
gen 2 Geraden dar, ihre Losung den Schnittpunkt der Geraden. Sind die Geraden fast linear
abhéngig, so ist  klein und € grof3 (vgl. das Beispiel: g; = x—Achse)

g xX* /l/

% X

Wir nennen ein Gleichungssystem schlecht konditioniert, wenn kleine Anderungen der Einga-
bewerte (a;;,b;) groBe Anderungen der Losung zur Folge haben. (Eine prizise Definition liegt
im Augenblick noch ausserhalb unserer mathematischen Fihigkeiten.)

Man kann zeigen, dass dieses Phiinomen bei linearen Fast—Abhiingigkeiten auftritt
(Aufgabe: Man zeige dies an einem Beispiel fiir n = 2).

2.1.3 Rechenaufwand

Der Rechenaufwand der GauB-Elimination ist kubisch in n, d.h. O(n?). Er wird dominiert durch

die Anweisung
() . oD
g %

in (15),diefirk=1,...,n—1und¢ =k + 1, ..., n durchzufiihren ist. Wegen

a _Eikalg];_l)7 j:k+17"'7n7

n—1 n n—1 n n
> tn=k)=> (n—k?=> (n—k)?>=> (0’ —2kn+k)
k=1 i=k+1 k=1 k=1 k=1
5 n(n+1)+2n3+3n2+n n? n2+n
=N —4n = — — — —
2 6 3 2 6
folgt
n? n?
Rechenaufwand(GEV) = EAdd. + EMult. + O(n?) FLOPs.

2.1.4 Variable rechte Seiten

Gelegentlich mufl man dasselbe Gleichungssystem mit verschiedenen rechten Seiten 16sen. Z.B.
wollen wir fiir unser Modell der Volkswirtschaft berechnen, welche Mengen die Sektoren je-
weils produzieren miissen, um verschiedene auswirtige Nachfragen befriedigen zu konnen.
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Man wird dann nicht jedesmal das Gleichungssystem von neuem 16sen. Man kann diesen Ar-
beitsaufwand reduzieren:

— Fiir die Matrix A wird einmal das Eliminationsverfahren vollstindig durchgefiihrt.

— Im Rahmen einer Laufanweisung, die sich iiber alle rechten Seiten erstreckt, werden die-
se gemil (15), letzte Zeile, umgeformt und danach wird, innerhalb derselben Laufan-
weisung, das Riickwirtseinsetzen fiir jede Seite durchgefiihrt. (Natiirlich miissen dabei
etwaige Zeilen— und Spaltenvertauschungen beriicksichtigt werden.)

Formuliert man das im Matrixkalkiil, so bedeutet das, dass einmal der 1. Schritt aus (24) aus-
gefiihrt wird und danach fiir jede rechte Seite die Schritte 2 und 3. Etwaige Zeilen— und Spal-
tenvertauschungen miissen durch Permutationsmatrizen beriicksichtigt werden (vgl. Literatur).

Bemerkungen:

a) Variable rechte Seiten treten auch auf, wenn man die Inverse einer Matrix berechnen will.

b) Die Berechnung von Determinanten (zumindest fiir n > 5) wird mit Hilfe des GEV
ausgefiihrt. Beachte dazu, daf die Determinanten der Umformungsmatrizen alle =1 sind.
Die Determinante von A ist dann gleich dem Produkt der Diagonalelemente von R.

¢) Das GEV ist nicht das einzige Verfahren zur Losung von Gleichungssystemen. Man kann
dies (insbesondere bei groBen und diinn besetzten Matrizen) auch mit Hilfe iterativer
Verfahren tun. Wir kommen darauf zu einem spiteren Zeitpunkt zuriick.

2.2 Die Cholesky-Zerlegung

Ist die Koeffizientenmatrix A € R™*" symmetrisch (A = A7) und positiv definit (v7 Av > 0
fir alle v € R™ \ {0}), so ist es effizienter, anstelle des Gauschen Eliminationsverfahrens
die Cholesky-Zerlegung zu verwenden. Eine in der Anwendung wichtige Klasse von Matrizen
bilden die positiv definiten Matrizen.

Definition 2.3. Eine (komplexe) Matrix A heil3t positiv definit:<—=>

a.) A= A" d.m. A ist hermitesche Matrix,

b.) 2% Az > 0 fiiralle x € C", x # 0.

Folgende Eigenschaften positiv definiter Matrizen sind aus der Linearen Algebra bekannt.

Hilfsatz 2.4.

o A~!existiert und ist positiv definit.
e Alle Hauptuntermatrizen von A sind positiv definit.

e Alle Hauptminoren von A sind positiv.

Fiir diese Klasse von Matrizen ist es effizienter, anstelle des Gaullschen Eliminationsverfahrens
die Cholesky-Zerlegung zu verwenden.

Es gilt der
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Satz 2.5. Cholesky Zerlegung
Sei A € C™™ positiv definit. Dann gibt es genau eine untere Dreiecksmatrix L mit l;;, = 0
(k>1),l; >0(=1,...,n) und

A=LL".

Ist A reell, so auch L.
Beweis: Mittels Induktion nach n.

Anfang n=1A= a] = llll_ll mit lll = \/a11. Das ist moghch, da aj; > 0.
Annahme: A, = L, L7, 15 =0 (k> i), 1 >0 =1,...,n).

Schritt n — n + 1: Wir partitionieren A € Cn+1n+!

A b
A= T ,
( b An+1n+1 )

mit b € C" und A, positiv definit gemil} Hilfsatz 2.4. Also erfiillt A,, die Induktionsan-
nahme und es gilt A,, = L, L. Wir machen fiir die gesuchte Matrix L den Ansatz

L, 0
(0

und bestimmen c und « aus der Beziehung

L, 0 LE ¢\ [ A, b
() (5 2)= (i) =

Es ergeben sich die Bedingungen

L,c=b
H 2 _
cCc+ Q= Qpyingt-

Die erste Gleichung liefert den Vektor ¢, da die Matrix L, regulir ist. Ferner gilt o? =
Uni1ni1 — ccund det(L,) > 0. Aus (26) ergibt sich

det(A) = |det(Ly)[2a?,

also a? > 0, da det(A) > 0. Daher gibt es genau ein positives « in (26), ndmlich o =

V@ni1ns1 — cflcund der Beweis fertig. |

Die Cholesky Zerlegung einer positiv definiten Matrix kann natiirlich auch algorithmisch reali-
siert werden. Direkt aus dem Beweis von Satz 2.5 ergibt sich

Algorithmus 2.6. Cholesky Zerlegung einer Matrix A € C™*"

I.2=1undj = 1.

2. 1> 7:



Ist [;; < 0 oder [; nicht reell: Matrix nicht positiv definit, STOP.
1< J:
li;; = 0.
3. 1<n—1:7:=1+ 1 und gehe zu 2.
j<n—1:7:=7+1,7:=1und gehe zu 2.
STOP.

Hinter diesem Algorithmus steckt einfaches Ausmultiplizieren von LL” und eine Koeffizien-
tenvergleich. Wir konnen spalten- und zeilenweise vorgehen;

Berechnung der Cholesky-Zerlegung (spaltenweise):

Firk=1,...,n

k—1
Ak — D iy Ljilki
lik

Firj=k+1,...,n: lj:=

Man kann die Matrix L auch zeilenweise berechnen:

Berechnung der Cholesky-Zerlegung (zeilenweise):

L1 = V a11

Firj=2,...,n
k—1
Ak = D iy Ljilki
lkk

Firk=1,...,7 -1 [y =

In beiden Fillen ist der Rechenaufwand kubisch in n, also gleich O(n?). Genauer gilt

+1 2n® 4 3n? + ’ —

k=1 j=k+1
und daher

3 3
Rechenaufwand(Cholesky) = %Add. + %Mult. + O(n*) FLOPs.

Die Cholesky-Zerlegung ist also nur halb so aufwindig wie die LR-Zerlegung und daher bei
symmetrisch positiv definiten Matrizen vorzuziehen.
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2.2.1 Normen und Fehlerabschitzungen

Um messen zu konnen bendtigen wir Normen.

Definition 2.7. Eine Abbildung | - || : C* — R heifit Norm, falls

a.) ||z]| > 0 fir alle z € C", z # 0 (Definitheit)
b.) [|ay|| = |||z fir alle o € C, z € C" (Homogenitit)

c) |lz+yll <|lz|| + ||y|| fiir alle z,y € C™ (Dreiecksungleichung)

Eigenschaften von Normen sind zusammengefalit in

Aufgabe 2.8.

e Normen erfiillen die umgekehrte Dreiecksungleichung

izl = llylll < llz —y|| fiir alle z,y € R*(C"). 27)

e Normen sind gleichmiBig stetig bzgl. der Metrik p(x,y) := max;|z; — y;| des R*(C")
(was ist denn eine Metrik?)

e Alle Normen auf dem R"™(C™) sind dquivalent, d.m. fiir jedes Paar || ||, || - ||, von Normen
gibt es Konstanten ¢, C' derart, daf3

ellela < el < Clle] fiir alle 2,y € R*(C").

All’ das sollen Sie nachweisen.

Fiir Matrizen A € M (m,n) (im Folgenden Matrizen mit m Zeilen, n Spalten und Eintrdgen aus
R(C)) werden Normen analog zu Definition 2.7 eingefiihrt (lediglich ’fiir alle z € C™ durch
fiir alle A € M(m,n)’ ersetzen. Gewohnungsbediirftig ist

Definition 2.9.

e Eine Matrixnorm || - || heiit mit den Vektornormen || - ||, auf dem C" und || - ||, auf dem
C™, vertriaglich (passend), falls

| Az|[y < ||A|l||z]|. fiir alle = € C", A € M(m,n)

giiltig ist.
e Eine Matrixnorm || - || fiir quadratische Matrizen heifit submultiplikativ, falls
|AB]| < ||All|| B]| fiir alle A, B € M(n,n).
e Sei || - || eine Vektornorm.
lub(A) := max Az
2#0 ||zl

heifit Grenznorm. Dabei kommt ’lub’ von least upper bound, was soviel heilit wie Klein-
ste obere Schranke.
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e Fiir invertierbare Matrizen A € M (n, n) heiBt k(A) := || A]||| A~!|| Konditionszahl von A
(bzgl. der Matrixnorm || - ||).

Aus der Definition 2.9 wird klar, da3 die Grenznorm von der verwendeten Vektornorm abhéngt,
ebenso die Konditionszahl. Wir bezeichnen im Folgenden lub, bei Verwendung der Euklidi-
schen, lub,, bei Verwendung der Maximum Norm in der Definition der Grenznorm, < und k.,
entsprechend.

Beispiel. Matrixnormen sind etwa

| Alloo := lubus (A) = max,4o ”lﬁv‘?ﬁ”“ = max; » |a;| (Zeilensummen Norm)

° oo
k=1
o |[A]l; :=1uby(A) = max,g % = max; g:l |a;;| (Spaltensummen Norm)
¢ ||All¢ = max; j |a;;| (Gesamt Norm)
e ||A|lg = (spur(A” A))% (Euklidische oder Schur Norm)
o [|All> == luby(A) = max,o 252 = max{v\;A € R, A" Az = Az fireinz € C"}

(Spektral oder Hilbert Norm).

Sind || - ||, auf dem C", || - ||, auf dem C™ Vektornormen und ist A € M (m,n), so ist die
Matrixnorm 1
|Al| := max | Al Operator Norm
220 ||%]la
mit || - ||, und || - ||, vertriglich (passend) (Nachweis!, auch der Norm Eigenschaften).

Aufgabe 2.10. Weisen Sie nach, daf3

fir jede mit der Vektornorm || - ||, vertrigliche Matrix Norm || - || die Abschitzung
lub, (4) < Al gilt,

lube, (A) der Zeilensummen Norm von A entspricht,

luby(A) der Spektral Norm von A entspricht,

e zu Vektornormen || - ||, auf dem C", || - ||, auf dem C™ durch
A
|A|| := max [ Aztlo
220 ||%]la
eine Matrixnorm auf M (m, n) definiert wird, welche mit | - ||, und || - ||, vertrédglich ist.

Jetzt zu Fehlerabschidtzungen. Wir wollen untersuchen, wie numerische Fehler bei der Losung
von linearen Gleichungssystemen schlimmstenfalls verstirkt werden. Dazu betrachten wir zu
Az = b mit invertierbarer Koeffizientenmatrix A € M (n,n) das gestorte Gls

(A+6A)(x + dx) = b+ 0b. (28)
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Ziel soll nun sein, in einer gegebenen Vektornorm || - || die Fehler

15

||0x|| (absoluter Fehler) und IEN (relativer Fehler)
x

in den Storungen 0 A und b abzuschitzen. (28) bildet die Praxis ab, denn auf einem Computer
wird nicht die exakte Losung x von Az = b, sondern eine Niherungslosung ©* = = + dx # x
berechnet. Von dieser nehmen wir an, dass sie die exakte Losung des gestorten Systems (28)
darstellt. Im Folgenden seien Vektor und Matrix Normen stets so gewdhlt, daf} sie passend und
submultiplikativ sind. Es gilt der

Satz 2.11. Es gelte fiir die Storung 6 A in (28) die Abschitzung

[5A]
K(A)T— < 1. (29)
WA
Dann erfiillt der Fehler = die Abschitzungen
sell < — AT s+ A s ANb 30
6]l < s (18] + A~ 1Al ol (30)
und .
1] ( 1SATN " (lloAll  [19b]
<k(A)[1—r(A)—— e e (31)
] 1Al AL 1ol

Die Konditionszahl (kurz Kondition) der Matrix spielt in diesen Abschidtzungen die zentra-
le Rolle. In diesem Zusammenhang sprechen wir von gut konditionierten Problemen, falls
der Verstiarkungsfaktor fiir den relativen Fehler klein (d.m. moderat) ausfillt, andernfalls von
schlecht konditionierten Problemen. Wegen (31) wird damit auch die Verwendung des Begriffs
Konditionszahl fiir «(A) klar.

Beweis (von Satz 2.11): Aus (29) folgt mit Hilfe von Aufgabe (2.13), daB A + ) A invertierbar
ist mit .
A~

1—r(A) kel

[(A+84)7 <

Wegen
bx = (A+5A)" (0b— 0 Ax)

ergibt sich sofort

1oz = [I(A+3A)7" (6b — 6 Az) || < [I(A+3A)~[| (|obl] + [loA] [l]])
1A~

T 1 — k(A gl

(ol + laAf (1)

und wegen r = A~ unmittelbar (30). Division in dieser Ungleichung durch ||z||, Anwendung
der Dreiecksungleichung, Erweiterung des 2ten Terms in der rechten Klammer mit || A||/||A||
und die Tatsache ||b|| < ||Al|||z] liefern schlieBlich (31).

Bemerkung 2.12. Was bedeuten die Fehlerabschitzungen (30) und (31) fiir die Losung des
linearen Gleichungssystems A x = b?
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1. Wir betrachten in (28) den Spezialfall ) A = 0. Dann stimmt 6b = b — Ax™ mit dem durch
die gestorte Losung x* hervorgerufenen Residuum “uberein und es gilt

lz = 27| = flox|| < |A7|[[|ob]

bzw.
[0|]

]~

llobll
A

Die relative Fehler kann also gro3 werden, selbst wenn das durch die gestorte Losung x*
hervorgerufene relative Residuum klein ist. Der mogliche Verstirkungsfaktor ist gerade
durch die Kondition x(A) der Systemmatrix gegeben.

2. Egal, wie schlecht die Kondition der Systemmatrix auch sein mag, es gilt:

Der GauB} Algorithmus mit partieller Pivotisierung (Alg. 2.2) produziert immer Kklei-
ne Residuen,

siehe [9] fiir eine ausfiihrliche Diskussion dieses Sachverhaltes. Das ist allerdings nur die
halbe Miete, denn

3. Falls A problembedingt eine schlechte Kondition hat, so ist das i.allg. nicht zu dndern.
Rundungsfehler bedingen dann groBle relative Fehler und wir kénnen dann nur darauf
achten, dass das Verfahren, das zur Losung von A x = b verwendet wird, die Kondition
nicht verschlechtert. Dies ist beim GEV leider der Fall, denn ,,gelost“ wird nicht das
Problem A x = b, sondern das umgeformte Problem A™ Y & = b™~Y mit der oberen
Dreiecksmatrix A® Y =L, 5... L, Ly A (vgl. (19)), und man kann ausrechnen, dass
die Anwendung jedes einzelnen L; die Kondition verschlechtert, d.h. die Kondition von
A ist schlechter als die von A, was besonders dann kritisch ist, wenn die Kondition
von A ohnehin schon schlecht ist.

Aufgabe 2.13. Bezeichne || - || die Grenznorm. Weisen Sie nach, da} fir F° € M (n,n) mit
| F|| < 1die Matrix (E + F)~! existiert und die Abschétzung
B+ F)) <
=T

erfiillt ist. Beweisen Sie mit diesem Hilfsmittel, da3 mit den Notationen von Satz 2.11 aus (29)
die Existenz von (A + 0 A)~! und die Abschitzung
IA7

1— r(A) gl

[(A+0A4)7 <

folgen.

Weitere, nach Prager und Oettli benannte Fehlerabschitzungen, welche auch ohne die Inverse
von A auskommen, sind in [2, (4.4.19)Satz] zu finden.

2.3 Iterative Losung linearer Gleichungssysteme

Wieder wollen wir das Gls
Axr =50
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numerisch 16sen, diesmal jedoch iterativ. Die Verfahren aus den vorangegangenen Kapiteln ha-
ben das Gleichungssystem immer exakt gelost (bis auf Maschinengenauigkeit). In praktischen
Aufgabenstellungen ist das allerdings nicht immer notwendig, insbesondere dann nicht, wenn
das lineare Gleichungssystem elbst aus einem Modellierungsprozel3 resultiert, welcher die Rea-
litéit nur ndherungsweise beschreibt, etwa mit einer Fehlertoleranz von 5%. In einem solchen
Fall ist es sicherlich statthaft, bei der numerischen Losung des linearen Gleichungssystems auch
einen Fehler im Residuum von der gleichen GroBenordnung (etwa 5%) zuzulassen. Mit iterati-
ven Verfahren ist das moglich. Ferner werden wir die Ndherungslosung hidufig mit wesentlich
geringerem Aufwand erhalten als die numerisch exakte Losung.

Sei A wieder regulir, so dafl zu jedem b € R™ genau eine Losung = € R"™ existiert. Wir spalten
A auf in
A=W — R,

mit reguldrem W. Dann gilt
Ar =b<+= Wx = Rx + .

Wir definieren
Definition 2.14. Sei 2° € R" vorgelegt. Die Vorschrift
2" =WR + Wb = Ma™4+¢, meN, N=W1' M=WT'R, ¢c=Nb,

heif3t Basis Iterationsverfahren zur Losung von Az = b.

Wir bemerken, daf} das Basis Iterationsverfahren umgeschrieben werden kann als
W (z™ —2™) =b— Aa™ :=1", meN, (32)
und so wird es auch praktisch implementiert!.

Spezielle Iterationsverfahren werden jetzt durch Variation von W und R bzw. M und N erhal-
ten. Wir gehen im Folgenden davon aus, daf3

A=D+L+U,

wobei D den Diagonalanteil, L das strikte untere und U das strikte obere Dreieck von A be-
zeichnen.

Definition 2.15. Das Iterationsverfahren 2™+ = Mz™ + ¢ mit
o M =M’ :=—DYL+U),c=c’:= D 'bheiBt Jacobi Verfahren. Hier ist W = D
und R =—(L+U).

o M =M/ :=(1-wFE—-wD Y (L+U),c=c. :=wD'bheiBt relaxiertes Jacobi
Verfahren oder geddmpftes Jacobi Verfahren.

o M =M% := —(L+ D)7'U, ¢ = % := (L + D)"'b heiBt GauB-Seidel Verfahren.
Hierist W =L+ Dund R = —U.

o M = M5°F .= —(wL + D) ' |(w—1)D+wU], c = 59 := w(wL + D)~'b heiBt
SOR- Verfahren bzw. relaxiertes oder gedampftes GauB3-Seidel Verfahren.
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Der Begriff Didmpfung in diesem Zusammenhang wird nach Satz 2.16 klarer. Motivieren lassen
sich die geddmpften (relaxierten) Verfahren wie folgt. Die Basis Iteration aus Definition 2.14
wird gemédlB (32) geschrieben in der Form

Wzt = Wa™ + ™.

Wir konnen jetzt versuchen, die Korrektur 6z™ := 2™ — 2™ dadurch zu modifizieren (zu
verbessern), daf} in diesem Gleichungssystem 7" ersetzt wird durch ein gedampftes (relaxiertes)
Residuum wr™ mit w > 0, d.m. wir 18sen

Waz™ ™ = Wa™ +w(b— Ar™) = (1 —w)Wz™ + wRax™ + wb.
Schreiben wir diese Gleichung wieder in Form einer Fixpunkt Iteration, erhalten wir
Lt — ((1 —w)E + wW‘lR) ™+ wb=: M, x™ + c,

und bemerken, dal Dadmpfung (oder Relaxierung) einer Modifikation der Iterationsmatrix M
entspricht. Jetzt ist auch klar, wie geddmpfte Varianten des Jacobi und des Gaull—Seidel Ver-
fahrens erhalten werden. In der voranstehenden Identitdt werden lediglich die entsprechenden
Matrizen W und R des jeweiligen Verfahrens eingesetzt. Insbesondere wird so das geddmpf-
te/relaxierte Jacobi Verfahren aus Definition 2.15 erhalten. Die Herleitung des gedimpften/relaxierten
GauB—Seidel Verfahrens in Definiton 2.15 ist ein wenig subtiler; wegen W = (L + D) gilt in

(32) komponentenweise

m—+1 m+1 m .
ajr; " = — g ajpry " — E ajpry + 05 (1 <75 <n).
k<j k>j
Wir ersetzen x?”“ durch

~m+1

m+1
:L‘J

=2} +w(z] ) firj=1,...,n

und erhalten in Matrixschreibweise
(WL + D)a™ ™ = (WL + D)a™ + w(b — Ax™),
bzw. in der Notation von Definition 2.14

merl — MjORxm + CEOR.

Hier wird also nicht nur das Residuum ™ mit w geddmpft/relaxiert, sondern auch die Matrix
W wird durch eine Matrix W (w) ersetzt.

Es ist klar, daB die o.g. Verfahren nur durchfiihrbar sind, falls alle auftretenden Matrizen wohl-
definiert sind.

Jetzt zur Konvergenz von iterativen Verfahren. Wir betrachten zunichst die Basis Iteration
2™ = Ma™ + c und beweisen

Satz 2.16. Das Basis Iterationsverfahren aus Definition 2.14 konvergiert genau dann gegen die
Losung 2* von Ax* = b, wenn der Spektralradius

p(M) := max{|\;|; \; Eigenwert von M} < 1 (33)

erfiillt.
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Beweis: —>: Nach Konstruktion ist * Losung der Gleichung z* = Mz* + c. Damit ergibt sich
unter Verwendung des Startvektors x°

r*— 2™ = Mz —2™) = M™(x* — 2°) = A" (2 — 20),
falls (z* — 2°) zufillig ein Vielfaches eines Eigenvektors von M zum Eigenwert )\; ist. Da
0 fla™ — 2™ = [\f™[[(2" = 2®)]],
muB natiirlich |\;|™ fiir m — oo gegen Null konvergieren, also notwendig |\;| < 1 erfiillt sein.
<=: Wir zeigen, dal M"™ — 0 fiir m — oo. Damit folgt dann die Behauptung aus
o — "t = MM (2* - 2).

Wir bringen M auf Jordan’sche Normalform mit einer nichtsinguldren Matrix 7' (siehe etwa [4,
4.6.7]),
M=TJT "

Damit gilt auch
M™ =TJ™T! fiir alle m € N.

Es reicht offenbar aus, J" — 0 fiir m — oo nachzuweisen. Dazu schreiben wir J hin;

Ao 1
J1 0 .
J = . Ji = Ji(\) = diag(BL{(\)), Bl = C |—ter Jordanblock zu \;,
0 Jk ‘e . 1
Ai
wobei nach Voraussetzung |\;| < 1 fiir ¢ = 1,...,k und k die Anzahl der verschiedenen
Eigenwerte von M bezeichnet. Es gilt jetzt
J 0
Jm — .. . ,
0 Ji
weshalb zu beweisen bleibt, da3 J/* — 0 fiir m — oo, = 1,..., k. Das ist sicherlich erfiillt,

falls B/"™ — 0 fiir m — oo. Sei jetzt A Eigenwert von M und B = B()) Jordan Block zu \ der
Linge s (1 < s < Vielfachheit von )\). Dann gilt fiir die Eintrdge von B™(\)

A== (m) 1 <i<k<s
tgm - pei) =PTSRS
eB" (Nex { 0 sonst.

Das heifit aber, daB bei fixen k, i die Eintrige von B™(\) fiir m — oo gegen Null konvergieren,
siehe Aufgabe 2.17. Damit ist alles bewiesen. |

Aus dem vorangegangenen Beweis wird ersichtlich, dal die Reduktion des Fehlers 2™ — z*
von Iterationsschritt m nach m + 1 im Wesentlichen bestimmt wird durch den betragsmissig
groBten Eigenwert der Iterationsmatrix M, denn es gilt ja

lz™* = 2" = [M (2™ — ")l = p(M)[|l2"™ — 27

Je kleiner der Spektralradius, desto schneller wird der Fehler reduziert, desto schneller konver-
giert demnach das Iterations Verfahren.
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Merke 2.1. Die GroBe des Spektralradius p( M) der Iterationsmatrix bestimmt die Konvergenz-
geschwindigkeit der Basis Iteration 21 = Ma™ + c.

Aufgabe 2.17. Weisen Sie nach, dal mit B()\) aus obigem Beweis

m—(k—i)( m <i<k<
eﬁBm()\)ek:{)\ (kﬂ) 1<i1<k<s
0 sonst.

und daB fiir |A\| < 1 bei fixen k, ¢
)\m_(k_i)< " ) — 0 fiir m — oo.
k—1

Folgerung 2.18. Hinreichend fiir die Konvergenz der Basisiteration aus Definition 2.14 ist

| M| < 1.

Beweis: Ist 2 Eigenvektor von M/ zum Eigenwert A mit ||z|| = 1, so folgt
Al = [A[llz]] = IAz]] = [[Mz]] < [[M]}[J]] = [[M]],
d.m. mit || M|| < 1istauch p(M) < 1. Satz 2.16 liefert nun die Behauptung. |

Fiir die numerische Realisierung iterativer Verfahren werden Abbruch Bedingungen benotigt.
Abbruch Bedingungen sollten natiirlich nur berechenbare Grof3en enthalten. Ist eine Toleranz
e > 0 vorgelegt, so konnen wir die Iteration etwa stoppen, falls

L [|r™]| = ||b — Az™]| < €||7°]], oder

2. [l =™ < (1= pm)efla™||

erfiillt ist. In der zweiten Bedingung ist

_ ||xm+1 _$m|| N

B

p(M) fiir groBe m € N.

m

Das erste Abbruchkriterium muf} nicht gewihrleisten, dass bei Terminierung auch der relative
Fehler ||fﬂ;:ﬁ*” in der numerischen Losung klein ist. Insbesondere trifft das auf Matrizen A mit
schlechter Kondition zu. Die zweite Abbruchkriterium schafft hier Abhilfe, denn sie gewéhrlei-
stet, dass der realtive Fehler Iz~ || pei Terminierung klein ist. Dass dem so ist, lisst sich wie

. S
folgt motivieren;

L ||la™ — 2*|| = p(M)]|z™ — z*|| und ||z™ — 2™ ~ p(M)||z™ — 2™ || (letzteres fiir
grofle m).

2. lam — || < [+ — a4+ ]|em+ — ]| < [l — ]|+ p(M)]|e" — 2*|. Demnach

m % gmtl_gm ..
3. [Ja™ — 2| < ”1T(M)”' Ersetze noch p(M) gemif
o e
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5. =2l < ¢ (hoffentlich) falls ||z — 2| < (1 — pu)el|z™].

flz]]

Eine ausfiihrliche Diskussion findet sich in [13, Kapitel 2.5]. Hier sei noch bemerkt, daf} im Fall
|M]| < 1 die Mindestanzahl k. von Iterationen abgeschitzt werden kann, die zur Reduktion
des Ausgangsfehlers ||d°|| = ||z° — z*|| auf €||d°|| bendtigt werden. Dazu setzen wir an

Ine

©7 Inf|M

I <elld’]| = ke >

Dabei wird natiirlich davon ausgegangen, daB} || M/ || berechnet werden kann.
Jetzt noch einige Konvergenzresultate fiir die Verfahren aus Definition 2.15.

Satz 2.19. (Starkes Zeilen- und Spaltensummenkriterium)
Die Matrix A erfiille das starke Zeilensummenkriterium, d.m.

oder das starke Spaltensummenkriterium, d.m.

lark| > > lag| firalle 1 < k < n, (35)
i#k
Dann sind Gesamt- und Einzelschrittverfahren fiir jeden Startwert 2° € C" konvergent. Ferner
gilt
lub,, (M%) < luby, (M7) < 1.

Beweis: (Nur fiir Gesamtschrittverfahren, vollstéindig siehe [3]). Wegen M7 = —D~(L + U)

gilt
D aw] < 1.

zz‘ ki

lub, (M7) max

Folgerung 2.18 liefert daher die Behauptung fiir das Zeilensummenkriterium. Das Spaltensum-
menkriterium entspricht dem Zeilensummenkriterium fiir A*. Daher konvergiert das Gesamt-
schrittverfahren fiir A’ und es gilt nach Satz 2.16 1 > p(M”(A!)) = p(M”7") = p(M”), weil
die Transponierte einer Matrix dieselben Eigenwerte wie die Matrix hat. Also konvergiert nach
Satz 2.16 das Gesamtschrittverfahren auch fiir A. Der Nachweis fiir das Einzelschrittverfahren
inc. der Abschitzung der Grenznormen findet sich etwa in [3]. [ |

Satz 2.20. (Schwaches Zeilensummenkriterium]|

Die Matrix A sei unzerlegbar, d.m. der ihr zugeordnete gerichtete Graph D mit Knoten { P4, ..., P, }
und Kanten e;; = P, — P}, falls a;; # 0 sei wegzusammenhiéngend, d.m. von jedem Knoten

P; fiihrt zu jedem anderen Knoten ein gerichteter Weg. Ferner sei das schwache Zeilen- oder
Spaltensummenkriterium fiir A erfiillt, d.m.

lag;| > Z |a;| fur alle 1 < i < nund |a;y;,| > Z |a;, x| fiir ein 4. (36)
k#i k#io

Dann konvergieren Gesamt- und Einzelschrittverfahren.
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Bemerkung 2.21. Matrizen A, welche das starke Zeilensummenkriterium erfiillen, hei3en stark
diagonaldominant, solche ,die das schwache Zeilensummenkriterium erfiillen, heilen irredu-
zibel diagonaldominant. Dabei ist irreduzibel ein anderer Ausdruck fiir unzerlegbar.

Es ist leicht einzusehen, dass stark diagonaldominante und irreduzibel diagonaldominante Ma-
trizen regulér sind, siehe etwa [12], wo auch einige der in diesem Kapitel aufgefiihrten Resultate
diskutiert werden.

Beweis(von Satz 2.20): Nur fiir das GauB-Seidel Verfahren. Da a;; # O firalle i € {1,...,n}
(vergl. Bemerkung 2.21) ist das GauB—Seidel Verfahren durchfiihrbar. Wir zeigen jetzt p(M “%) <
1, indem wir nachweisen, dass M — \FE regulir ist fiir |[\| > 1, denn dann kann M“* be-

kanntlich keine Eigenwerte mit Betrag > 1 haben und der Spektralradius muf3 kleiner sein als
1.

Weil (L + D)~! existiert, schlieBen wir M%S — \E = —(L + D)"'U — A\E reguldr gdw
B := U+ AD + AL regulidr. B ist reguldr, denn B ist irreduzibel diagonaldominant. Irreduzibel
ist klar, weil A irreduzibel. Ferner fiir £ € {1,...,n} und wegen |\| > 1

> lbl = ZIAII%I + Z ] < A lag| < I\ aw] = bl

J#k Jj=k+1 J#k

wobei mindestens fiir ein k& die Ungleichung strikt erfiillt wird. Also ist B irreduzibel diagonal-
dominant und somit reguldr. |

Der Beweis fiir das Jacobi Verfahren findet sich sich etwa in [12, 3].

Konvergenzaussagen fiir das relaxierte Gesamtschrittverahren finden sich in [14]. Jetzt noch
einige Konvergenzaussagen fiir das relaxierte Einzelschrittverfahren.

Satz 2.22. Es gilt
p(MZOT) = |w — 1], (37)

d.h. daB3 das SOR Verfahren nur fiir 0 < w < 2 konvergent sein kann.

Beweis: Untersuche die Eigenwerte von M5°F = —(wL + D)7![(1 — w)D + wU]. Zunéchst
bemerken wir, daB det(wL + D) = detD, also

H(N) = det NE—M59") = ——det[(wL+D)(ANE—M°")]| = det[ \M-1—w) D+wU+IL).

detD detD

Ferner ist aus der linearen Algebra bekannt, daB ¢(0) = detM 59" = [T \;(M5°F). Demnach

1:[ (M) = 6(0) = —=det](1 =)D +wU] = (1 —w)".

Beispiel. Eine wichtige Klasse von Matrizen bilden Tridiagonalmatrizen. Sie entstehen etwa
bei der Diskretisierung von 2-Punkt Randwertaufgaben der Form

—u"(z) + b(x)u'(x) + c(x)u(x) = f(x) firallex € I = (0,1), und u(0) = u(1) = 0.
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Dabei bezeichnen b, ¢, f gegebene, hinreichend glatte Funktionen, die Funktion wu ist gesucht
(und durch die Differentialgleichung und die Randbedingungen «(0) = (1) = 0 eindeutig
festgelegt). Zu n € N bezeichnen wir mit z; := ih(i = 0,...,n + 1) ein Gitter “uber I,
wobei h := n%l, und berechnen Niherungswerte u; an die Funktionswerte u(x;), indem wir die
in der Differentialgleichung auftretenden Ableitungen durch geeignete Differenzenquotienten
ersetzen. Wir erhalten

i1 — 2u; + U i1 — Ui .
s hqé T " b( Z)%Jrc(xl)ul = f(x;) firi=1,...,n, und up = upy; = 0.
Die Bestimmung des Losungsvektors U = [ug, ..., u,]" fiihrt auf die numerische Losung des
linearen Gleichungssystems

B m Uy f(z1)
ap . : :
o In—1 :

Dabei ist a; = — (75 + %20), 5 = — (75 — )y und 5; = 2 + c(x,).

Fiir konstante «;, 3; und -y; konnen die Eigenwerte der Systemmatrix aus dem vorangegangenen
Beispiel angegeben werden.

Satz 2.23. (Eigenwerte einer Tridiagonalmatrix)

Sei
G v
B=|% " = e R™"
Ly
a f
mit o - v > 0. Dann besitzt B die Eigenwerte
Ai = B+ 2/aysign(a) cos Zj_r T 1<i<n (38)
n
und die Eigenvektoren v mit den Komponenten
v= ()T T 1<i<n1<j<n (39)
Der Beweis dieses Satzes ist elementar.
Die Bedingung aus Satz 2.22 findet sich wieder im
Satz 2.24. (Ostrowski/Reich)
Ist A positiv definit, so gilt
p(MSPR) < 1fiiralle 0 < w < 2. (40)
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Ein Beweis dieses Satzes wird etwa in [3] gegeben. Der Satz besagt, dass die Klasse der SOR-
Verfahren f”ur positiv definite Matrizen konvergiert. Insbesondere konvergiert also das Gau”s—
Seidel Verfahren. Die Aussage des Satzes ist nicht richtig f”’ur das Jacobi-Verfahren, wie das
Beispiel

2 -1 1
A= -1 2 -1
1 -1 2

zeigt. A besitzt die Eigenwerte 4 und 1 (doppelt), ist also positiv definit, die Matrix M“ des
Jacobi—Verfahrens die Eigenwerte -1 und 1/2 (doppelt), so dass p(M”) = 1, das Jacobi—
Verfahren nach Satz 2.16 demnach nicht konvergent sein kann.

Das nachfolgende Beispiel besitzt gro”’se Praxisrelevanz und stellt eine positiv definite Matrix
bereit, welcher wir noch h”aufig begegnen werden.

Beispiel. Wir betrachten die Finite Differenzen Diskretisierung der Poisson Gleichung
—Au(z) = f(z)inQ:=(0,1) x (0,1), wu(z) = 0auf 0L, 41)

wobei A := )" 88—;2 den Laplace Operator bezeichnet. Zur Diskretisierung mit finiten Differen-

zen benotigen wir ein Gitter. Dazu sei zu n € N die Gitterweite h := #1, x; = th, y; == jh,
1,7 =0,...n+1und

Q= {(z4,y;);1,7 = 1,...,n} Gitterpunkt Menge.

Ziel ist die Berechnung von Niherungen u;; =~ u(z;,y;), wobei u die Losung des Poisson Pro-
blems bezeichnet. Dazu ersetzen wir in der Differentialgleichung den Laplace Operator durch
geeignete dividierte Differenzen und werten f an den Stellen (z;, y;) aus (Diskretisierung mit-
tels 5-Punkt Stern):

Au(z;, y;) =~ 7 (Wit1; — 2ui5 + wim1j + Uij11 — 2w + wij—1) = f(ag,y;) fird, j=1,... n.

(42)
Wir erhalten n? Gleichungen fiir (n + 2)? Unbekannte. Die restlichen 4n + 4 Unbekannten
ergeben sich aus der Forderung u = 0 auf 0€2, hier u;p = win+1 = wo,; = Upt1; = O fiir
1,7 = 0,...,n + 1. Arbeiten wir diese Bedingungen in (42) ein, erhalten wir ein lineares
Gleichungssystem mit block-tridiagonaler Koeffizienten Matrix;

T -1 U, F
_ U. F.
a=re |11 D= (43)
e e T : :
—1 T Un E,
wobei
4 -1 U14
-1 o . U2;
T := € M(n,n), I € M(n,n) Einheitsmatrix , U; := , € R", F; analog.
o :
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Aufgabe 2.25. Weisen Sie nach, daB die Matrix A aus (43) positiv definit ist. Tip (nur giiltig
mit Nachweis): Die Eigenvektoren z*' und Eigenwerte \*' von A sind

2 e R™ zg.d) = sin kmihsinlmjh, A*) =4 — 2 (cos krh + coslnh).

Mit den Aussagen dieser Aufgabe folgern wir sofort aus dem Satz 2.24, dall das SOR Verfahren
fiir unser Beispiel immer konvergiert, falls 0 < w < 2 gilt.

Die Matrix A aus (43) ist ein Beispiel aus der Klasse der sogenannten konsistent geordneten
Matrizen. Fiir Matrizen aus dieser Klasse kann der Relaxationsparameter w* angegeben werden,
fiir welchen das SOR Verfahren am besten konvergiert.

Definition 2.26. Eine Matrix A = (L + D + U) € M (n,n) heift konsistent geordnet : <>
1
J(a) :=aD 'L+ =D7'U, a #0,
(0%

besitzt Eigenwerte, die unabhingig sind von a.

Beispiel. Die Matrix A aus (43) ist konsistent geordnet, den es gilt in diesem Fall

J(a) = SaJ(1)S; ! mit S, := diag(K, aK,...,a" 'K) € M(n? n?), wobei K := diag(1,c, . ..

Fiir konsistent geordnete Matrizen fassen wir zusammen (siehe [3, Kapitel 8]
Satz 2.27. (Varga/Young)
Sei A konsistent geordnet. Dann gilt mit der Notation aus Definition 2.15
i p(MS%) = p*(M7).
ii. Seien alle Eigenwerte von M7 reell und p(M?7) < 1. Dann ist
w* = argming_,_,p(M5F)

explizit bestimmbar und es gilt

2
w* = , sowie p(M5PF) = w* — 1. (44)
14+ +/1—p(M7)?

Fiir den Spektralradius von M 5% gilt

w—1 firw* <w <2
p(MZOT) = 1 1
@ 1 —w+§w2p(MJ)2+wp(MJ)\/l —w+ qw?p(M7)?  fir0 <w < w*
(45)

Sie sind jetzt sicherlich in Lage, wieder mal eine Aufgabe zu 16sen.

Aufgabe 2.28. Es bezeichne wieder A die Matrix aus der Diskretisierung des Poisson Problems
(41). Dann gilt
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i. p(M7) = cosh.
ii. p(M%%) = cos? 7h.

iii.
2 2rh
w* = ————und p(M5°F) = LFQ.
1 +sinwh (1 +sin7h)

iv. Die Zahl I(n) mit p(M”)!™ = p(MIOR) gibt an, wie viele Schritte des Jacobi Verfah-
rens dieselbe Fehlerreduktion wie ein Schritt des optimalen Relaxationsverfahrens liefern.
Weisen Sie nach, daf asymptotisch gilt

4 1
Iny = 2t

T

Hinweis fiir i.: Die Matrix M besitzt dieselben Eigenvektoren wie A.

Eine Folgerung aus der vorangegangenen Aufgabe ist, da} die Konvergenz der in Definition
2.15 definierten iterativen Verfahren bei der numerischen Losung des Poisson Problems mit
zunehmender Diskretisierungsfeinheit 4 abnimmt.

2.3.1 Iterative Verfahren mit endlich vielen Iterationen

Neben direkten und iterativen Verfahren zur numerischen Losung von linearen Gleichungssy-
stemen gibt es noch iterative Verfahren, die bei exakter Rechnung die Losung des Gleichungssy-
stems nach endlich vielen Schritten berechnen. Diese Klasse von Verfahren verquickt demnach
die Moglichkeit, Losungen exakt zu berechnen, mit der Flexibilitit von iterativen Verfahren.
Die Entwicklung solcher Verfahren erfordert weitreichende Kenntnisse der linearen Algebra
und wird im Folgenden nur skizziert. Nachfolgend dargestellt Verfahren firmieren unter dem
Oberbegrift der Krylov—Raum Methoden. Starten wollen wir mit Gleichungssystemen fiir po-
sitiv definite Matrizen. Das fiihrt auf das Verfahren der konjugierten Gradienten, kurz

CG- Verfahren (Conjugate Gradient Method): Wir gehen aus von dem Gleichungssystem
Ax =10 (46)

mit positiv definiter Matrix A. Gleichungssysteme mit positiv definiter Systemmatrix haben
die sehr schone Eigenschaft, dal (46) die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir be-
schreibt, da} = das eindeutig bestimmte Minimum des quadratischen Funktionals

Fv) = %@,Am (b0

darstellt, i.e.
xr = argmin F'(v),
veER™
wobei (-, -) das Euklidische Skalarprodukt bezeichnet. D.h., wir knnen zur numerischen Losung
von (46) auch Minimierungsalgorithmen verwenden. Die einfachsten Minimierungsalgorith-
men sind die sogenannten Koordinaten—Abstiegs—Verfahren. Zu deren Illustration beschrinken
wir uns zunichst auf den Fall A = E. Dann ist die Losung von (46) gegeben durch = = b. Der
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nachfolgende Algorithmus berechnet x nach hochstens n Schritten, indem die Funktion F'(v)
sukzessive entlang der Koordinatenrichtungen e', . . ., e” minimerit wird (hier bezeichnet ¢/ den
j-ten Einheitsvektor im R");

Koordinaten—-Abstiegs—Verfahren fiir F'(v) = 1(v, Ev) — (b,v) bzgl. ¢!, ... €™

1. 2° € R" gegeben, i = 0.

2. Setze
si=biy1 — 7, (= argmin F(z' + se't)),
seR
3. Datiere auf
szrl — gt + 82‘62+1,

4. Falls |b — z'™!| = 0 Stop. Ansonsten setze i = i + 1 und gehe nach 2.
Es ist unmittelbar klar, da} dieser Algorithmus nach hochstens n Iterationen mit z = b termi-
niert.

Wir “ubertragen die Idee des Koordinatenabstiegs jetzt auf positiv definite Matrizen A. Dazu
bezeichne p°, ... p" ! einen Satz A-konjugierter Richtungen, d.h. es gelte

o [0, falls j #i
<Apj’p>_{ £ 0, falls j = i.

Zuniichst stellen wir fest, daB die Losung = von Az = b bzgl. der Basis p°, . .., p" ! dargestellt
werden kann in der Form

n—1 :
~ j 4o <b7p]>
r= a;p’ mita; = ———.
;0 ’ T (Aplp)
Wir wenden jetzt das Koordinaten—Abstiegs—Verfahren auf die Funktion F'(v) := (v, Av) —
(b, v) bzgl. des Koordinatensystems p°, ..., p"~! an (die Numerierung ist jener in Algorithmus

2.29 geschuldet).
Koordinaten—-Abstiegs—Verfahren fiir F'(v) = 1(v, Av) — (b, v) bzgl. p°, ..., p" L

1. 2° € R™ gegeben, i = 0.

2. Setze ,
(b TA )
- xl’pz . ; ;
o ;= ————— (= argmin F(x' + sp') (NACHWEIS!)),
(Ap', p’) ( seR ( ) )

3. Datiere auf
.I‘H_l — ZCZ —0—062‘291,

4. Falls |[r"™!| = |b — Az""| = 0 Stop. Ansonsten setze i = 7 + 1 und gehe nach 2.
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Jetzt ist allerdings nicht mehr unmittelbar klar, da dieser Algorithmus nach hochstens n Itera-
tionen mit x = A~ 'b terminiert. Dass dem so ist, weisen wir nach, indem wir

(r'p)) =0fir0<j<i—1lund1<i<n
nachweisen. Denn dann gilt natiirlich

(b— Ax™ /) = (r",p/) =0fiirj =0,...,n—1,

also Ax™ = b, denn die Vektoren p°, ..., p" ! sind linear unabhiingig. Der Beweis funktioniert
mit Induktion nach n;

Anfang n = 1:
0,0

rt,p%) = (b — Ax® — agAp°, p°) = (0, p° —MAO, % = 0.

(r',p”) = ( oAp”,p") = (r",p") <Ap0’p0><pp>
Schritt k — k+ 1: Firj =0,...,k

=0 fiir o<j<k—1 =0 fir o<j<k—1

, , — rk pk ——

) = - Adt -t p) = W) AR ) <o

In der Praxis stehen wir allerdings vor dem Problem, dal wir die konjugierten Richtungen
p°,...,p" ! i.d.R. nicht kennen und deren numerische Berechnung (etwa mit dem Orthogona-
lisierungsverfahren von Gram/Schmidt) genau so aufwéndig ist wie die numerische Losung des
linearen Gleichungssystems Ax = b. Die auf Hestenes und Stiefel zuriickgehende Idee besteht
nun darin, ausgehend von einer Ausgangsrichtung p°, die konjugierten Richtungen p*! suk-
zessive aus dem aktuellen Residuum 7! und den Richtungen p°,...,p* (1 < i <n—1) zu
berechnen. Der nachfolgende Algorithmus fasst dieses Vorgehen zusammen (tatséchlich wer-
den nur "1, p’ zur Bestimmung von p**! benotigt!).

Algorithmus 2.29. (Basis CG-Verfahren)
Gegeben seien b, 2° € R" und eine positiv definite Matrix A € M (n,n). Berechnet wird die
Losung x von (46).

Initialisierung
Y =b— Ax°
p° =10
1=0

Do While i < nund r® # 0

o = (r',p")/(p", Ap")
2t = o 4 qpf

o _
rtl =t — a; Ap?
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B = (r't, Ap") /(p', Ap')
Pl = pitl _ g
i=i+1

Endwhile

Der numerische Aufwand in jedem Iterationsschritt besteht in einer Matrix- Vektor-Multiplikation
und der Berechnung von 3 Skalarprodukten. Ein Skalarprodukt wird eingespart, falls

a = [P/, Ap')
B = R/ (47)
pitl = pitl 4 gy

im obigen Algorithmus gesetzt wird. Aufgrund von Orthogonalitéitseigenschaften der Iterierten
ergibt sich mit (47) ein zum Algorithmus 2.29 dquivalenter Algorithmus. Die Erfahrung zeigt
allerdings, dafl der numerische Mehraufwand stabilisierend wirken kann, d.h., daB} die sparsame
Variante hdufiger versagt als die spendablere. Zunichst einige Aufgaben.

Aufgabe 2.30. cg-Verfahren
Berechnen Sie mit Hilfe des cg-Verfahrens Algorithmus 2.29 die exakte Losung des Glei-
chungssystems

2 -1 0 1
-1 2 -1|z=1]0
0 -1 2 0

Aufgabe 2.31. Eigenschaften des cg-Verfahrens
Betrachten Sie das cg-Verfahren aus Algorithmus 2.29.

1. Zeigen Sie, dass sowohl im Basis cg-Verfahren (Algorithmus 2.29) als auch in der For-
mulierung (47) stets **! orthogonal zu p® ist.

2. Zeigen Sie, dass beide Formulierungen des cg-Verfahrens dquivalent sind.

Der Algorithmus 2.29 hat folgende grundlegende Eigenschaften.

Satz 2.32. (CG-Verfahren ist ein direktes Verfahren)

Sei A € M (n,n) symmetrisch und positiv definit. Dann
1. erzeugt Algorithmus 2.29 konjugierte Richtungen p’ mit {Ap*, p’) = 0 f’ur i # j,
2. gilt ur alle Residuen (r®, p/) = 0fur j = 0,...,i — 1,

3. konvergiert das CG-Verfahren in Algorithmus 2.29 nach hochstens n Schritten gegen
die exakte Losung z* des Gleichungssystems (46), wobei die Wahl des Startwertes 2°
beliebig ist.
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Beweis: [5, Satz 5.2], [12]. [ |

Das CG-Verfahren ist demnach ein direktes Verfahren oder kann als solches aufgefal3t werden.
Seine rekursive Formulierung 148t jedoch zu, die Losung von (46) bis zu einer vorgelegten Ge-
nauigkeit zu berechnen. Die Anzahl der dazu benétigten Iterationen kann abgeschitzt werden.

Satz 2.33. (Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens)
Sei A € M(n,n) positiv definit und 2° € R" beliebiger Startwert. Die Iterierten z* des CG-
Verfahrens erfiillen

\/AmaJ:(A) - \/)‘mm(A)
\/)\max<A) + \/)\mzn(A>

V(A(zk — z%), 2k —2%) < 2 { } V(A0 — ), 20 — z%) (48)

Beweis: [5, Satz 5.3] |

Es bezeichne

|z 4 := Vat Az

die zur Matrix A assoziierte Vektornorm und

)\max (A)

/{(A) - Amm(A)

(= K2(4)) (49)

die Kondition der symmetrischen, positiv definiten Matrix A. Aus (47) wird eine Abschitzung
erhalten dafiir, wieviele Iterationen des CG-Verfahrens hochstens durchzufiihren sind, um den
Ausgangsfehler auf die Groflenordnung e zu reduzieren. Hinreichend dafiir ist, daB &

{\/)\mm(A) + o (A) }’“ 2

V Amax(A) -V )‘mm(A)

erfiillt. Mit Hilfe von (49) kann das auch umgeschrieben werden zu

(79

also

Wird noch

beriicksichtigt, so ist fiir
k> —vk(A)In (—) +1 (50)

sichergestellt, dal

gilt.
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Die malgebliche Grofe fiir die Konvergenzgeschwindigkeit ist hier die Kondition der Matrix
A. Thre Giite hingt maBgeblich von der Breite des Spektrums von A ab, d.h., je weiter \,,,,.(A)
und A, (A) auseinanderliegen, desto pessimistischer sind die Erwartungen hinsichtlich der
Fehlerreduktion. Die Konvergenzgeschwindigkeit kann mittels Vorkonditionierung verbessert
werden. Dazu bemerke, daf3 die eindeutige Losung z* von (46) auch das Minimum der Funktion

f(zx) = %xtAx — bl

darstellt. Sei jetzt C' eine nichtsingulidre Matrix. Dann ist mit
A:=CTACT, b:=C""
das eindeutige Minimum y* der Funktion

1 - .
fly) = §ytAy — by

durch o
y* — Aflb — Ctl’*

gegeben, wobei z* die Losung von (46) darstellt. Ferner gilt wegen der positiven Definitheit

von A mit (48)
k

A) -1
r(A) 0yl D)

7\/@“ v —y

und zu gegebenen ¢ > 0 gilt fiir die in (49) hergeleitete Zahl k = k(e)

¥ =yt <2

1 ~ 2
> — - .
k> 5 /@(A)ln<€> +1

Ist k(A) < k(A), so wird wohl y* schneller gut approximiert als z*. Weil mit
ZE* — Cfty*’ l‘k — C«ftyk:

" —yi = 2" —a*|a

folgt, motiviert sich aus diesen Uberlegungen unter Beachtung von
CTHAC'=CT'CT'A=W"'A
(d.h., WA und A haben dieselben Eigenwerte) der

Algorithmus 2.34. (Vorkonditioniertes CG-Verfahren)
Gegeben seien b, 2° € R", eine positiv definite Matrix A € M(n,n) und ein geeigneter Vor-
konditionierer W € M (n,n), i.e. W positiv definit. Berechnet wird die Losung =* von (46).

Initialisierung
0 =b— Ax°
p° = W10
BO = (p07 TO)
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1=20
Do While i < nund 7% # 0
a; = B/ (p', Ap')
o =2 4 aupt
=t — o Ap?
AR eSS
Biva = (¢, rH)

pitl = ¢itl 4 %pz

r

1=1+1
end while

Die Kunst besteht jetzt darin, die Matrix WW so zu wihlen, daf3

i) k(A) nahebei 1 bzw. K(A) << K(A) und/oder
ii) ¢ = W !r leicht auflosbar

gewihrleistet werden kann. Diese beiden Eigenschaften widersprechen sich natiirlich im Allge-
meinen und gesucht ist hier der Konigsweg.

Abschlielend werden noch einige Vorkonditionierer angegeben und ihre Eigenschaften vorge-
stellt.

Beispiel. 1. Diagonale Skalierung. Dabei wird
W = diag(A) (52)
gewdhlt.

2. SOR-Vorkonditionierung. Dabei wird ausgehend von der Zerlegung A =L + D +U

1
WL (lD + L) (ED) (lp i U) (53)
2—w \w w w

gewdhlt. Im symmetrischen Fall heifit das SSOR Vorkonditionierung.

3. Vorkonditionierung mittels unvollstindiger LR-Zerlegung. Dabei wird A = M + R mit
M = LRund R = A — LR angesetzt und

W :=LR (= LDL' fiir symmetrische Matrizen) (54)
gewdhlt, vergleiche [10]. Zur Berechnung der Faktoren L und R wird die L-R-Zerlegung etwa
nur auf den Nicht-Nullelementen von A durchgefiihrt.

Es gilt
Satz 2.35. (Konditionsverbesserung)

Fiir die SSOR-Vorkonditionierung gilt

min x(A)(w) < B + k(A), (55)

O<w<?2 -

50



fiir die Vorkonditionierung mittels unvollstindiger LR-Zerlegung

k(A) < CV/k(A), (56)

falls die LR-Zerlegung nur auf den Nicht-Nullelementen der Ausgangsmatrix A durchgefiihrt
wird.

Beweis: [10, (1.73 ¢)](1.73 c¢) fiir (55), (56) in [1]. |
Beispiel. Wihlen Sie

Dann ist A positiv definit und Satz 2.23 liefert fiir die Eigenwerte

thmaa}(A) = Q—QCOSnﬂ——_’T}l <4
W Amin(A) = 2-2cos 2 = Zm+0 (L),

also mit (49)
K(A) ~ izh_Q.
T
Benotigt demnach das CG-Verfahren £ Iterationen zur Reduktion des Ausgangsfehlers auf e
Teile seiner Ausgangsgrofle, so kommen die mit SSOR und unvollstdndiger LR-Zerlegung vor-
konditionierten Varianten mit O(4/x) Iterationen aus.

Bemerkung 2.36. (Mehrgittermethoden)

Mit der Hilfe von Mehrgittermethoden lassen sich Vorkonditionierer entwickeln, mit deren Hil-
fe die Anzahl der zur Losung notwendigen Iterationen im CG-Verfahren unabhingig von der
Dimension des Gleichungssystems gehalten werden kann. Eine Ausfiihrliche Diskussion zu
Mehrgitterverfahren gibt Hackbusch in [7].

Bemerkung 2.37. F’ur Gleichungssysteme mit beliebiger regul”arer Koeffizientenmatrix A
konvergiert das sogenannte GMRES Verfahren nach h”ochstens n Iterationen. Eine ausf”uhrliche
Besprechung dieses Verfahrens wird etwa in [12] gegeben. Fiir regulére indefinite Matrizen, wie
sie hiufig bei Sattelpunktproblemen auftauchen, gibt es Varianten des CG-Verfahrens, welche
nicht soviel Speicherplatz wie GMRES bendtigen. Genannt seien hier

e BiCG (Biconjugate Gradients)

BiCG;(Biconjugate Gradients mit 3 Matrixmultiplikationen)

BiCGSTAB(Biconjugate Gradients Stabilisiert)

CGS(Conjugate Gradient Squared)

CSBCG(Composite Step Biconjugate Gradients)

LAL(Look ahead Lanzcos)
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¢ QMR(Quasi Minimal Residual)
o TFQMR(Transpose Free QMR)

¢ SymmLQ(Symmetrische LQ-Zerlegung)

Eine vergleichende Besprechung dieser Verfahren findet etwa in [16, 6] statt.

52



3 Nichtlineare Gleichungen

Jetzt sollen numerische Methoden zur Losung von nichtlinearen Gleichungen der Form
F(x)=0, ze€eR" F:R"—>R" (57)

entwickelt und untersucht werden.

3.1 Motivation

Aufgabenstellungen dieser Art treten sehr hdufig bei der Modellierung physikalischer Vorgénge
auf. So ergibt sich etwa nach geeigneter Diskretisierung der nichtlinearen Randwertaufgabe

u'(x) = e"@ fiir 2 € (0,1), und u(0) = u(1) = 1

zun € Niber dem Gitter z; := ih(i = 0,...,n+ 1) mit Gitterweite h := #1 ein nichtlineares
Gleichungssystem der Form
Au+ Z(u) =0,
wobei u = [uq, ..., u,]". Dabei gilt unter Verwendung zentraler Differenzen fiir die Approxi-
mation von u” (x;)
2 -1 e
I { -1 . "
A:ﬁ o ,und Z(ug, ... uy,) =
-1 2 e'n
Die Gleichung (57) soll numerisch mit Hilfe einer Fixpunkt Iteration
2 € R" gegeben , 2"t = G(2%), i =i + 1, (58)

gelost werden. Die Funktion G : R™ — R™ heifit dabei Iterations Funktion. Iterations Funk-
tionen ergeben sich haufig direkt aus der Aufgabenstellung, etwa falls /' die spezielle Gestalt

F(z)=x— H(x)

besitzt. In unserem Beispiel wire etwa H(z) = —A~'Z(x). Dann ist die natiirliche Wahl der
Iterations Funktion G := H.

Die Grundlegende Idee zur numerischen Losung von (57) und zur Konstruktion von Iterati-
onsfunktionen besteht in der Formulierung einer Sequenz von einfachen Ersatzaufgaben. Dazu
wird die Funktion £’ lokal durch geeignete einfach Modelle ersetzt, deren Nullstellen einfach zu
berechnen sind. Das fiihrt auf die Betrachtung von Linearisierungen der Funkion F' in der Néihe
einer Nullstelle £. Es gilt dort fiir gegebenes x € R™ (F' als stetig differenzierbar vorausgesetzt)
nach der Taylor Formel

0= F(&) = F(x) + DF(x)(€ — x) + o([[§ — =]]) fur (x — &),
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wobei DF(x) € M(n,n) die Jacobi Matrix von F bei = bezeichnet. Dabei Es liegt jetzt auf der
Hand, die Nullstelle ¢ der affin—linearen Funktion

T\[F,z|(z) .= F(z)+ DF(z)(z — x)

als Approximation der Nullstelle £ von F' aufzufassen, denn T} [F) 2] ist sicherlich eine gute
Approximation an (brauchbares Modell fiir) die Funktion £, falls z nahe bei £ liegt. Wir erhalten

n=x—DF(x)"'F(x).

Die Berechnung von 7 ist hier natiirlich nur méglich, falls DF'(z) ! existiert. Ausgehend von z°
in der Nidhe von ¢ iterieren wir dieses Vorgehen. Das sich daraus ergebende Iterationsverfahren
heilt Newton Verfahren und hat die Form

Algorithmus 3.1. (Newton Verfahren)

1. 2° € R™ gegeben, i = 0,

2. 16se nach Az?,

3. datiere auf
- _ A
=2+ Axt,

4. i =141, gehe zu 2.

Die Iterations Funktion des Newton Verfahrens ist gegeben durch
G(z) =2 — DF(z)" 'F(x). (59)

Die Wahl des Startwertes 2° fiir das Newton Verfahren ist kritisch. In praktischen Aufgaben-
stellungen resultiert das nichtlineare Gleichungssystem (57) selber aus einer mathematischen
Modellierung, so dass wir vielleicht bereits eine Idee haben, welche Vektoren (Werte) fiir £ in
Frage kommen.

Bei der Motivation des Newton Verfahrens werden die Landau’schen Symbole o (und spiter
auch) O verwendet, vergleiche [12]. Diese sind wie folgt definiert.

Definition 3.2. Seien f, g zwei Funktionen. Wir sagen

f(x) =0(g(x)) (x — xo) (sprich f ist groB O von g fiir = gegen z() <= 3C > 0, U(x)
Vo € Ulxo): |f(z)] < Clg(x)].

f(z) =o(g(z)) (x — xo) (sprich fist klein O von g fiir z gegen ) <= Ve > 0 U (zy)
Vz € Ulzo): |f(2)] < elg(z)].

Aufgabe 3.3. Sei f : R — R 2 mal stetig differenzierbar. Konstruieren Sie das Newton-
Raphson Verfahren 2ten Grades zur numerischen Berechnung von Nullstellen einer Funktion
f, welches durch die Iterations Funktion
2
Gz) =a— /() (60)
f'(x) + sign(f )/ f'(2)? — 2f () f"(2)

gegeben ist. Tip: Ersetzen Sie die Funktion f durch ein Modell 2ter Ordnung, vergl. Motivation
von Algorithmus 3.1.

54



3.2 Verfahren und Konvergenzsiitze

Jetzt zu Konvergenzaussagen fiir Fixpunkt Iterationen. Dazu zunéchst einige Begriffe.

Definition 3.4.

e ¢ heifit Fixpunkt von G <= G(§) = &.

e Sei & Fixpunkt von G und es gelte fiir alle Startvektoren z° fiir die mittels der Fixpunkt
Iteration (58) erzeugten Iterierten {x'};cy fiir ein festes p > 1

[z — ¢ < Clz* — ¢||? fiiralle i > 0und C' < 1 falls p = 1.

Dann wird das durch G erzeugte Iterations Verfahren als Verfahren von mindestens p-ter
Ordnung bezeichnet.

Aus dieser Definition folgt sofort

Satz 3.5. Jedes Verfahren p-ter Ordnung zur Bestimmung eines Fixpunktes ¢ ist lokal konver-
gent, d.m. es gibt eine Umgebung U (¢) derart, daB fiir alle Startwerte 2° € U (&) die durch die
Fixpunktiteration (58) erzeugten Iterierten {z'};cy gegen & konvergieren.

Beweis: Im Fall p > 1 wihle U(¢) := {z; ||z — £|| < ¢} so, daB ||z — §||C’p_i1 < k < 1 fir
1

alle x € U(§) giiltig ist, also § = C'" »—1, wobei C die Konstante in der Definition der Ordnung

bezeichnet. Das kann wie folgt eingesehen werden; Fiir die Iterierten gilt

|z —¢|| < Cllaf =€ < - < CLppP ot it

x0—£
+1

o (o = gl) = 06— o0,

falls C'7-T |2° — €] < Tund p > 1. Im Fall p = 1 gilt C < 1, also
lo"t =€l < Clla” =gl <+ < O la® = €] — 0 (i — o0),
so dass Konvergenz bei jeder Wahl des Startwertes vorliegt. |

Wir sprechen im Fall p = 1 von linearer Konvergenz, und von superlinearer Konvergenz,
falls
|zt — €| < Cyl|lz" — €] fiir alle i > 0 mit lim C; = 0.

Fiir skalare Iterationen gilt

Satz 3.6. In (58) gelte n = 1. Ferner besitze G den Fixpunkt &, sei in einer Umgebung von &
p-mal stetig differenzierbar und es gelte G*)(¢) = 0 fiir k = 1,...,p — 1, aber GP)(¢) # 0.
Dann liegt fiir p > 1 ein Verfahren p-ter Ordnung vor. Ein Verfahren erster Ordnung liegt vor,
falls zusitzlich zu p = 1 noch |G'(£)| < 1 gilt.

Der Beweis ist Gegenstand von

Aufgabe 3.7.
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1. Beweisen Sie Satz 3.6.

2. Weisen Sie nach, dal das Newton Verfahren fiir skalare Funktionen f : R — R lokal
mindestens von 2ter Ordnung konvergiert, sofern fiir die entsprechende Nullstelle & (der
Fixpunkt der Verfahrens Funktion) f'(£) # 0 gilt.

Hinreichend fiir die lokale Konvergenz von Fixpunkt Iterationen ist die Kontraktionseigenschaft
der Iterations Funktion G

Definition 3.8. G : R" — R" heifit stark kontrahierend in einer Umgebung U ({) :<=>
1G(2) = Gy)|| < K|z —y| firalle z,y € U(C) (61)
mit einem K < 1, bzw. schwach kontrahierend in einer Umgebung U (() :<=-
|G(z) — G|l < |lz — yl| fiir alle z, y € U(C). (62)

Kontrahierend meint im Folgenden immer stark kontrahierend.

Die Fixpunkt Iteration einer kontrahierenden Abbildung ist in der Umgebung eines Fixpunktes
konvergent mit mindestens Ordnung 1, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.9. Die Funktion G : R” — R" besitze einen Fixpunkt £ und sei in einer Umgebung
B.(§) :=={z € R"; ||x — £]|| < r} kontrahierend. Dann besitzt die Iterierten Folge {z'};cy der
Fixpunkt Iteration (58) fiir jeden Startwert 2° € B,(€) die Eigenschaften

o 7' € B,.(¢) fiirallei € N,

o ||z—¢| < K||2°—£]| (was bedeutet, daB {z°};cy mindestens linear gegen £ konvergiert).

Der Beweis dieses Satzes ist Gegenstand von

Aufgabe 3.10. Beweisen Sie Satz 3.9.

Bei lokal kontrahierenden Abbildungen kann aber auch auf die Existenz eines Fixpunktes ge-
schlossen werden. Neben anderen Dingen besagt das der

Satz 3.11. Sei 2° € R”. Die Funktion G : R* — R” sei

i. in einer Umgebung B, (z°) := {z € R"; ||x — 2°|| < r} kontrahierend mit der Kontrakti-
onskonstanten /K,

ii. ||zt — 20 = ||G(z%) — 2| < (1 = K)r <.
Dann gilt fiir die Iterierten Folge {z};cn der Fixpunkt Iteration (58) mit Startwert z°

1. 2* € B.(2°) fiiralle i € N,

2. G besitzt in B,(z°) genau einen Fixpunkt £ mit lim,_,, 2° = ¢ und
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3. es gelten die Fehlerabschidtzungen

e < K2t — d <
ot — €l < Kl = €]l und o’ — €] < ———

||x1 —x0||. (63)

Es ist zu beachten, dass im vorhergehenden Satz die Existenz eines Fixpunktes nicht vorausge-
setzt, sondern gefolgert wird.

Beweis: (von Satz 3.11) 1. Wir zeigen z° € B,(2°) fiir alle i € N mit Hilfe von Induktion. Aus
der Voraussetzung ii. folgt x! € B,.(2°). Gelte also 27 € B,(z°) fiir 1 < j < i. Aus i. erhalten
wir sofort

l2" = 2" = |G(a") = G| < Klla" — 2" < K|l — 2.

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und ii. folgt dann

2t =20 < [t =2 Y K <r(1-K)Y K =(1- K<,
j=0

i=0
also ™! € B,(z).

2. Wir zeigen, daB {z'},cy Cauchy Folge ist. Dazu verwende die Dreiecksungleichung, ii., die
geometrische Reihe und schlieBe fiir m > [

—[-1
o — ol < o — K S KT <
= pr - K

2! — 2% < K'r — 0 fiir m, | — oo.

Demnach ist {z};cy Cauchy Folge und konvergiert wegen z° € B,(2°) gegen ein ¢ € B,(z°).
Dieses ¢ ist Fixpunkt von (G, denn

IG(&) =€l < IG(&) = G| + [|[G(z") = &Il < Kla" = €]l + [ = €] — 0 fiir i — oo.
Der Fixpunkt ist eindeutig, denn ist £ ein weiterer Fixpunkt in 5B, (2°). Dann folgt £ = ¢ aus
I€ =€l = 1G(€) = GO < K| =&l

SchlieBlich noch die Fehlerabschitzungen;

l

1-K

¢ 2l = lim [l2™ — o' < =z 2|

und ' ' 4
1€ — 2| = [|G(€) — G(2")|| < K||E — ']].
Damit ist alles bewiesen. [ |

Wir wollen jetzt das Newton Verfahren in seiner Basis Variante aus Algorithmus 3.1 untersu-
chen und beweisen zunichst

Satz 3.12. Sei ' : S — R” stetig und auf der offenen Menge C' mit C' C S differenzierbar.
Ferner gebe es zu 2° € C positive Konstanten r, a, b, ¢, h mit den Eigenschaften
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i. B.(2°)={zeRYy|z—-2° <r}CC,

Die Funktion F’ besitze die Eigenschaften

1) ||DF(x) — DF(y)|| < c||Jz — y|| fiir alle z, y € C' (Lipschitz Stetigkeit der Ableitung),

2) DF(x)! existiert fiir alle z € C und es gilt || DF(z)~!|| < bund

3) IDF(%) " (") < a.

Dann gilt

1.

Ausgehend von 2 ist die Folge der Newton Iterierten {z°};cy aus Algorithmus 3.1 wohl-
definiert und es gilt ' € B, (z°) fiir alle i € N.

lim; o 2° = € € B,(2°) und es gilt F'(¢) = 0.

. Es gilt die Fehlerabschitzung

2t—1

|z' — ¢ < a5 furallei € N. (64)

. Das Verfahren ist lokal quadratisch konvergent, d.m. fiir die Iterierten gilt

l2" =&l < Kl2* — €]

mit einer positiven Konstanten K.

Unter anderem ist das Newton Verfahren wegen 0 < h < 1 dann mindestens quadratisch
konvergent.

Beweis: 1. Wir schreiben Algorithmus 3.1, 2. um in die Form

7 =2" — DF(2") ' F(2").

Sind die Iterierten 27 (j = 0, ..., 4) in B,(2"), so ist z°! wegen Voraussetzung 2) wohldefiniert.
Mit Voraussetzung 3) ist diese Aussage richtig fiir z°, z'. Seien also #7 (j = 0,...,14) in B,(2)
fiir ein ¢ > 1. Dann folgt aus 2) und der Iterationsvorschrift des Newton Verfahrens

a1 —afl| = | DF(')  F(a) ]| < WIF()]| = b F(@) ~Fa'™!) = DR (' =Y |.

Der Mittelwertsatz in Integralform liefert (x := x

(.

~~
=0

i

Ly =)

F(z) = F(y) = DF(y)(z —y) = /DF(y+ s(r —y))ds(z —y) — DF(y)(z — y)

1

_ / (DF(y+ s(z —y)) — DF(y))ds(x — y),
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also

1

|F(x)—F(y)~DF(y)(z—y)]| < / |DF(y+s(z—y))—DF ()| ds]lz—y] < ¢ / sds|z—y|P

wegen 1) und der Konvexitit von C. Damit ergibt sich dann induktiv
i+1 i by i i1 2i-1
lo™" =2l < S lla" = 2" < ah
wegen der Definition von h. Dies’ wiederum liefert mit Hilfe der Dreiecksungleichung und er
geometrischen Reihe
i

)
Jle =20 < Yl — ) <a >R < T ‘ 5=
=0

i=0
also 2! € B,(z).

2. und 3. Wie in 2. des Beweises von Satz 3.11 wird jetzt bewiesen, daB {x"};cy eine Cauchy
Folge ist und daher konvergiert. Es gilt ndmlich fiir m > n

mo , BIPE NP h* 1
|2 — 2| < Z 27+ — 2| < ah?"! Z (n?) < (1a——h2”) < efiirn > ng(e),

j=n 7=0
weil 0 < h < 1. Damit gilt A B
lim 2’ = ¢ € B,(2°)

1—00

und auch als Folgerung aus der vorangegangenen Abschitzung

ahQ"—l
(1—=h%")

lim [z — 2| = [|€ — 2" <
m—0o0

Das ist die gewiinschte Fehlerabschitzung. Verbleibt der Nachweis, dafl £ Nullstelle von F' ist.
Dazu schlieBe aus 1) und ! € B, () fiiralle i € N

IDF (") < |IDF(°) |+ DF(2')—DF(2°)| < | DF(2")|[+clla"=2°|| < er+ || DF(2°)]| =: K.
Damit
|F(z))| = || — DF(z%)("*" — 2%)|| < K|z — 27| < Kah® ' — 0 fiir i — oo.
Da F' auf S stetig ist gilt auch _
lim F(2') = F(E),
also F'(¢) = 0.
Wir zeigen noch die quadratische Konvergenz. Dazu schreibe

1

F(a') = F@) = F(© = [(DF(€+s(a' = ) — DF())ds(a’ - &) + DF() (o' &)

0
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Damit ergibt sich
¥ = D) F(2) = ' — £+ DF(x / (DF(E+ (' —€)) — DF(2))ds(a — €),
0

also mit der Lipschitz Stetigkeit der Ableitungen
i+1 1 iz - bc i2
lg = =" < | DF(a")” H—H£ 2 < S M€ =",

das ist die Behauptung mit K := %. |

Eine wichtige Eigenschaft der Gleichung (57) ist deren Invarianz gegeniiber affinen Transfor-
mationen. Denn es gilt ja

F(z) =0 <= AF(z) =0 fir alle Matrizen A € GL(n), (65)

d.m. Transformationen mit invertierbaren Matrizen dndern die Losungsmenge nicht. Eine nu-
merische Losungsmethode sollte diese Invarianz dann auch beriicksichtigen, also konservativ
hinsichtlich der affinen Invarianz der Gleichung (57) sein. Das Newton Verfahren erfiillt diese
Eigenschaft, denn es gilt

H(z) = AF(z) = DH(x) 'H(z) = DF(x) "A"'AF(x) = DF(z) ' F(x).

Ein Konvergenz Beweis des Newton Verfahrens sollte daher nur mit Bedingungen formuliert
werden, die auch affin invariant sind. In dieser Hinsicht waren wir bei der Formulierung des
Satzes 3.12 nicht konsequent, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel. Betrachte

Fi= | o |

xr1 — 8)272

[ 2]

Wir formulieren unsere Aufgabenstellung (finde x mit F'(z) = 0) in

mit den beiden Nullstellen

S:={z=(x1,m9); -1 <2, <3,i=1,2} 5 z%,

und schlieen damit y* von der Suche aus. Als Startwert fiir das Newton Verfahren wéhlen wir

|

00|00 |

und messen in der Maximum Norm. Dann gilt

e ar = |DF(2°)'F(2°)| = 0.127,
e br =supg ||DF(z)!|| =3 und

IDE()-DE@)| _ o

® Cr = 58SUPs o
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Das Konvergenzkriterium hp = apbpcp/2 < 1 ist hier wegen h = 0.381 erfiillt. Betrachte jetzt

} F(z).

]
D= p—t

Dann gilt
ag = ap, by =85undcy =2 = hy =1.0795 > 1.

D.m. daB3 obwohl das Newton Verfahren invariant unter affinen Transformationen ist, gilt das

nicht fiir die theoretische Charakterisierung in Satz 3.12.

Wir formulieren jetzt noch einen lokalen Konvergenzsatz fiir das Newton Verfahren, der nur af-
fin invariante Voraussetzungen bendtigt und zusitzlich auch die lokale Einzigkeit der Nullstelle
¢ gewihrleistet, siehe [15].

Satz 3.13. (Newton-Kantorovich)
Sei F': R" D S — R” sei stetig differenzierbar, S offen und 2° € S mit DF(2°)~! existent.
Ferner nehme an, dal Konstanten a > 0, wy > 0 existieren mit den Eigenschaften

i. |DF(2)7'F (2% < a,

ii. |[DF(z°)"(DF(x)— DF(y))|| < wollz —y|| firallez,y € S

ii. hg := awy < %und

1v. Br(l‘o) C S’ ri= ﬂ.

wo

Dann gilt
1. Ausgehend von x° ist die Folge der Newton Iterierten {° };cn aus Algorithmus 3.1 wohl-
definiert und es gilt ' € B, (z°) fiir alle i € N.
2. lim; o 2" = & € B,(2°) und es gilt F(£) = 0.
3. Die Losung ¢ ist eindeutig in
B, (z%).

Die Konvergenz der Iteriertenfolge {x"};cy ist mindestens quadratisch.

Beweis: Siehe [15]. |

Aufgabe 3.14. Priifen Sie fiir Beispiel 3.2, ob die Voraussetzungen von Satz 3.13 affin invariant
sind.

Eine vereinfachte Variante des Newton Verfahrens aus Algorithmus 3.1 verzichtet in Schritt 2.
auf die Verwendung jeweils der exakten Jacobi Matrix D F'(x"). Statt dessen wird die Jacobi Ma-
trix aus einem der vorherigen Schritte eingefroren. Es lohnt sich dann, diese Matrix zu zerlegen,
da in Schritt 2. (unten Schritt 3.) immer Gleichungssysteme mit derselben Koeffizientenmatrix
zu 16sen sind.
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Algorithmus 3.15. (Vereinfachtes Newton Verfahren)

1. 2° € R" gegeben, i = 0, iaufdat > 1.

2. Falls m c N U {0} A= DF(CEZ)
3. 16se nach Az’ A
AAg' = —F(2"),

4. datiere auf
- _ A
2 =2+ Axt,

5. i =1+ 1, gehe zu 2.

Fiir diesen Algorithmus gelten lokale Konvergenzaussagen dhnlich denen aus den Sétzen 3.12
und 3.13, die Konvergenzrate ist jedoch i.d.R. nur linear, siehe dazu [15].

Weitere Varianten des Newton Verfahrens sind die sogenannten Inexakten Newton Verfahren
und Quasi Newton Verfahren. Die Idee des inexakten Newton Verfahrens besteht darin, Schritt
2. des Newton Verfahrens 3.1 selbst iterativ zu 16sen und die Genauigkeit dieser inneren Ite-
ration an das Residuum der duleren Iteration anzupassen. Diese Verfahren(sklassen) werden
etwa in Grundvorlesungen zur Optimierung besprochen.
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4 Interpolation

Interpolation von Funktionen und allgemeiner Daten ist ein hdufig auftretendes Problem sowohl
in der Mathematik als auch in vielen Anwendungen.

Dateninterpolation: Gegen seien Daten (z;, f;) (i = 0,...,n). Gesucht ist eine Funktion p(x)
mit

ple)=fi i=0,....n. (66)

Daten konnten z.B. aus Messungen eines physikalischen Vorgangs erhalten werden, von dem
wir annehmen wollen, dass er von einer kontinuierlichen Funktion f beschrieben wird (die wir
leider nicht explizit kennen). Mit Hilfe der Daten wollen wir ein moglichst einfaches Modell p
der Funktion f bestimmen, welches in den Daten mit f iibereinstimmt, d.h. es soll

p(z;) = f(z;) (= f;) firallei =0,....,n

erfiillt sein. Das Modell p konnen wir dann dazu benutzen,

e an Stellen = # x; Niherungswerte p(z) fiir f(x) zu berechnen, oder auch

e mit Hilfe des Modells p Ersatzaufgaben zu formulieren, etwa fiir die Bestimmung von
Nullstellen der Funktion f, d.m. die Aufgabenstellung Finde x* mit f(xz*) = 0 wird
ersetzt durch Finde x* mit p(z*) = 0.

Diesen Prozesse wollen wir natiirlich zuverlissig gestalten. Daher ist es notwendig,

e das Modell p fiir beliebige (sinnvolle) Werte z effizient und exakt auswerten zu kénnen,
und

e den durch das Modell induzierten Fehler ||p(xz) — f(x)|| qualitativ zu beherrschen und
nach Moglichkeit auch kontrollieren zu konnen.

Interpolieren kdonnen wir auf mannigfaltige Weise. Wir fangen an mit

4.1 Polynominterpolation

Wir wollen das Problem der Dateninterpolation zunichst mit Polynomen 16sen, d.m. Funktio-

nen der Form
m

p(z) = Z a;z'  (Polynom m — ten Grades). (67)
i=0
Dabei bezeichnen ay, . . ., a,, die (hier i.d.R. reellen) Koeffizienten. Wir setzen voraus, dass der

Koeffizient a,, # 0 erfiillt, das Polynom also wirklich den Grad m besitzt. Polynome werden
in der Algebra studiert, insbesondere “uber dem Korper der Komplexen Zahlen.

Bevor die eigentliche Aufgabenstellung mit der Konstruktion von Interpolationspolynomen
angegangen wird, wollen wir effiziente Algorithmen zur Auswertung von Polynomen (und de-
ren Ableitungen) angeben und noch einige niitzliche Eigenschaften von Polynomen zusammen-
tragen.
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Eine elegante Methode zur Auswertung von Polynomen ist das Hornerschema. Dieses wird
zunichst anhand des nachfolgenden Beispiels demonstiert.

Beispiel.
n=4: px) =1 + 2z + 322 + 423 + 5zt

=1 + z(2 + 3z +  4a? + 52%)

=1 + x(2 + z(3 + 4z + 5z%))

=1 + x(2 + z(3 + x(4 + 5x)))

= ap + z(ay + z(ag + z(ag + zay)))

= Qap—4 + ZL‘(CLn_g + x(an—Q + x(an—l + zay )))
—~—
xbn—l

(a2 + x 7 by_2)
= apq + (03 + w bo_s)
= Qp—4 + T : bnjé:
‘l;n—S

Diese Auswertung bendtigt nur 4 Multiplikationen und 4 Additionen.

Wir fassen diese Klammer— und Multiplikationsmethode im sog. Horner—Schema zusammen:

Algorithmus 4.1. (Horner Schema zur Auswertung von p(z))

bn—l ‘= Ap,
Fir: =n —1,...,0 fiihre aus: b;_ := b,z + a;,
p(i’) = bfl.
Schematisch:
Qp, Ap—1 QAp—2 ap—3 s ay ao
L+ L+ L+ L+ L+ L+
0 , &by 5 Thyo » Thyg , ... Thy » Thy
bn—l bn—2 bn—3 bn—4 bO b—l
|| I
an, p(7)

Wir halten fest

Satz 4.2. Sei p,(z) = > a;x' ein beliebiges Polynom n—ten Grades (n € IN) und % € C
i=0
-1
beliebig aber fest. Dann ist das Polynom p,,_;(z) := Z b; x*, dessen Koeffizienten b; mit

Hilfe des Horner—Schemas aus p,, und  berechnet werden vom Grad n — 1, und es gilt
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Durch Differenzieren von (68) erhalten wir

pu(@) = poaalz) + (2 —2)p, 4 (2),
also  pn(2) = paa(2).

Dies liefert die

Korollar 4.3. Die Ableitung p/,(Z) eines beliebigen Polynoms p,, € II,, an einer vorgegebe-
nen Stelle % ist als Polynomwert von p,,_; € II,,_; berechenbar, wobei p,,_; aus p, mittels
Horner—Schema berechnet wurde.

Dies kann mit Hilfe des doppelten Horner-Schemas ausgefiihrt werden, das nur an einem
Beispiel erldutert werden soll.

Beispiel. p(z) = 1 — 2z + 32% — 423 + 5z, =2

5 —4 3 —2 1
(as) (az) (az) (a1)  (ao)
I+ 1+ 1+ |+ |+
F=2 225, 26,215,228
5 6 157 287 57 = p(2)
(bs)  (b2) (b)) (bo) (b-1)

2.5 2.16 2-47
5 16 47 122 = p(2)

Dieses Schema kann auf die Berechnung hoherer Ableitungen erweitert werden. Vorsicht: Hier-
bei treten noch Faktoren auf (vgl. z.B. [11, Korollar 2.5]).

Eine einfache Folgerung aus Satz 4.2 lautet
Korollar 4.4. Ist & eine Nullstelle von p,(z), so zeigt Satz 4.2

po(z) = (2 — 2)pn_1(z). (69)
Man kann mit dem Horner—Schema also einen Linearfaktor (z — &) abspalten.

Definition 4.5. Hat ein Polynom p € II,, eine Darstellung

p(z) = (x - @) q(z), k€N,

mit einem Polynom ¢ € I1,,_y, fiir welches ¢(z) # 0 erfiillt sei, so heiBt & k—fache Nullstelle
von p, und k heillt algebraische Vielfachheit der Nullstelle z.

Unter Benutzung dieser Begriffsbildungen erhalten wir aus Satz 4.2 den fundamentalen

Hilfsatz 4.6. Ein Polynom p, € II,, mit n + 1 Nullstellen (wobei mehrfache Nullstellen
zugelassen sind: eine k—fache Nullstelle zéhlt dann als k& Nullstellen) verschwindet identisch,

d.h. p,(z) =0 firalle z € C. (Oder dquivalent: p(z) = Y a;z" und a; = 0 fiir alle 7)
i=0

Andere Formulierung: Ein Polynom p,, n—ten Grades hat hochstens n Nullstellen.
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Beweis: durch vollstindige Induktion (zunichst fiir paarweise verschiedene Nullstellen):
Induktionsanfang: n = 0, also pg(x) = ag, ist po(z) =0 firein Z € C so folgt ay = 0.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei richtig fiir n — 1.

Induktionsschritt: p, € 11, habe die n+1 (paarweise verschiedenen) Nullstellen x4, ..., z,1;
dann gilt nach Satz 4.2

pn(x) = pn(xn—i—l) + (l‘ - In—i—l)pn—l(l‘) = (I - xn—i—l)pn—l(x)v Dn—1 € Hn—l
Pn—1 hat die Nullstellen z,...,x,, alsoist p,_; = 0 nach Induktionsvoraussetzung.

Hat p,, mehrfache Nullstellen, so hat es nach Def. 4.5 eine Darstellung

4
p(:E) = (H (x_$j)kj> Qn—m($)v m =

j=1

kja kj > 17 n-m € Hn—m

4
—

J

mit einem Polynom ¢,_,,, das keine mehrfachen Nullstellen besitzt und auf das der vorige
Beweis angewendet werden kann. |

Die Ersatzaufgabe Finde eine Nullstelle x* von p konnen wir mit dem Newton Verfahren aus
Kapitel 3 numerisch 16sen. Die Vorschrift lautet hier

Pn(z’)
P, (z7)

2" gegeben, berechne 2! = z* — ,

wobei Nenner und Zihler der Iterationsvorschrift mit Hilfe des Horner—Schemas berechnet wer-

den konnen. Die Auswahl des Startwertes z° wird bei Polynomen erleichtert durch

Satz 4.7. (Einschlieffungssatz fiir Polynomnullstellen) Hat das Polynom p(x) = a; x* mit
i=0

a, = 1 eine Nullstelle z*, d.h. p(z*) = 0, so gilt

n—1
a) |z*] < max (1,2 \ai|)
i=0

bl < max | (al, 1+]a)
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Beweis: Wir zeigen: Auflerhalb dieser Schranken gilt immer |p(z)| > 0.

n—1
a) Sei |z| > max (1, > |az~|) . Es gilt wegen a,, = 1 unter Anwendung der umgekehrten
i=0

Dreiecksungleichung
n—1 n—1 n—1
p(z)] = |2"+ ) aa’ "] = Y ] = 2" = ) il |27
i=0 =0 =0
n—1
> |z"| — Z lag| |z"7Y, denn |z| > 1;
=0
n—1
S (CR 91 )
i=0
n—1
denn |z"7!| > 1 wegen |z| > 1 und |z| — > |a;| > 0 nach obiger Voraussetzung.
i=0
b) Ubung. |

Kommen wir jetzt zur Bestimmung von Interpolationspolynomen zu einem Datensatz (x;, f;),
i=0,...,n).Es gilt

Satz 4.8. Seien Daten (z;, f;) € C x C (i = 0,...,n) gegeben mit x; # x; fiir i # j. Dann
gibt es genau ein Interpolationspolynom p(z) = >~ a;2° vom Grade n mit
i=0

p(IZ>:fZ, Z:O,,n

Beweis: Wir definieren zu x; das Lagrange Polynom n-ten Grades gemif

T —
L; = J 70
() H p— (70)
TjFT;
und setzen .
p(x) =) fili(z)
i=0

Dann ist p ein Polynom n-ten Grades und es gilt p(x;) = f; fir i = 0,...,n. Das sichert
die Existenz des Polynoms. Gibt es Polynome p; # p, welche beide die Interpolationsaufgabe
l16sen, so ist ¢ := p; — py ein Polynom hochstens vom Grade n mit n + 1 Nullstellen xy, . . ., z,,
mul also gemiB Hilfsatz 4.6 identisch verschwinden. Das sichert auch die Eindeutigkeit von p.

Die Auswertung des Interpolationspolynoms p in Lagrange Darstellung an einer Stelle x benotigt
O(n?) mathematische Operationen. Ferner sollten die Nenner der Lagrange Polynome vorab
berechnet werden, damit diese nicht bei jeder Auswertung neu berechnet werden miissen. Die
Lagrange Darstellung von p ist niitzlich immer dann, wenn nachtriglich MeBwerte f; gedndert

67



werden, weil sich die Darstellung von p dann nicht “andert. Sollen allerdings Datenpunkte hin-
zu gefiigt werden, ist diese Darstellung unpraktisch, weil dann alle Lagrange Polynome neu
berechnet werden miissen. Giinstiger ist dann die sogenannte Newton Darstellung des Interpo-
lationspolynoms p.Dazu benétigen wir

Definition 4.9. (Devidierte Differenzen)
Zuz;, f; (1 =0,...,n) mit x; # z; definieren wir die Dividierten Differenzen gemif

. f[ﬂﬁz-u ----- Tpp] T f[xl -----
Tk — 2y

fiz == fi, und rekursiv ff, ekl g0 < | < 1+ k < n,

Damit gilt

Satz 4.10. (Newton Darstellung des Interpolationspolynoms)
Seien Daten (z;, f;) (i =0, ...,n) gegeben mit x; # x; fiir i # j. Dann besitzt das Interpolati-
onspolynom p vom Grade n mit

plz;))=fi, i=0,...,n.

die Newton—Darstellung

pu(r) = f[:vo} + f[:vo,:vl}(x —xo) + -+ f[:vo,:vl ..... :rn](x —z0)(x — 1) .. (T —Tp 1)
=cot+ci(r—wo)+ - F+e(r—x0)(z—11) ... (T — 28 1) (T])

Beweis: p, € II, folgt direkt aus der Darstellung (71). Die Berechenbarkeit der Konstan-
ten c¢; ergibt sich unmittelbar, indem man die Interpolationsbedingungen als Gleichungssystem
aufschreibt:

Pn(xo) =Co Zfo\
Pn(21) = co + c1(z1 — x0) =h
Pn(x2) = co + c1(xg — x9) + c2(x2 — ) (T2 — 21) =J2 (72)

n—1
Pn(xn) = co+ c1(xy — x0) + c2(xy — o) (X — 1) + ...+ [] (2 — ) = fa
v=0

Vs

Die Konstanten c¢; sind ,,von oben nach unten” berechenbar. Damit sind die Interpolations-
bedingungen einschlieBlich der Gradforderung erfiillt. Die Eindeutigkeitsfrage ist bereits durch
Satz 4.8 geklirt. H

Aus der Darstellung (71) und dem zugehorigen Gleichungssystem (72) kann man folgende
Eigenschaften ablesen:

1. Firjedes j € {0,1,...,n} wird der Koeffizient ¢; nur aus den ersten (j+1) Gleichun-

gen p,(z;) = f;, 1=20,1,...,7, berechnet, ist also von den Interpolationsbedingungen
fiir + > j unabhingig. Wir schreiben:

co = flvo] = fo

c = f[ﬂ?o,...,.ﬁ(?i], Z:L,n
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Aus dieser Eigenschaft folgt insbesondere:

Ist p, € II,, Losung der Interpolationsaufgabe fiir die Punkte (z;, f;), ¢ =0,...,n, und
nimmt man einen weiteren Punkt (z,.1, f,41) hinzu, so wird die Losung p, .1 € I1,14
des erweiterten Interpolationsproblems gemél (71) gegeben durch

n

poni(@) = pa(a) + conn [[ (@ —1)) (73)

J=0

und ¢, errechnet sich aus der Gleichung

fn—i—l - pn(xn—i—l)

[T (201 =)

Cn+1 =

Man kann also die Losung des Interpolationsproblems fiir (n + 1) Punkte ,,ausbauen”
zur Losung des Problems fiir (n + 2) Punkte, ein Vorteil, den weder die Losung obigen
Gleichungssystem noch die Lagrange—Darstellung (70) bietet.

2. Vergleicht man das Newton-Polynom mit der iiblichen Polynomdarstellung

n

pulz) = Z%H(IE—%) = ),

=0
so gilt fiir den Koeffizienten a,, der hochsten z-Potenz

an = Cp (Beweis durch Ausmultiplizieren)

Da Interpolationpolynome eindeutig sind (Satz 4.8), folgt hieraus, dass a,, = ¢, =
flzo, ..., x,] unabhingig ist von der Reihenfolge der Punkte (xz;, f;), i < n.

3. Weiter zeigt (72): Ist a; der Koeffizient der hdchsten z-Potenz des Interpolationspoly-
noms fiir die Punkte (x;, f;), ¢ =0,1,...,j, sofolgt wiein2. a; = ¢; = flxo, ..., 7]
und man erhélt analog:

Alle ¢; = flzo,...,z;], 7=0,1,...,n, (co= flzo] falls j = 0), sind unabhingig
von der Reihenfolge der Punkte (x;, f;),i=0,...,].

4. Sind die ¢; einmal bekannt, so erfordert die Auswertung des Polynoms p,(z) an einer
Stelle x wesentlich weniger Rechenoperationen als bei Benutzung der Lagrange-Form,
insbesondere auch, weil man (71) durch ein ,,Horner-dhnliches* Schema programmieren
kann (Nachweis!).

Fiir dividierte Differenzen fassen wir zusammen

Satz 4.11. (Eigenschaften dividierter Differenzen)

.....

® floorw] = Jlas, +;,] flir jede Permutation (40, .. .,4;) von (0,...,1).
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e Sei f n-mal stetig differenzierbar und f; := f(z;). Dann gilt

flz0,san] = f(j;(@ firein & € I(xg,...,T,),
wobei I (xo, . .., x,) das kleinste Intervall bezeichnet, welches xq, . . ., x,, enthilt.
* flu.., wien] = % falls z; = - - - = ;4. (Siehe auch Hermite Interpolation!)
Beweis: wird in Kapitel 4.1.1 nachgereicht. |

Will man ein Interpolationspolynom nur an einer (oder nur an sehr wenigen) Stelle(n) auswer-
ten, so empfiehlt sich dafiir die Neville-Formel, die diese Auswertung ohne Berechnung der
Koeffizienten ¢; leistet.

Satz 4.12. (Rekursionsformel fiir Polynome nach Neville) Bei gegebenen Punkten (x;, f;), j

0,...,n, bezeichne P, ;.1 . ;+; dasInterpolationspolynom € II; zuden Punkten (z;, f;),j =
1,7+ 1,...,7+ k. Dann gilt die Rekursionsformel
Pi(z) = fi,
_ PZ ¢ — M PZ 7 — (74)
P ilz) = (x — ;) Pia,ivk(2) — (@ — 2iqg) P 1k 1(;1:)’ _—
Litk — Ly
Beweis:

.....

1,7+ 1,...,%+ k, erhdlt man direkt
B ..... i—&-k(l‘j) = fja ]:Z,,Z+k’,
also die Interpolationseigenschaft. Die Eindeutigkeit ist durch Satz 4.8 gesichert. |

Die Berechnung eines einzelnen Polynomwertes unter Benutzung von Satz 4.12 gestaltet sich
tibersichtlich nach dem Neville-Schema, das wir fiir n = 3 angeben

Neville-Schema (fiir n = 3)

r | Pix) Piivi(®) Priviie(r) Prgieas(r) = p3(z)
zo | Po(z) = fo
P071(.§U>
x| Pi(z) = fi ¢ > P0,1,2($)
Py o(x) ) Po23(7)
/ 1,2 \ /‘ 31,2,
zy | Pa(z) = fa J P13(7)
/ P273(.§U>
v3 | P3(z) = f3

P, k() = P, ivk(x) + )
die weniger Multiplikationen als (74) benotigt.
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Will man das Interpolationspolynom an mehreren Stellen auswerten, so ist es giinstig (weil
wenig Rechenoperationen benétigt werden), die Newton-Koeffizienten ¢; = f[xzo,...,x;] zu
berechnen und dann (71) nach einem Horner-dhnlichen Schema auszuwerten.

Auch die Berechnung der dividierten Differenzen geméif Definition 4.9 kann iibersichtlich in
einem Schema angeordnet werden.

Schema der dividierten Differenzen (hier fiir n = 3)

x }”H [, ] 1] o]
To | Jo

>f[$€0,£€1] [ ]
x| fi flzo, 1, 22

> f[ffl,%] < > f[$o,$1,$2,$3
T2 | fo flr1, zo, 3]

> Sl ws]
73| f3

In der oberen Diagonalen stehen die Koeffizienten c¢; des Newton-Polynoms

¢ = flro, ..,z

Die Berechnung des Schemas benotigt insgesamt n+(n—1)+ ... +1 = n(n+1)/2 Divisionen
und doppelt soviele Subtraktionen. Dies ist ein konkurrenzlos geringer Aufwand im Vergleich
zur Auflosung des Gleichungssystems (72) oder zu dem Aufwand, den die Lagrange-Formel bei
der numerischen Auswertung bendotigt. U.a. darum ist dieses Verfahren auch weniger rundungs-
fehleranfillig.

4.1.1 Interpolationsfehler

Interpolationspolynome stellen Modelle dar fiir Funktionen, deren Werte f(x;) = f; nur auf
Stiitzstellen x; bekannt sind. Wir wollen jetzt untersuchen, wie gut diese Modelle die Funktion
f auf deren Definitonsintervall [a, b] darstellen, d.h. wir mdchten wissen, wie groB der Appro-
ximationsfehler ist:

e(z) = f(z) — palz), r € a,b].

Um eine Aussage iiber den Approxima-
tionsfehler machen zu konnen, benotigt
man natiirlich weitere Informationen iiber

f.

Wir untersuchen also folgende
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Aufgabenstellung: p, € II, interpoliere die Funktion f in den Stiitzstellen z;, i =
0,1,...,n, die in einem Intervall [a,b] C R liegen mogen. Gesucht ist der Interpolations-
fehler £(z) zwischen den Stiitzstellen

e(z) = f(z) — pu(2), z € [a,b], z # wx, i=0,1,...,n.

TRICK: Betrachte z (=: x,.1) als zusitzliche, beliebige aber feste (natiirlich unbekannte)
Stiitzstelle. p,, 1 € II,,; interpoliere f in den Stellen zg, x1, ..., x,, 2. Insbesondere ist also

f(2) = puta(2).

Beriicksichtigt man die Eigenschaft (73) des Newtonschen Interpolationspolynoms, so gilt fiir

den Fehler
e(z) = [f(z) — pal2)
= Pnta(2) — pa(2)
n 75
= i ] (2— @) ()
i=0
= flro,x1,.. . xn, 2] [] (2 — 2y)
i=0
Wir zeigen nun, wie die dividierte Differenz f|xg,z1,...,%,, 2] mitder Funktion f zusam-

menhéngt. Dazu bendtigen wir den Satz von Rolle, welcher folgendes besagt.

Hilfsatz 4.13. (Rolle) Sei f : [a,8] — R eine auf dem Intervall [o,f[], —oc0 < a <
B < oo, stetige Funktion, die auf (a, b) differenzierbar ist. Gilt dann f(a) = f(3), so gibt es
(mindestens) ein ¢ € (a, §) mit f'(§) = 0.

Veranschaulichung

A T

Vorsicht:
Dieser Hilfsatz ist fiir komplexwertige Funktionen falsch!

Beispiel: f(r) = ¢ —1 = cosz+isinz—1, [a, 5] = [0,27].
Die folgenden Uberlegungen sind also nur fiir reellwertige Funktionen richtig.

Wir setzen also voraus
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f:la,b] — R, (reellwertig)

f € C"a,b] (d.h. f gehort zur Menge der Funktionen, die auf
dem Intervall (a,b) (n + 1)-mal stetig differen-
zierbar sind und deren Ableitungen sich stetig auf
la, b] fortsetzen lassen)

und wenden den Satz von Rolle an auf die Differenz r(x) (vgl. (75))

r(z) = e(x) — flro,...,zp, 2] ﬁ (x —z;), =z beliebig aber fest
i=0
= f@) = pala) = flovane ] [T (o - 7o

= F(@) = pule) — Flgosar,.. .2 o)

(x — z;) das Knotenpolynom. Beachte,

—

und auf deren Ableitungen. Hier bezeichnet w(x) =
0

2

dass r € C""a, b].

r(x) hat n + 2 Nullstellen i Xo,X1,..., Ty, 2. Zwischen je zwei Nullstellen
von r liegt nach Hilfsatz 4.13 eine Nullstelle

von r/(z), also folgt
r’'(x) hatn + 1 Nullstellen , und analog
r”(x) hat n Nullstellen

r("1)(2) hat eine Nullstelle ¢ : 7*D(&) = 0, ¢ € [a,b].

Nunist f € C"[a,b], p, € II,, also it =, flzo, z1, ..., T, 2] eine Zahlund w(zx) ein
Polynom, dessen (n+1)ste Ableitung = (n+1)! ist. Deshalb folgt aus (76) und ("1 (&) = 0

rtE) = 0 = fOE) — flro,z1, ..., T, 2] - (4 1)

bzw. (setze z = T,41)

1
(n+1)!

FE), € e fal.

f[x(]u L1y Tn, anrl]

Wird dies in £(z) eingesetzt (vgl. (75)), so folgt
1

ez) = f(z) —palz) = mf("“)(ﬁ)w@) (77)

mit einer von z abhingigen Stelle £ € [a, b].

Die Herleitung gilt zunéchst fiir z # z;, doch ist (77) trivialerweise auch fiir z = x; richtig.
Beachte ferner, dass bei festen Knoten z;, + = 0,...,n die Zwischenstelle £ von z abhingt.
Zusammengefasst gilt also:
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Satz 4.14. p,, € 11,, interpoliere die Funktion f : [a,b] — R an den Stiitzstellen z; € [a, b],
1=0,1,...,n, —o00 < a,b< oo.

a) Dann gilt fiir den Interpolationsfehler (vgl. (75))
f<Z> - pn(’z) = f[‘r()uxlu v ,.’En,Z] H (Z - xi)7 VAS [CL, b]7 z # T, Vi
i=0

b) Ist zusitzlich f € C"[a,b], so gibtesein & € [a,b] mit

f[x07x17 s 7xn+1] = (1+n )! f n-l—l)(é)’ T € [CL, b]? L= 07 SNt 17
und der Interpolationsfehler kann dargestellt werden durch (77)

n

(&) - I (z — @),

1=0

f(@) = pulz) =
Vi €la,b], & €[a,b], abhingigvon z

bzw.
1

(n+1
(1+7’L) §€[ab] ’

[f(z) = pa(2)] <

n
=
i=0

Bemerkung 4.15.

L. m[ax] ] fOrD (¢ )‘ existiert unter den Voraussetzungen unseres Satzes existiert, wie in der
é€la,b
Analysis bewiesen wird. Fiir f(x) = /z, x € [0,1] ist die Aussage des Satzes z.B.

falsch (weil f ¢ C""10, 1], sondern nur € C"1(0, 1)).

2. Dader Existenzbeweis fiir die Zwischenstelle £ nicht konstruktiv ist, ist die betragsméBi-
ge Abschitzung des Interpolationsfehlers fiir praktische Zwecke giinstiger.

Als Beispiel interpolieren wir die Funktion f(x) = m im Intervall [—1, 1] an 11 dquidistan-
ten Stiitzstellen. Wie Abb. 2 zeigt, stellt sich ein auffillig groBer Fehler an den Intervallrindern
ein. Die Fehlerabschitzung aus Satz 4.14 gibt Anlass zu iiberlegen, ob, und falls, wie man den
Approximationsfehler verkleinern kann. Den Ausdruck [V (£)/(n + 1)! kann man nicht
direkt beeinflussen, da ¢ nicht konstruiert wurde, wohl aber das Knotenpolynom

n
- -,
=0

denn iiber die Wahl der z; wurde bisher noch nicht verfiigt. Wir wollen die Stiitzstellen jetzt
so bestimmen, daB der Beitrag des Notenpolynoms in (77) zum Fehler moglichst klein ausfillt.
Das fiihrt auf die Untersuchung der sogenannten
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Abbildung 2: Interpolationspolynom 11ten Grades zu f(x) = o522

4.1.2 Optimale Stiitzstellen, Tschebyscheff-Knoten

Numerische Beispiele zeigen, dass bei dquidistanter Knotenwahl die Ausschlidge von w(x) an
den Intervallenden besonders gro3 werden. Die maximalen Ausschlige werden kleiner, wenn
man die Stiitzstellen mehr auf den Rand der Intervalle konzentriert. Dafiir werden die Aus-
schlédge in der Intervallmitte etwas groBer. Typisch hierfiir ist die Darstellung in Abb. 3, das den
Funktionsverlauf von w(x) in [—1,1] fir n = 10 (d.h. 11 dquidistant verteilte Stiitzstellen
in [—1,1]) zeigt (durchgezogene Linie) und gestrichelt den Verlauf, welchen man erhilt, falls
als Stiitzstellen die sogenannten Tschebyscheff-Knoten gewihlt werden (natiirlich ebenfalls
11 Stiick, vgl. dazu den folgenden Satz). Es stellt sich also folgende

Frage: Wie sollten die Stiitzstellen (Knoten) x; € [a,b], i = 0,1,...,n, gewdhlt werden,
damit der maximale Funktionswert m[a>§] [] (z — ;)| des Knotenpolynoms moglichst klein
re|a, i=0

wird? D.h. gesucht wird

(sofern das Minimum existiert, was a priori nicht klar ist).

Zunichst sollte jedoch im Vorwege gekléart werden, ob man dieses Min. (falls existent) fiir jedes
Intervall gesondert suchen muss, oder ob man sich auf ein Referenzintervall beschrinken kann.
Letzteres ist tatsdchlich der Fall, wie der nachfolgende Hilfsatz zeigt.

Hilfsatz 4.16. Werden das Intervall [a,b], (—0co < a < b < o0), und die Stiitzstellen z; € [a, b]

75



Knotenpolynome vom Grad 11 fur &quidistante und Tschebyscheff—Stltzstellen
001 T T T T T T T T T

0.008 |- -

0.006 [ -

0.004 ]

0.002 -

—0.002 -

—0.004 -

—0.006

—0.008 |-
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-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 (0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 3: Das Knotenpolynom w fiir 11 Stiitzstellen; durchgezogene Linie: dquidistante
Stiitzstellen, gestrichelte Linie: Tschebyscheff Knoten

durch die umkehrbar eindeutige lineare Transformation

r—a

(d—c) (78)

auf das Intervall [c,d], (—oo < ¢ < d < o0), und die Werte y; abgebildet, so werden auch

n

die Extrema von w(z) = [] (x — x;) auf die Extrema von w(y) = [] (y — y;) abgebildet.

=0 =0

Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus der Beziehung

w0 = M= =TT ([o+5=5 w-0] = [e+ 55 -] )

2

und

dw(y(z)) — w’(y),dy(x> _ (Z:;)nﬂw’(:p).

Es ist also w/(z) = 0 genau dann, wenn @'(y) = 0 mit y = y(x) gem. (78), denn
0.

= (1) # -
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Wir konnen fiir die weiteren Untersuchungen also das Referenzintervall [—1,1] (¢ = —1,

n

d = +1) wibhlen, geeignete Stiitzstellen y; € [—1, 1] fiir w(y) so bestimmen, dass n[lax ] | T (y—
ye[-1,1] ;=p

;)| minimal wird und danach die Stiitzstellen x; € [a,b] durch die Riicktransformation

+ 1
Yi + (b—a)

T, = a+zzii__cc(b—a) = a+

bestimmen.

Unsere Frage wird jetzt beantwortet durch die nachfolgenden Sitze

Satz 4.17. (Tschebyscheff-Polynome)

a) Die Funktionen
T.(y) = cos(narc cos y), n=0,1,2..., yel[-1,1] (79)
geniigen der Rekursionsformel
Toi(y) = 2yTo(y) — Tua(y), Toly) =1, Ti(y) =y, nelN, (80)
sind also Polynome vom Grad n, d.h. T}, € II,, und heilen Tschebyscheff-Polynome.

b) T, hatdie n verschiedenen (Tschebyscheff-) Nullstellen

2741
Yy, = cos(j;_ 7T) € (—-1,1), j=0,1,....,n—1 (81)
n
und nimmt im Intervall [—1,1] seine Extrema an in den n + 1 Extremalstellen
y](e) = Cos <‘%) e [-1,1], j=0,1,....,n, (82)
mit den Extremalwerten
T, (y]()> = (=17, j=0,1,...,n. 83)
c) T,, besitzt die Darstellung
n—1
Tuy) = 27" []w-w), neN. (84)
=0

Unsere Frage nach der bestmoglichen Fehlerabschitzung fiir die Interpolation wird dann beant-
wortet durch

n

II (v—w)

J=0

Satz 4.18. Der maximale Extremalwert von |w(y)| = fir y € [—1,1] wird

n

minimiert, falls fiir y; die Nullstellen von 7, ,; gewihlt werden, d.h. fur alle ¢(y) := [ (y—¢&;)
j=0
mit paarweise verschiedenen §; € R gilt

< 85
D w(y)] D lq(y)] (85)
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Bemerkung 4.19.

1. Durch (79) sind die T,, nur fiir das Intervall [—1,1] definiert, sie kbnnen aber natiirlich
mittels (80) auf R fortgesetzt werden.

2. Alle Nullstellen der 7-Polynome liegen in (—1, 1), sie sind, ebenso wie die Extremalstel-
len yj(e), symmetrisch zum Nullpunkt verteilt. Man kann sie sich geometrisch vorstellen

als Projektionen von regelméBig auf dem Halbkreis verteilten Punkten, z.B.

Extremalstellen von T(z)

3. Die Nullstellen und Extremalstellen in (81), (82) sind in absteigender Reihenfolge geord-
net: Y1 < Y.

4. Zwei der Extremalstellen € [—1,1] sind keine Waagepunkte von 7,, sondern Randma-
xima bzw. Randminima. Vergleiche dazu auch

T (<)
n

Tschebyscheff-Polynome 7, (x), n = 1(1)5.

5. Aus (83) und (84) folgt

1 (v

Das Gleichheitszeichen wird in den Extremalstellen (82) angenommen.

= 27T ) < 2707 in [-1,1].
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Beweis Satz 4.17 . . -
a) Grundlage des Beweises ist die trigonometrische Identitét

cos[(n+ 1)z] + cos[(n —1)z] = 2cos z cos(nz), neIN. (86)

Man bestitigt sie sofort mit Hilfe der Additionstheoreme
cos( = ) = cos a cos B F sin « sin 3

indem man auf der linken Seite von (86) o« = nz, [ =z setzt.

Setzt man in (86) z = arc cos y, so folgt

Topi(y) + Tualy) = 2yTa(y).

Die Anfangswerte Ty(y) = 1, Ti(y) = y erhilt man sofort aus (79). Damit ist das
Bildungsgesetz (80) fiir die Funktionen (79) bewiesen. Es zeigt — mittels vollstindiger
Induktion — sofort 7T, € II,,.

b) Die cos-Nullstellen sind bekannt. Aus (vgl. (79))

cos(narc cos y) = 0 folgt
narccosy = (2k+1)5, keZ, bzw.

Yy = cos(zﬁlﬂ), j=0,1,....n—1, n>1, also(81).
Man kann sich auf 7 =0,1,...,n — 1 beschridnken, danach wiederholen sich die Null-
stellen auf Grund der Periodizitit von cos.

Die Extremalstellen der cos-Funktion sind bekannt. Aus |cos(narc cos y)| = 1 folgt
narccosy = km, k € Z also y§e) = CoS %r, j = 0,...,n (Periodizitit) und
T(yj(e)) = (—1)’ durch Einsetzen in (79), also sind (80) — (83) bewiesen.
—1
c) Da T, € II,, die n Nullstellen y; besitzt, hat es die Form 7),(y) = ¢, H (y —y;) mit

jf
einer Konstanten c,. Dies folgt aus (69) (Horner-Schema).

Aus dem Bildungsgesetz (80) fiir 7,, folgt, dass der Koeffizient ¢, von 3" gleich 27!
ist, also gilt (84). |

Beweis Satz 4.18 Wir nehmen an (vgl. (85)): Es gebe &;, sodal3

n

[Tv-¢)

Jj=0

< max |w(y)] = max

max |q(y)| = max D Dhax

ye[-1,1] —1,1]

Wir leiten nun mit Hilfe von Satz 4.17 (fiir ,,n + 1% statt ,,n", da Satz 4.18 Aussagen iiber T},
macht) einen Widerspruch her. Beachte dazu: Die Extremalstellen sind absteigend numeriert
und ihre Funktionswerte haben gleichen Betrag aber alternierendes Vorzeichen.
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(e)

Aus der Annahme folgt fiir die Funktionswerte g(y;’) in den Extremalstellen von 7,1 (vgl.

(82)—(84) fiir n + 1 stattn)

<e>> - Tiw_ul — gn (<e>)

q(yo < ax o)l < ax j|:|0 (v —vj) wlyy' ),
(€)> > . n - _ g _ ( (e))

C](@h >~ max e(y)] Dhax j|:|0 (v —vj) w{n”),

< w (yj(e)) ,  falls j gerade

(e)
a (s
’ > w(y§e)> . falls j ungerade, j=0,1,...,n+1.

Hieraus folgt fiir das Differenzpolynom p(y) := w(y) — ¢(y)

( (e)) ( (e)) ( (e)> > (0, falls j gerade
» = w|y; — .
A ’ % < 0, falls j ungerade, j=0,1,....n+1.

p(y) hatalsoin [—1,1] n-+1 Vorzeichenwechsel, also n+1 Nullstellen. Nun ist aber p € I1,,,
denn sowohl bei w(y) als auch bei ¢(y) hat y™*' den Koeffizienten 1, also verschwindet
y™™! bei der Differenzbildung. Damit folgt aus Lemma 4.6, dass p = 0, also w(y) = q(y).
Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme.

Wesentlich fiir den Beweis von Satz 4.18 ist die Tatsache, dass alle Extremalwerte von 7,
den gleichen Betrag und alternierendes Vorzeichen haben (vgl. dazu Tschebyscheff Approxi-
mation).

Um die Auswirkung der Wahl der Tschebyscheff-Nullstellen auf die Approximationsgenauig-
keit des Interpolationsverfahrens zu demonstrieren, greifen wir nochmals das Beispiel f(z) =
m auf und stellen zum Vergleich die Ergebnisse der Interpolation mit dquidistanten- und
Tschbebyscheff-Nullstellen in Abb. 4 nebeneinander. Wir stellen fest, dal die Ausschlidge an
den Intervallrindern, welche charakteristisch waren fiir Interpolation auf dquidistanten Gittern,
jetzt nicht mehr auftreten.

Mit Hilfsatz 4.16 erhalten wir noch (dortd = b,c =a,a = —1,b=1)

(b —a)"*!

5 (Nachweis!)) . (87)

min max |w(z)] (:
A:a<zo<-<zn<b z€a,b]

Ferner folgern wir aus Satz 4.14 b.) fiir eine beliebige Knotenverteilung A™ : ¢ < 2y < --- <
z,, < bdirekt

_ 1f ) oo (b — @)
|f = plloo = g@fg“f(w)—p(x)l < (1 D ,

und diese Abschitzung wollen wir uns merken. Denn wir erhalten mir deren Hilfe sofort

(88)
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Abbildung 4: Interpolation auf 11 Knoten: dquidistante Knoten versus Tschebyscheff-Knoten

Satz 4.20. Sei f co—oft differenzierbar mit || f*)||, < M fiir alle & € N mit einer positiven,
von n unabhidngigen Konstanten ). Ferner bezeichne p,, das eindeutig bestimmte Interpola-
tionpolynom zu f auf der Knotenverteilung A™ : ¢ < zy < --- < x,, < b. Dann konvergieren
die Interpolationspolynome p,, mit wachsenden n gleichmiBig gegen f, genauer gilt
M(b — n+1
| f — Palloo === M=o — 0 fiir n — oo.

(n+1)!

Bemerken wollen wir hier, dal in Satz 4.20 nicht verlangt wird, daf} die Zerlegungsfeinheit
|AM| :=max{z;,; — 7;,0 < i < n — 1} gegen Null tendiert, falls n nach oo strebt.

Leider kann nicht geschlossen werden, daB fiir feiner werdende Unterteilungen des Intervalls
la, b] die zugehorigen Interpolationspolynome einer stetigen Funktion f gleichmBig gegen die
Funktion f konvergieren, wie ein Resultat von Faber [12, Theorem 1.19] zeigt.

Die Voraussetzungen von Satz 4.20 enthalten die sehr starke Forderung || f¥||,, < M gleichmBig
in k € N. In der Praxis sind solche Voraussetzungen fiir die zu modellierende Funktion f hiufig
nicht erfiillt. Andererseits entnehmen wir der Abschitzung (88), dal Interpolationspolynome p
Funktionen f mit geringen Differenzierbarkeitseigenschaften gut approximieren, wenn b — a
klein ist. Diese Beobachtung legt es uns nahe, das globale Modell Interpolationspolynom
(von hoher Ordnung) auf dem Intervall [a, b] zu ersetzen durch lokale Interpolationsmodelle
(von jeweils geringer Ordnung). Das fiihrt auf
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4.2 Spline Interpolation

Die Interpolationsaufgabe bestehe darin, vorgelegte Daten (z;, f; :== f(x;)) (i =0,...,n+1)
zu interpolieren und damit ein geeignetes Modell fiir die Funktion f : [a,b] — R zu erhalten.
Wir geben uns ein Gitter (eine Zerlegung)

Ata=zg<r1<--<Tpi1=2>

vor, definieren ||A|| := max;h;, h; := x; — x;_1 (i = 1,...,n + 1) und verlangen jetzt von
unserer interpolierenden Funktion Sa, daB sie auf dem Gitter ein interpolierender Spline k-
ter Ordnung ist.

Definition 4.21. Sei A : a = zg < 21 < -+ < x,41 = b eine Zerlegung des Intervalls [a, b].
Eine Funktion Sa  : [a, b] — R heift Spline k-ter Ordnung (zur Zerlegung A ), falls

Sag, €k Sa€ C*=Y([a, b])(fiir k& > 1).

it+1

Eine Funktion Sa , : [a, b] — R heift interpolierender Spline k-ter Ordnung (zur Zerlegung
A und Daten (z;, f; == f(x;)) (i =0,...,n+ 1)), falls

Sak Spline k—ter Ordnung und
Sak(z;) = fifiri=0,...,n+ 1.
Interpolierende Splines sind demnach auf jedem Teilintervall des Gitters A Polynome, model-

lieren die zu interpolierende Funktion f demnach lokal polynomial.

Bemerkung 4.22. Splines konnen natiirlich auch ohne das Attribut interpolierend definiert

werden. Zu einem Gitter A : a = 29 < 1 < --- < x,41 = b wollen wir eine Funktion

Sa ¢ [a,b] — R mit SAJC‘[ € Iy, Sa € C*1([a, b))(fiir K > 1) Spline k-ter Ordnung
TirTi41

nennen. Zu Daten (;, f;),j =0,...,n+1mita <& < & < --- < &,4+1 < bkonnen wir die
Interpolationsaufgabe etwas allgemeiner wie folgt formulieren; Finde einen Spline Sa j, k-ter
Ordnung mit Sa 4 (§;) = f; fir j = 0,...,n + 1. Siehe dazu (99).

Wir wollen uns zwei Beispiele anschauen.

Beispiel. Sei (z;, f; := f(x;)) (i = 0,...,n + 1) ein Datensatz. Der interpolierende Spline
O-ter Ordnung ist gegeben durch

Sao(x) = fi, x €[z, xip1), (1=0,...,n) und Sao(Tni1) = fri1-
Der interpolierende lineare Spline (= interpolierender Spline erster Ordnung) ist gegben durch

n+1

Sax(z) = fibi(x), (89)
=0
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wobei die stiickweise linearen, auf [a, b] global stetigen Funktionen b; : [a,b] — R definiert
sind durch

;::—172;_11 T € [ZL‘Z‘_l,ZEi)
bi(x) = ﬁ T € w5, w41) furi=1...n,
0 sonst
D=L p € [xg, 1) —I=In g € (@, Tpgt)
bo(z) = { =1 ! b = { T 90
() { 0 sonst + boa(2) 0 sonst ©0)

Interpolierende Splines dritter Ordnung heiflen

4.2.1 Kubische Splines

Wir wollen uns iiberlegen, wie wir Kubische Splines SA numerisch berechnen kdnnen (wir
lassen die 3 als Index der Einfachheit halber fort). Dazu stellen wir fest, da3 mit h; := x; — x;_1
und S (z;) =: M; (den sogenannten Momenten)

"’ T — X1 T, — T
S = Mzi Mi—
Al Lo (z) I, + S
giiltig ist. Integration liefert sofort
/ (x —2i1)” (; — x)?
S =Mq~——F— My ————+ A
A‘[ZFL%’] (l‘) 2h; 1 2h; +
und : )3 ( )3
_ T Tin1) ) I S _
Say, ., @) =M o + M;_y i + Ai(z — mi1) + B

mit geeigneten Konstanten A;, B;. Diese Konstanten konnen jetzt durch die Momenten M;, M;
und die Daten f;, f;_; ausgedriickt werden. Nach leichter Rechnung ergibt sich
h? fi—fic1 hi

B = fi-1 — Mi—lé und A; = T E(MZ_ — M)

[ ] durch M, 1, M; bestimmt, Sx demnach durch M, ..., M, ;. Wie konnen
Ti_1,%4

wir jetzt die Momenten bestimmen? Dazu erinnern wir uns, daB Sn € C? gilt und daher auf
den inneren Gitterpunkten x4, . . ., x, sicher
h

. / 7 hz . /
Jim Sa(w) = Mizy + A = —M;= o+ Ay = Jim S()

Damit ist S A

richtig ist. Es ergibt sich sofort mit

A= M - &(Mz - Mi—l) und A; 1 = fir1 = Ji - hiss (Mz‘+1 - Mz)
h; 6 hit1 6

das System von Gleichungen
M. hi +Mﬁi + hita hiva fivn = fi  fi— fima
16 3 6 hit1 h,

Das sind n Gleichungen fiir n42 Unbekannte M, . .., M, ;. Die Restlichen zwei Bedingungen
werden i.d.R. wie folgt gestellt:

+Mi+1 flir s = 1,...,71. (91)
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i. Natiirlicher Spline: Sx (a) = 0 = Sx(b), dh. My =0 = M, ;.
ii. Periodischer Spline: Sx (a) = Sx (D) (== My = M,1) und S (a) = Sx(b).
iii. Si(a) = f;und Sx(b) = f1 .
Damit ist das Interpolationsproblem fiir kubische Splines gelost. Wir wollen abschlieBend oben

formulierte Bedingungen in Form von linearen Gleichungssystemen formulieren. Dazu schrei-
ben wir (91) um in

,uiMifl + QMZ + )\Z‘MiJrl = dz fiir: = 1, e, n, (92)
wobei
hiy1 6 Jin—fi  fi— i—l)
)\i =, 221_>\2 l'lddZ = — .
hiv1 + Dy a ! hiv1 + Dy < hita h

Wir setzen noch in den Fillen

i. Natiirlicher Spline: Ay := 0, dy := 0, 11 :=0und d,, 11 := 0,

.. .. . hn
ii. Periodischer Spline: A\, := ﬁ, Pyt =1 —=Xpaq = hnﬂtrlhl und d,, ;1 := m
(f lfh{”“ ! ot flf ") (beachte, dal f, = f,,.1 wegen Periodizitit), und

iii. Hermite Spline: \g := 1, dg := & (% . fé),unﬂ = lundd, ;= 35 ( . M)

h1 hn+1

und erhalten fiir die Fille i. und iii. das lineare Gleichungssystem

[ 2 )‘O O 171 MO | [ d() i
M1 2 )\1 M1 d1
po e Tt : = : ) (93)
2 A\, M, d,
| 0 toir 2 | | M1 | | 1 |
bzw. fiir den Fall ii.
[ 2 )\1 M1 17T M1 ] [ d1 i
125 2 )‘2 M2 d2
g e =] | (94)
2\ M, dy,
| )\nJrl HUn+1 2 1 L M"'H _ L d”+1 _

Damit ist das Problem der kubischen Spline Interpolation gel6st, denn es gilt der Satz

Satz 4.23. Die Gleichungssysteme (93) und (94) sind fiir jede Zerlegung A : a = g < 21 <
-+« < Tpy1 = bdes Intervalls [a, b] eindeutig 16sbar.
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Beweis: Wir betrachten i. und iii., der Fall ii. wird analog behandelt. Sei

Y 0 7
1 2 A1
A= po e Tt € MAT(n + 2,n + 2).
2
L 0 Hn+1 2 A

Wir zeigen
Az = w = ||2|loo < ||W]|o0,

denn mit dieser Eigenschaft wiirde aus Az = 0 sofort z = 0, also die Injektivitit des der
Matrix A zugeordneten Endomorphismus’ folgen. Sei also ||z||o = |2,|. Dann gilt sicher wegen

>\T‘+MT‘:1(IU’0:O:)\H+1)
|w]loo > |wr| > 2|z |=pir|2r—1| = A |2rsa| 2> 2|20 = o] 2e | = Ar|20] = (2= pr =) 20| = [|2]| o
[ |

Bemerkung 4.24.

Analoges Vorgehen beweist, dal} strikt diagonaldominante Matrizen regulér sind. Da-
bei heifit A € Mat(n,n) strikt diagonaldominant, falls A das starke Zeilensummen-
kriterium (34) erfiillt. Die System Matrizen aus (93) und (94) sind offensichtlich strikt
diagonaldominant.

Die Gleichungssysteme in (93) und (94) sind mit O(n) arithmetische Operationen auflosbar.
Im periodischen Fall ii. wird die Losung des Gleichungssystems (94) mit Hilfe der Sherman-
Morrison-Woodbury Formel

(B+UvVT) ' =B ' B W(I+V'B'U) VB, (95)
auf die Losung von vier tridiagonalen Gleichungssystemen zuriick gefiihrt. Stellen wir
uns geschickt an, so reicht auch die Losung von 2 tridiagonalen Gleichungssystemen. In
(95) ist B € R™ "™ reguldr, und U, V' € R™ ™ mit m < n. Natiirlich miissen alle in (95)
auftretenden Inversen existieren — Ubung.

Kubische Spline Interpolierende verdienen ihren Namen, denn es gilt mit

hmax = i:fl.?ffﬂ hi(= [|A]]) und hpyip, = ile,r.l..l,I?lz—l—l h;
Satz 4.25. Sei f € C*([a, b]). Die kubischen Spline Interpolierenden S zu den Daten (z;, f; :=
f(z;)) (¢ = 0,...,n + 1) und den Forderungen iii. (Hermite Splines) erfiillen die Fehler-
abschitzungen

h
170 = 5l < OF i |9 fir = 0,1,2,3, (%6)
min

wobei C eine positive Konstante bezeichnet, die nicht von ~imax und h,,;,, abhéngt.
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f=1/(1 +x2), T—Interpol. und aquidistante Spline—Approx mit 9 Stlutzstellen
1 2 T T T T T T T

0.8

Spline—Approximation
0.6

0.4

<« T—Interpolation

_0-2 | | | | | | | | |
5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Abbildung 5: Spline- versus Tschebyscheff Interpolation, Splines auf dquidistanten Stiitzstellen

Einen Beweis dieser Aussage finden Sie etwa in [2, (2.4.3.3) Satz].

Zur Illustration vergleichen wir in Abb. 5 die Approximationsgiite der kubischen Spline-Approximation
mit der der Tschebyschev-Interpolation am Beispiel der Funktion f(x) = 1/(1 + ?), zunéchst
fiir Aquidistante Spline-Stiitzstellen.

Werden die Stiitzstellen optimal gewihlt, so kann man in der Zeichnung Funktion und Spline
kaum mehr unterscheiden. Der Fehler der Spline-Approximation im gesamten Intervall ist dann
< 2.2 %1073, siche Abb. 6.

Bemerkung 4.26. Spline Funktionen mit Eigenschaft i., ii. und f periodisch oder iii. mit f} =
f'(a) und f; ., = f'(b) haben noch die schone Eigenschaft, daB sie unter allen 2 mal stetig
differenzierbaren Funktionen ¢ mit g(z;) = f; (¢ = 0,...,n + 1) diejenigen mit kleinster

b
Gesamtkriimmung | |¢”(z)|*dz sind, d.m.

b b
/ |SK (2)]?dx < / |¢" (x)|?dz fiir alle Funktionen g € C?([a, b]) mit g(z;) = f;(i = 0,...,n+1).

g’ (z) ;
1+g'(z)?

vergleiche Aufgabenblatt 8. Dazu sei bemerkt, daB ¢”(x) die exakte Kriimmung fiir

kleine Ableitungen ¢'(x) gut approximiert.

Jetzt noch kurz Interpolation mit Splines k-ter Ordnung.
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Fehlerfunktionen fur T—Interpol. und Spline—Approx, Argumente nicht aequidist.
0.15 T T T T T T T T T

0.05

1 Fehler der Spline—Approx

—-0.05

-0.1 -
<« Fehler der T—Interpol./~Approx
—-0.15 -
_02 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 (0] 1 2 3 4 5

Abbildung 6: Spline- versus Tschebyscheff Interpolation, Fehler, jeweils auf optimal gewéhlten
Stiitzstellen

4.2.2 Splines k-ter Ordnung

Wir ergénzen zunichst unsere Zerlegung A wie folgt um Hilfsgitterpunkte;

T p<..x1<a=x0<x1 < < Tpi1=b0<xpio<- < Tpigs1

und defineren fiir ¢« = —k, ..., n zu z; insgesamt n + k + 1 Funktionen B, ;, wie folgt;
L 1, x € [ZL‘Z‘,IL'Z‘+1) o
Bio(z) == { 0. sonst firi = —k,...,n+k,

und rekursiv

le(l‘) = %Bil—l(l‘) -+ MBi-i-l,l—l(l‘) firl = 1, ... kundi = —/{3, Lo, n.

Tipl — T Titi41 — Titl
97
Die Funktionen B, j heilen B-Splines k-ter Ordnung zur Zerlegung A. Es sei bereits hier
bemerkt, daf} die obige Konstruktion der B-Splines genau auf unsere Interpolationsaufgabe zu-
geschnitten ist. B-Splines k-ter Ordnung konnen auch ohne den Interpolationskontext definiert
werden, siehe etwa [2, Kapitel 2.4.4].

Einige Eigenschaften der Funktionen B; j, sind zusammengefalt in

Satz 4.27. Die in (97) definierten Funktionen B; j,

sind nicht negativ,
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sind linear unabhéngig,

bilden eine Partition der 1, d.m. > B; x(z) = 1,

haben Triger (=Bereich, wo Funktion # 0 ist) [z;, X1 x11]5
sind eingeschrinkt auf [z;, ;1] Polynome vom Grad & und

sind £ — 1 mal stetig differenzierbar,

dessen Beweis Thnen als Ubungsaufgabe iiberlassen wird. Siehe dazu auch [2, (2.4.4.5) Satz].
Die letzten beiden Eigenschaften besagen, dal3 es sich bei den Funktionen B; ;, um Splines k-ter
Ordnung handelt, vergleiche Definition 4.21.

Wir sind nach diesen Vorbereitungen in der Lage, das Interpolationsproblem zu den Daten
(i, f;) (i = 0,...,n + 1) mit Splines k-ter Ordnung zu 16sen. Dazu machen wir fiir den
interpolierenden Spline k-ter Ordnung den Ansatz

n+1

Sar(r) =Y a;iBiyx(x)
=0

und fordern
Sak(z;) = fifiri=0,...,n+ 1L

In Matrix Schreibweise erhalten wir das (n + 2) x (n + 2) Gleichungssystem

B_ik(zo) ... Bur(zo) o) Jfo
: : : = : — Aa = f. (98)
B—l,k: ($n+1) cee Bn,k($n+1) Opi1 Jns1
Wir bemerken sofort, da3 die Koeffizientenmatrix A Bandstruktur mit Bandbreite £ — 1 auf-
weist (kK > 1). Dariiber hinaus ist die Matrix A regulir, das Interpolationsproblem in unserer

Formulierung demnach eindeutig 16sbar. Schlielich ergibt einfaches Vergleichen, dal mit den
Hiitchen Funktionen aus (90) die Beziehung

b = B;_1,

erfiillt wird, die Interpolationsaufgabe fiir lineare Splines also tatsichlich (89) liefert.

AbschlieBend sei bemerkt, daB3 die Interpolationsaufgabe auch fiir Stiitzstellen a < §y < - - - <
&nv1 < b zu Stiitzwerten f, ..., f,4+1 formuliert werden kann. Das entsprechende Gleichungs-
system verédndert sich dann nur marginal;

B_1 k(&) ... Bni(&) Qg Jfo
: : : — : . 99)

Bfl,k(gnJrl) Bn,k(fnﬂ) Qnt1 frt1

Nach [2, (2.4.5.7) Satz] besitzt (99) genau eine Losung, wenn fiir die Diagonalelemente B;_ ;. (&;) #
O0ftri =0,...,n+ 1 erfillt ist.
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S Numerische Integration

Im Rahmen dieser Veranstaltung beschrinken wir uns auf die numerische Integration (auch
numerische Quadratur genannt) von reellwertigen Funktionen f einer reellen Variablen. Be-
rechnet werden soll

I(f) = / f(x) de.

Die Notwendigkeit der numerischen Integration verdeutlichen nachfolgende Beispiele.

1. Um die Wassermenge zu bestimmen, die ein Fluss
pro Zeiteinheit transportiert, ist es notig, den Flussquer-

b
schnitt @ = [ —f(z)dz zu bestimmen. Dazu wird : b

a
die Flusstiefe f(z) an mehreren Stellen gemessen. Da 0
sie damit nur an einzelnen Punkten bekannt ist, kann das £ 0
Integral nicht mit Hilfe einer Stammfunktion integriert
werden.

2. Bei vielen Integrationsaufgaben in der Mathematik (z.B. beim Losen von Differentialglei-
chungen oder der Lingenbestimmung von Kurven) ist die zu integrierende Funktion zwar be-
kannt, aber nicht geschlossen integrierbar, d.h. die Stammfunktion kann nicht explizit angege-
ben werden. Einfache Beispiele hierfiir sind etwa f(z) = e, f(z) = sin 22, f(z) = %
Auch hier muss man numerisch vorgehen.

5.1 Interpolatorische Quadratur

Die naheliegende Vorgehensweise besteht darin, f(x) durch ein Interpolationspolynom p,(x)
b b

zuersetzen und [ p,(x)dz anstelle von [ f(x)dx zu berechnen. Wir bezeichnen mit

b

L = [ e

a

eine Integrationsformel mit einem Interpolationspolynom n-ter Ordnung fiir das exakte Integral

b
1) = / f(x) d.

I,,(f) integriert demnach Polynome bis zum Hochstgrad n exakt.
Wird die Lagrange—Form des Interpolationspolynoms benutzt (vgl. Satz 4.8)

mle) = Y L) f). L) = [] =2

v=
v#j
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so ist durch Integration unmittelbar einsichtig, dass interpolatorische Integrationsformeln die
folgende Gestalt haben

o
—
~—
I
Se—
=
5]
8
SN~—
U
S
I
3
o~
=
]
<
N~—

mit von den z; abhingigen Gewichten (100)

Wihlt man die Interpolationsknoten x; #quidistant, so heiflen die Integrationsformeln (100)
Newton—Cotes—Formeln.

Am gebriuchlichsten sind die Formeln fiir n = 0 (Mittelpunktregel), fiirn = 1 (Trapezregel)
und fiir n = 2 (Simpsonregel), die wir zunéchst herleiten.

n=0
b b /
wo= 0 ) = f(“; ) Ay = /Maz, also
a+b .
I(f)=(0b—a)f 5 (Mittelpunktregel). (101)
n=1

L(f) = (f(a) + f(b)) (Trapezregel) (102)
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2
A = /Ll(az)d:c ~ Z(h—a),
3 £ (x)
ab
b_ p (%)
Ay — /Lg(x)dx - 6a, al 2 b,

fQ(f)Z/pz($) dr = b—a (f(a)+4f (a—;b) + f(b)) (Simpsonregel) (103)

5.2 Quadraturfehler bei interpolatorischen Verfahren

Mit Hilfe der Darstellung des Interpolationsfehlers in Satz 4.14) erhalten wir durch Integration
iber den Interpolationsfehler eine Darstellung fiir den Integrationsfehler. Diese Idee wollen wir
zunichst verfolgen. Aus Satz 4.14a) erhalten wir

10) = 15 = [ 10) = pa@do = [ Flavs.. 0] [0 - 2,)do

Im Fall n =1 (Trapezregel) gilt somit (xg = a,z; = b) unter Verwendung des verallgemei-
nerten Mittelwertsatzes und Ausnutzung von (z — a)(b — ) > 0 auf [a, b] mit einem £ € [a, b]

b

100) = 17) = [ flab.al(e - a)o - e =

a

b
- /1008 [tw= )= o)ds = ~flan L

a

Ist zusiitzlich f € C?([a,b]), so erhalten wir mit Satz 4.14b) fiir den Quadraturfehler der Tra-
pezregel
b—a)d
10 -1(p =02
Bemerkung 5.1. Auf Grund ihrer Herleitung integriert die Trapezregel Funktionen f, die

Polynome vom Grad < 1 sind, exakt (lineare Interpolation). Dies spiegelt sich auch in der
Fehlerdarstellung wieder. Fiir Polynome 1. Grades ist f” = 0, der Quadraturfehler also = 0.

mit einem & € [a, b]. (104)

Entsprechend wird man erwarten, dass die Simpsonregel Polynome vom Grad < 2 exakt
integriert. In der Tat integriert sie jedoch sogar Polynome vom 3. Grad exakt, sofern man die
Stiitzstellen geeignet wihlt (etwa wie oben dquidistant). Die Ursache hierfiir liegt in der
Giiltigkeit von

Hilfsatz 5.2. Sei n € Nj gerade und seien paarweise verschiedene Knoten z; € [a, b] gegeben,
welche symmetrisch angeordnet sind, d.h. es gelte ; —a = b — x,,_; fiir j = 0,..., n. Ferner
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bezeichne p, das Interpolationspolynom n-ten Grades zu f auf diesen Stiitzstellen und p,,
das Interpolationspolynom vom Grade n + 1 zu f mit den Stiitzstellen z;(i = 0,...,n) und
€ (a,b), z# z;, 7 =0,...,n. Dann gilt

b b

/pn(x> dx:/pn+1(:c) dx

a a

Beweis: Fiir das Interpolationspolynom p,,;; in der Newton—-Form gilt nach (73)

Pni1(z) = po(x) + flro, ..., xn, 2] H(x—xj), also

7=0
b b b
/ Posi1(x)de = /pn(a:)d:c + flxo, ..., Ty, 2] / H(:c—a:j)da:.
a a a ‘7:0
Nun ist aber mit w(z) = [[}_, (z — ;) hier w(a + s) = —w(b — s), demnach

/b w(z)dz = 0.

Dieses Ergebnis hat zur Folge, dass man fiir die Darstellung des Quadraturfehlers der Simpson-
regel den Interpolationsfehler fiir Interpolationspolynome 3. Grades benutzen kann, also mit
z # a,b, “T*b und dem verallgemeinerten Mittelwertsatz

b

L(f) — I(f) = / F(2) = pa(a)de / f(2) - py(a)da =

b
= /f[a, a——i_b,b,z,x](:v —a)(z — ¢t b)(x —b)(zr — 2)dx —

2 2
b
é/f[a’a;b’aT—M’bax](x_a)(z_a;b)2($—b)d:v(z—>a+b):
b
bath - ; s

wobei £ € [a, b]. Die linke Seite dieser Ungleichung ist unabhingig von z, do dass der Grenziiber-
gang z — “TH’ durchgefiihrt werden darf, ohne die Giiltigkeit der Ungleichung zu verletzen. Ist
f € C*([a, b]), so erhalten wir fiir den Quadraturfehler der Simpsonregel

(4) —_ )’ _ )5
L(f)—1(f) = ! 4!<£> (bmg) = —f(4)(§)% mit einem & € [a, b]. (105)
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Vollkommen analoges Vorgehen liefert fiir den Quadraturfehler der Mittelpunktregel mit Hilf-
satz 5.2 die Darstellung
(b—a)? ., o
Lo(f) = I(f) = 1/ (§) mit einem & € [a, b]. (106)
Fiir gerades n € Nj erhalten wir fiir Stiitzstellen, welche symmetrisch in [a, b] liegen, die Dar-
stellung

L) =10 = [ 1) = plado = [ 1) = pros(a)de =
. ) n
_ /f[xo, szl = ) [[ e - ) =
b " n/21]0 .
_ /f[xo, ozl =@ —an) [[@-a) [ @-a)de=—
a b » fO j=n/2+1
. /f[:co, e 2 1) (T — Taga)? 11) (2 — 2;)(& — 2oy (Fir 2 — @ )s).

Der Mittelwertsatz ist nicht mehr ohne Weiteres anwendbar. Doch gestattet diese Darstellung
des Fehlers dessen Abschitzung in gewohnter Manier;

n/2—1
(£ =T < (0=a)llf[wo, - Tn, 2, 2]]loe o2 (@ —anp2)® [] (2—2) (@ —2(p)| <
) izo

1"l

n+2
< _ ||f ||OO (b _ a)n+32—(n/2+2)’
(n+2)!

h— h— n/2 h— n/2+22—(n/2+2)
(b= a)(b— a)*(b ) T

wobei wir in der letzten Ungleichung f € C™2([a, b]) voraussetzen miissen.
Wir wollen der Vollstindigkeit noch die Newton—Cotes Formeln hoherer Ordnung angeben.

Dazu sei
b—a

a=:129<---<x,:=bmitx; =a+ th, mith :=
n

eine dquidistante Unterteilung des Intervalls [a, b]. Mit den A; aus (100) definieren wir
b—a)o; :
ﬂ = A, fiiri =0,...,n,
ns
wobei s so gewdhlt sei, dass o; ganzzahlig ist. Die Gewichte o; sind in Tabelle 1 bis n = 6
angegeben, vergleiche auch [2, Kapitel 3.1].

Fiir groBBere Werte von n treten auch negative Gewichte o; auf und die Formeln werden nu-
merisch unbrauchbar, siehe etwa Diskussion [2, Kapitel3.1]. Die Newton-Cotes Formeln aus
Tabelle 1 heilen abgeschlossen, weil fiir die gewihlte Unterteilung A :a =2zo < --- <z, =b
gilt, Intervallanfang und -ende demnach Stiitzstellen der Quadratur sind. Ein Vertreter der Of-
fenen Newton-Cotes Formeln ist die Mittelpunkt Regel aus (101). Sie basiert auf der Wahl
des Intervallmittelpunktes als Stiitzstelle fiir die Quadratur mit einem Polynom O-ten Grades.
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nio oy |o3 |04 |05 06 | 07| ns || Fehler Name
L1 |1 2 hL A (€) Trapez Regel
211 |4 1 6 hZ% <i>(§) §impson Regel
301 |3 |3 |1 8 h7% <(;)(§) s Regel
417 |32 |12(32 |7 90 || h'5= f9(¢) | Milne Regel
5{19]75 |50 (50 |75|91 288 || K502 f©(€) || ohne Namen
6 || 41 | 216 |27 272 |27 |216 |41 || 840 | KW= f®(€) | Weddle Regel
Tabelle 1: Abgeschlossene Newton-Cotes Formeln firn =1,...,6

5.3 Zusammengesetzte Formeln

Ist das Intervall [a, b] zu groB, ist das Interpolationspolynom p,, € II,, nicht immer ein gutes
Modell fiir die zu integrierende Funktion f. In solchen Fillen ist es wieder sinnvoller, auf den

Teilintervallen [z;_, z;] einer Unterteilung A :

dquidistant, d.m. z; = a + th, h := b=a

5.3.1 Summierte Trapez Regel

Auf [x;_q, z;] wird linear interpoliert, dort also die Trapez Regel zur Quadratur verwendet. D.m.

Z{

B

Der Fehler

/f

Die Summierte Trapez Regel ergibt sich dann zu

n

l’z 1 + f(l’z))}

f(a)

2

nach Tabelle 1 mit h = b’—“ Zu

/f

Anwendung des Zwischenwertsatzes auf f” liefert die Existenz eines £ € (min &;, max &;)

C (a,b) mit

b—a Z f” (&) mit&; €

f(:cz 1) + f(2) -
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+ fla+h)+ f(a+2h) +

11O = =316,

a =x0 < x1 < -
zu interpolieren und als Quadraturformel fiir f die Summe der Newton-Cotes Quadraturen von
f auf den einzelnen Teilintervallen zu verwenden. Sei dazu jetzt die Unterteilung A wieder

--+f(a+(n—1)h)+7b

- /b f(z)dz

ergibt sich fiir f € C? als Summe der Fehler der Trapezregel iiber die Teilintervalle [x; 1, 7]

< zy

[SCzeh sz] .

:= b stiickweise



also fiir den Gesamtfehler

T(h) - / f(@)dz = (b — a) f(6). (108)

5.3.2 Summierte Simpson Regel

Ist n gerade, so kann die Simpson Regel zur Quadratur der Funktion f auf den Teilintervallen
[o;_o, o] firi =1,..., % angewendet werden. Deren Linge betrégt 2h, so daf

[ e G (Flaas) + 4f ) + (o)

X2i—2
richtig ist. Die Summierte Simpson Regel ergibt sich damit zu

n

)= § 3 o)+ Af(ea) + ) =
%[f(a) +4f(a+h)+2f(a+2h)+---+2f(a+ (n—2)h) +4f(a+ (n—1)h) + f(b)],
(109)
fiir deren Gesamtfehler gilt
b 4
S(h) — / f(x)dx = %(b —a)fW (&) mit einem & € (a,b). (110)

In analoger Weise konnen wir mit Hilfe der anderen Newton-Cotes Formeln auf Teilintervallen
weitere zusammengesetzte Quadraturformeln erhalten.

Bemerkung 5.3. Die Fehlerdarstellungen bedeuten anschaulich: Wird die Schrittweite hal-
biert (n verdoppelt), so sinkt bei der zusammengesetzten Trapezregel die Fehlerschranke um
1 1

den Faktor (5) 2, bei der zusammengesetzten Simpsonformel sogar um den Faktor (5) ‘

5.4 Adaptive Quadraturformeln

Fehlerschranken bieten die Moglichkeit, vor Beginn der Rechnung abzuschitzen, wie grof} die
Schrittweite h gewihlt werden muss, damit der Fehler eine vorgegebene Schranke nicht iiber-
steigt, vorausgesetzt natiirlich, man kennt Schranken fiir die betreffenden Ableitungen. Dies ist
oft nicht der Fall oder mit groen Miihen verbunden. Aulerdem sind Formeln mit dquidistanten
Stiitzstellen oft mit zu groBem Rechenaufwand verbunden, weil sie auch in Regionen, in denen
es nicht notig ist, die Schrittweite verkleinern, wie man schon an folgendem einfachen Beispiel
fiir die zusammengesetzte Trapezregel erkennt.
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Es ist deshalb sinnvoll, nach Verfahren zu suchen, welche die Schrittweite selbst an die Eigen-
schaften der Funktion f anpassen (adaptieren), also kleine Schrittweiten wéhlen, wenn sich
die Funktion (oder das Integral) stark dndern, groBe, wenn dies nicht der Fall ist.

Ziel: Entwickle ein Verfahren mit Schrittweitenanpassung, das fiir eine vorgegebene Funktion

b
[ f(z)dx bis auf einen vorgegebenen Fehler £ > 0 genau berechnet.

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist 1), dass man weil, wie ,,in etwa™ sich der Fehler bei In-
tervallhalbierungen verhilt (vgl. die obige Bemerkung) und 2), dass die numerische Differenz
der Integrationswerte bei Intervallhalbierung ja numerisch anfillt. Beide Fakten kann man be-
nutzen, um den wirklichen Integrationsfehler zu schétzen und daraus eine Schétzung fiir eine
geeignete Schrittweite abzuleiten. Wir wollen dies (in einer Rohform — Verfeinerungen sind
moglich —) fiir die zusammengesetzte Simpsonregel demonstrieren.

Sei also m die (vorldufig noch unbekannte) Zahl von Teilintervallen [; = [z, z,41] von
la,b] der (vorldufig noch unbekannten) Linge h; = x4 — x;. Wir bezeichnen den exakten
Integralwert im Intervall [z}, ;4] durch
Zj+1
Py = [ rws,
zj

h.

die Simpsonformel mit der Gitterweite - in [; durch (vergl. (103))

) = s+ (5 2) + sl

und die Simpsonformel mit halbierter Gitterweite % durch

@) = 52 |t +ar (ay+ %) w2 (o0 ) waf (a4 20 ) 4 ftar]

Aus der Fehlerabschitzung (105) folgt die Existenz einer Konstanten c;, so dass gilt

[7(f) = S (f)| = ¢; b

Halbiert man das Intervall [z;,z;11] und wendet die Fehlerabschitzung auf beide Hilften an,
so existieren Konstanten c¢; und c;,, so dass

-0 = e (2) am
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Wir nehmen nun an, dass sich ¢;; und c;, nicht wesentlich von c; unterscheiden. Dies ist um
so eher erfiillt, je weniger sich f® indert, d.h. u.a. je kleiner die Teilintervalle werden. Setzt
man also ¢;, = ¢;, = ¢;, so geht (111) iiber in

PO -@ ~ 2 () = ggel~ g 170 - S0,

1. Variante: Fehlerschitzer fiir S7

Es gilt
19(7) = ()| < [P() ~ QAR ) — S ()] % 15 [F() = S DI+ - ()]
Daraus folgt 1

B = SN~ @) =)

Die rechte Seite ist berechenbar und kann zur Kontrolle des Fehlers |I7(f) — S7(f)| auf dem
j-ten Teilintervall verwendet werden.

Bemerkung: Ersetzen wir den Faktor durch eine grofere Zahl, so stimmt die Abschitzung
auch noch, wenn sich ¢;, ¢, und cj, starker unterscheiden.

2. Variante: Fehlerschiitzer fiir ()’

Da ()7 genauer ist als S7, wire es zu bevorzugen, S’ zu verwenden, um den Fehler von ()
abzuschitzen.

Dies ist tatsidchlich moglich:

1) - Q@] = o [P -8 < 16 (1P - QD] + Q1) - 5(])

bzw.

P - S Q- S0

Bemerkung: Der Faktor = héngt relativ sensibel von der Prizision der Annahme c;, ~ ¢;, ~ ¢;
ab, so dass die Fehlerabschatzung fiir )7 weniger robust ist als jene fiir S7.

Wire z.B. ¢;, +¢;, = 3¢; (anstelle von 2¢;), dann hitten wir |17 (f)—Q7 ()| = S|17(f)—S9(f)|
und

1P(f) = Q ()] < @IQ]( ) = STl

Andererseits haben wir

() = S < AP () - S (F)].

- 29

Nun zuriick zu unseren Fehlerabschétzungen:
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Fiir den Gesamtfehler (wir diskutieren hier nur die zweite Variante) folgt

m—1

> (I(f) —Qj(f))’

=0

1) - mz Qj(f)| -

<
—

SB) - Qip)) (112)

Jj=

1 mz Q) — S -

IA
o

A

Die Werte |Q7(f) — S’(f)| sind nach der Intervallhalbierung und der numerischen Integration
ja bekannt. Geniigt nun /; der Forderung

: , 15h; -
Q7(f) = S/(f)] < - = (113)
—a
so folgt wegen mijl hj =b—a aus (113) und (112)
=0
m—1
I(f) =) Q](f)‘ ~oe (114)
=0

Umsetzung in ein Verfahren
Start: 1z, :=a, x; := b, berechne S° Q° und priife (113) fiir hg = (b—a). Ist (113) erfiillt
—— Ende, andernfalls

a+b [ a+b} [a+b
) : Gy, —F— 1, [1: a5
2 2 2

b—a
7b:|7 h’(]:hl: 9 .

Top=a, I1 =

Priife (113) fiir beide Teilintervalle.

Fiir das (die) Teilintervall(e), in dem (denen) (113) nicht erfiillt ist, wird die Schrittweite hal-
biert, usw.

Ist (113) in allen Teilintervallen erfiillt, gilt (114).

Dass das beschriebene (sehr einfache) Verfahren ein Schitzverfahren ist (wie alle raffinierteren
adaptiven Verfahren auch), belegt folgendes einfache

2m

Beispiel. Berechne fiir f(z) = cos 4z das Integral [ cos 4z dx. Nunist cos 4z = 1 fiir
0

r=3j%, j=0,1,2,3,4. Alsogilt S°(f) =2m, Q°(f) = 2w, das Verfahren bricht ab, weil

(113) erfiillt ist, und liefert den Wert 27 statt 0.

Natiirlich passiert dieser Zusammenbruch nicht, wenn man gleich mit einer hoheren Zahl von
Stiitzstellen beginnt, doch ist immer Vorsicht geboten.
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5.5 Extrapolation und Romberg Integration

Die Idee der Extrapolation ist sehr einfach; Gegeben sei ein Funktional F'(h) zur nihe-
rungsweisen Auswertung der Funktion R. Wir wollen davon ausgehen, da mit ~ — 0 auch
F(h) — R erfillt ist. Ferner seien 0 < h,, < --- < hg Stiitzstellen mit bekannten Stiitzwerten
F(h;). Ein naheliegender Gedanke besteht nun darin, den nach 0 extrapolierten Wert p,,(0)
des Interpolationspolynoms p,, zu den Daten (h;, F'(h;)) als verbesserte Approximation von R
zu betrachten.

Mit Hilfe der Euler-Maclaurinschen Summenformel 146t sich zeigen [2, Kapitel 3.4], daB} fiir
die Trapezsumme (107) eine Entwicklung in Potenzen von h? angegeben werden kann; priziser
sei f € C*"*2([a, b]). Dann gilt

T(h) =70+ Tih* 4+ -+ - + Th™™ + g1 (R) R (1135)

b

m= [ fa)da und 0 (h) = b= ) FO (). €00 € (o),

a

, A i1
wobei B; := (—1)"! [% + (24)! kz_:l m die Bernoulli Zahlen bezeichnen.

Funktioniert Extrapolation nach O (und ob sie funktioniert), wird sich mit dem Interpolations-
polynom
me(h) - bo —+ b1h2 + e+ bthm

zu den Daten (h;, T'(h;)) mittels py,,(0) = by eine verbesserte Approximation des Integrals
b
[ f(z)dx ergeben. Ihr Fehler hiingt natiirlich von der Wahl der Folge {%;};cy ab. In der Praxis

3verden die Folgen

Definition 5.4.

e hy=b—a,h;, = hg L, 7 > 1 (Romberg Folge), bzw.

o hg=b—a,hy="5% hy=" . h;="2 >3 Bulirsch Folge)

verwendet. Verbleibt noch bei gegebener Folge { ; };en mit Stiitzwerten 7'(h;) die Berechnung
von oy, (h) und dessen Auswertung an der Stelle 0. Dazu verwenden wir dividierte Differen-
zen aus Definition 4.9 zur Berechnung der dividierten Differenzen und schlieBlich das Neville
Schema aus Satz 4.12 zur Auswertung des Interpolationspolynoms an der Stelle 0. Hierbei ist
zu beachten, daB3 bei der Interpolation

ha,h3,...h2, als Stiitzstellen zu verwenden sind.

AbschlieBend ein
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Beispiel. 1. Sei hy =b—a, hy = b’T“ Wir interpolieren zu den Daten
(h3, T(ho)) und (hi, T(h1))

und erhalten
T'(hy) — T(ho)

(ZL‘ - h2)7
h? — h? 0

pa(w) = T(ho) +

also nach kurzer Rechnung

4 1
Wegen

b—a b—a a+b

(k) = % (70) + 50)) wna T(h) = 2 )+ 27+ 70)

ergibt sich
b—a a+b
pl0) = 25 (1@ + 475 + 1),
also gerade die Simpson Regel, deren Fehler von der Ordnung h? ist. Der Fehler der Trapez

Regel hingegen war nur von der Ordnung 7.

2. Analog wird mit hy = 25 iiber p,(0) die Milne Regel erhalten. Nachweis als Ubungsaufgabe.

Bemerkung 5.5. Fiir gewisse Folgen konnen bei der Berechnung des Stiitzwertes 7'(h;) Funk-
tionswerte verwendet werden, die schon bei der Berechnung von 7'(h;_;) Verwendet wurden.
So gilt etwa fiir die Romberg Folge

Tl0er) = T (%) = JT0) + s 7o+ his) + 0G0+ 3hi) 4+~ D))

Abschlielend noch eine Fehlerabschitzung fiir die Romberg Integration (=Extrapolation der
summierten Trapez Regel mit der Romberg Folge) nach [2, Kapitel 3.4].

Satz 5.6. Fiir den Fehler in der Romberg Integration gilt im Fall f € C?™2([a, b]) die Fehler
Darstellung

b

Pom(0) — /f(x)dx =(b— a)h%h% e hfn

a

(=1)"Bomyo

(2m + 2)! f(2m+2)(§) mit einem £ € (a, b).

5.6 GauB Quadratur

Bisher haben wir bei der Quadratur noch nicht weiter iiber die Wahl der Stiitzstellen z; € [a, b]
nachgedacht. Bei der Polynominterpolation in Kapitel 3 hat sich das ausgezahlt. Es wird sich
herausstellen, da3 mit Hilfe der Nullstellen z; von gewissen Orthogonalpolynomen Gewichte
w; (i =1,...,n) bestimmt werden konnen, so daB die Quadraturformeln der Form

b

Zﬁ;wiﬂxi)z [ 1w

a
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bereitgestellt werden kdnnen, die Polynome bis zum Grad 2n—1 exakt integrieren. Zur Einfiihrung
von Orthogonalpolynomen definieren wir zunéchst fiir quadrat-integrierbare Funktionen f und

g
(f,9) = /f(x)g(x)da:

Diese Form definiert ein Skalarprodukt auf dem Raum
b
L*(a,b) := {v: (a,b) — R;v meBbar und /|v(:}c)|2dx < oo}

der iiber (a,b) quadrat-integrierbaren Funktionen. Den folgenden Satz entnehmen wir [2,
(3.6.3) Satz]. Sein Beweis gelingt vollstindiger Induktion und mit Hilfe des Gram-Schmidt
Orthogonalisierungsverfahrens (siehe Vorlesung).

Satz 5.7. Es gibt zu j = 0,1,2,... eindeutig bestimmte Polynome p; € II; mit hochstem
Koeffizienten 1 mit

(pi.py) = O fiir i # j. (116)

Diese Polynome erfiillen die Rekursionsformel
po(z) =1, pi(x) = (x — M) po(x) und
(p07 pO)

() = x_(xpiapi> () — (pi, pi) ) fiir g
poate) = (o= 2L - DDy iz 1. 1)

Wir kommen jetzt zum Hauptresultat.

Satz 5.8.
i. Mitden Nullstellen x4, . ..z, von p, bezeichnen wy . . ., w, die Losung des linearen Glei-
chungssystems
= Do, po), falls k =0,
D_pulaius = { é e falls k > 1 (18)
i=1 ’ -
Dann gilt w; > 0 fiiri = 1,...,nund
" b
> wipi(x) = / p(a)dz fiir alle p € Ty,_q, (119)
=1

a

d.m. Polynome vom Grad < 2n — 1 werden von

QUf) = wif(x:) (120)
=1
exakt integriert.
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ii. Gilt fiir reelle Zahlen z;,w; (i = 1,...,n) (119) fir alle p € IIy,_1, so sind die z;
Nullstellen von p,, und die reellen Zahlen w; erfiillen das Gleichungssystem (118).

iii. Es gibt keine reellen Zahlen z;, w; (i = 1,...,n), so daB (119) fiir alle p € II,, richtig

1st.

Der Beweis dieses Satzes ist etwa in [2, (3.6.12) Satz] zu finden und benutzt die nachfolgend
genannten Eigenschaften der Orthogonalpolynome p;.

Hilfsatz 5.9. Es gilt

i. (p,pn)=0firallep € Il,_q,
ii. die Nullstellen z1, ..., x, von p, sind reell, einfach und liegen im offenen Intervall (a, b),

iii. fiir beliebige t; < t5 < --- < t,, istdie n X n Matrix

pO(tl) e pO(tn)
S I (121)
Pn1(t1) o Paoa(tn)

nicht singuldr. Das meint, dal pg, p1, p2, ... ein Tschebyscheff System bilden. Die Be-
dingung (121) heif3t Haar’sche Bedingung.

Beweis:

i. p € II,,_1, dann p Linearkombination der py, . .., p,_1, alsop L p,,.

ii. Seien a < x1--- < x; < b die Nullstellen von p,, an denen ein Vorzeichenwechsel
stattfindet. Gilt [ < n, so ist mit

l

q(z) = H(:c —z;) €1l

i=1

wegen i. (¢,p,) = 0. Es dndert aber ¢p,, auf (a,b) sein Vorzeichen nicht, also kann
wegen der Definition des Skalarproduktes (-,-) diese Orthogonalitit nicht erfiillt sein.
Widerspruch.

n—1
iii. Sei ¢ # 0 mit A’c = 0. Dann hat ¢(z) := > ¢;p;(x) die n parweise verschiedenen

i=0
Nullstellen ¢;, verschwindet demnach identisch. Ebenso die Ableitungen bis zur Ordnung
n — 1. Der hochste Koeffizient der p; ist jeweils 1, ihr Grad demnach 7, also

0=¢" Y= (n—1)ley1 = ¢ =0, ¢ =0 = (n—2)lc, 0 =cr0=0,...,---=¢=0.

Das ist ein Widerspruch zu ¢ # 0.

Damit ist alles gezeigt. |
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Bemerkung 5.10.
1. Fiir [a,b] = [—1, 1] gehen die Resultate aus Satz 5.8 auf GauB zuriick, die zugehorigen
Orthogonalpolynome sind (bis auf Normierung) die Legendre Polynome

k! dF k
pk<$> = @ﬁ(.ﬁlj—l) ,]{I:O,l,...

2. Obige Ausfiihrungen konnen auch auf Skalarprodukte der Form

(f,9):= /f(x)g(x)w(:p)dx.

mit positiven Gewichtsfunktionen w verallgemeinert werden. Fiir spezielle Gewichtsfunktio-
nen w und Intervalle sind die Orthogonalpolynome bekannt.

e [a,b] = [-1,1], w(z) = —~~. Orthogonalpolynome sind die Tschebyscheff Polynome

V1-z2®
T,, aus Satz 4.17.
e [a,b] = [0, 00], w(z) = e *. Orthogonalpolynome sind die Laguerre Polynome L,,.

e [a,b] = [—00,00], w(z) = e **. Orthogonalpolynome sind die Hermite Polynome H,,.
3. Die Gewichte w; und Nullstellen x; sind in den giingigen Tafelwerken tabelliert.

Verbleibt noch die praktische Berechnung der Nullstellen z; und der Gewichte w; in Formel
(119). Dazu definieren wir zu gegebenen Skalarprodukt (-, -) und Orthogonalpolynomen py,

fir: =0

fir: > 1.

. 0
€T 19 1 .o -
dip1 = (@pi, i) firi >0, giy1:= { (pi,pi)
(piapi) (Pi-1,Pi—1)

Dann gilt [2, (3.6.20),(3.6.21) Satz]

Satz 5.11. Die Nullstellen x; des n-ten Orthogonalpolynoms p,, sind gegeben durch die Eigen-
werte der Tridiagonalmatrix

di o
g2 do
Jp = : ,
i Gn
die Gewichte w; in (120) sind gegeben durch
Wy = (vf)Q, k=1,...,n,
wobei v* = [vF, ... v*]" den k-ten Eigenvektor zum Eigenwert x;, von .J,, mit der Normierung

[v*|2 = (po, po) bezeichnet.
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Damit ist die Quadratur nach Gauf} auf die Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren
von Tridiagonalmatrizen zuriickgefiihrt.

Abschlielend noch der Quadraturfehler bei der Gaul3 Integration.
Satz 5.12. Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gilt fiir f € C**([a, b])

b

- (2n)
Zwif(:cz-) - /f(x)dx = f<2n§!§) (Pn Pn) (122)

a

mit einem & € (a, b).

Beweis: Der Beweis speziell dieser Aussage findet sich in [2, (3.6.24) Satz].
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6 Lineare Optimierung

Um die Aufgabenstellung deutlich zu machen, beginnen wir mit einem (natiirlich sehr verein-

fachten) Beispiel:

Produktionsplan einer (zugegebenermalen sehr kleinen) Schuhfabrik. Hergestellt werden
sollen Damen— und Herrenschuhe, und zwar jeweils nur ein Modell. Die Produktionsbedingun-

gen ergeben sich aus der folgenden Tabelle.

Damenschuh | Herrenschuh | verfiigbar
Herstellungszeit [ 20 10 8000
Maschinenbearbeitung [h)] 4 5 2000
Lederbedarf [dm?] 6 15 4500
Reingewinn [Euro] 16 32

Unter der Annahme, dass keine Absatzschwierigkeiten entstehen, soll berechnet werden, wie-
viele Damen— und Herrenschuhe hergestellt werden miissen, damit der Gewinn optimal wird,
natiirlich unter Einhaltung obiger Restriktionen.

Mathematische Formulierung:
Sei T die Zahl der produzierten Damenschuhe ,
T die Zahl der produzierten Herrenschuhe .

Dann lauten die Produktionsbedingungen:

(202, + 10z, < 8000 )

dr; +  dxy < 2000 (i1)
6r, + 15z, < 4500 (i) (123)

. 2 0 (iv)

L T = 0 (v)

Gesucht sind Zahlen (x1,x2), die diesen Ungleichungen geniigen und den Gewinn
f(x1,29) := 1621 + 3214

maximieren.

Die Funktion f heilit Zielfunktion, die Ungleichungen (123) heilen Nebenbedingungen. Das
Problem lautet also

maximiere 16x; + 324
unter den Nebenbedingungen
2027 + 10z < 8000
dr; +  Sxp < 2000
6r1 + 15z < 4500
ry > 0
reg > 0.
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In diesem Beispiel kann man sich die Losung geometrisch veranschaulichen. Gleichzeitig legt
es die Losungsidee fiir den allgemeinen Fall nahe.

Die Ungleichungen (123) beschreiben Halbebenen in R?, die durch Geraden begrenzt wer-
den (vgl. Zeichnung). Der Durchschnitt M aller dieser Halbebenen beschreibt den zuldssigen
Bereich aller der Punktepaare (z1,%3), die den Ungleichungen (123) geniigen. f(x1,x2) =
1621 + 32z9 = k, mit variablem £k, beschreibt eine Geradenschar. Es ist ein maximales k,,
derart zu bestimmen, dass (mindestens) ein Punkt des zulédssigen Bereichs A auf der Geraden

f(x1,20) = ki, liegt.

Wachstumsrichtung
von k

(iv) (i) ()

Die geometrische Losung ist nun einfach. Man verschiebt die Geradenschar so lange im Sinne
fallender %, bis zum ersten Mal ein Punkt aus M auf einer Geraden liegt oder, falls die
Geradenschar die gleiche Steigung hat wie eine Begrenzungsstrecke von M, sogar eine ganze
Strecke. Dieser Punkt oder alle Punkte der genannten Strecke optimieren die Zielfunktion.

Im allgemeinen Fall wird ein lineares Optimierungsproblem die folgende Gestalt haben

Standardform:
min car1 + cxy + ...+ cpx,
udN. anz1 + aprs + ... + apmr, < b
a1 x1 + e + agmx, < by
L)
am1 L1+ + G T < by
r, > 0, 1€J

Hierbei sind ¢;, a;;, b; € R sowie J C {1,...,n} gegeben und die x; € R sind gesucht.

Wir wollen uns an einigen Beispielen klar machen, was je nach Beschaffenheit von M (zuldssi-
ger Bereich) und Zielfunktion passieren kann. In den Bildernistk = — f(z), f(x) = >_7_, cjz;.

1) falls M nicht beschrinkt ist, kann f ein Minimum annehmen, es muss dies aber nicht.
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2) M = () ist moglich.

be
2

3) Die optimale Losung kann, muss aber nicht eindeutig sein.

4) Es gibt iiberfliissige Nebenbedingungen.

X
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Fazit:

In allen Beispielen gilt: Wenn eine optimale Losung existiert, dann wird sie (vielleicht nicht
nur, aber auch) in einer Ecke des zulédssigen Bereichs angenommen.

Wir schreiben das Problem (L) kurz in Matrixschreibweise. Mit ¢ = (cy,...,¢,)T € R",
A= (ay) ER™", = (21,...,2,)7 €R", b= (by,...,by)T €R™, JC{1,...,n} folgt

T

min ¢’ x
udN. Ax < b L)
Z; Z 0, 1€ J.

cl = heiBt Zielfunktion, M = {x € R*", Ax < b, z; > 0, i € J} zuldssiger Bereich.
Ax < bistim Sinne obiger Ungleichungen komponentenweise zu verstehen. Die Elemente
€ M heiBen zuldssige Punkte (zuldssige Losungen) und ein zuléssiges « € M heilit optimal,
wenn fiir alle zulidissigen Vektoren y € M gilt ¢’ = > ¢’ y.

Natiirlich sind auch andere Formulierungen von (L’) moglich und gebriuchlich. Dies héngt
von der jeweiligen Aufgabenstellung ab. Wir stellen sie hier kurz zusammen und zeigen, wie
sie sich ineinander iiberfiihren lassen (um einen moglichst allgemeinen Typ von Optimierungs-
aufgaben behandeln zu konnen).

a) Eine Maximierungsaufgabe wird zu einer Minimierungsaufgabe durch Ubergang zum Ne-
gativen der Zielfunktion.

c’'x = max <— —c'x = min

b) Eine Ungleichung
aixy + ...+ A, < b

kann durch Einfiihren einer Schlupfvariablen y; > 0 in eine Gleichung
a1 Ty + oo+ AnTh + Yy = b
tiberfiihrt werden.

c) Tritt eine Gleichung als Nebenbedingung auf,
a1 + ... + ajpr, = bj,

so kann sie durch 2 Ungleichungen ersetzt werden:

IA

41 1 + ... + Qjn Tp, bj

—aj1T1 — ... — AjnTy < —bj

d) Eine Komponente x; von «, fiir die keine Vorzeichenbedingung besteht,
kann ersetzt werden durch den Ausdruck x; = x;; — x;_ und die Forderung
iy 20, 2 > 0.

Vorsicht: Diese Zerlegung muss auch in der Zielfunktion beriicksichtigt werden.
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e) Jede ,,<“-Ungleichung kann durch Multiplikation mit —1 in eine ,,>*“-Ungleichung
tiberfiihrt werden (und umgekehrt).

Insbesondere kann also jede Optimierungsaufgabe mit linearer Zielfunktion und linearen Ne-
benbedingungen in die folgende Form gebracht werden

min 'z

udN. Ax = b (L)
x > 0

wobei ¢ € R", A € R™*", b € R™ gegeben sind.

Wir verdeutlichen an einem Beispiel die Uberfiihrung einer vorgelegten Aufgabe in die Form
(L). Man beachte dabei, dass sich bei Einfiihrung von Schlupfvariablen die Zahl der Nebenbe-
dingungen vergroBert und dass insbesondere bei Ersetzung einer nicht vorzeichenbeschrinkten
Variablen durch 2 Ungleichungen (im Beispiel z;, > 0, x;_ > 0) sich auch i.a. die Varia-
blenanzahl mit Koeffizienten # 0 in der Zielfunktion vergroB3ert.

max  —2x; + 3xo
u.d.N. T1+ x93 > 5
—r1+ x2 <7
Ty < 10
zo > 0

wird zu
min 2x1, — 221 — 319 + Oy; + Oy + Oys

u.d.N. Tip — T1— + To— Y1 = 5
—X14 + Ti—+ X9 + Yo = 7

Ti+ — T1- + y3 = 10

r1y > 0

zi— > 0

re > 0

yr =2 0

y2 = 0

y3 =2 0

Bemerkungen zur Form (L):

Das Fazit aus den Beispielen 1) — 4) ldsst vermuten, dass ,,Ecken” bei der Losung der Opti-
mierungsprobleme eine wesentliche Rolle spielen werden. In R? und R? lassen sich Ecken
als Schnittpunkte von Geraden oder Ebenen, also durch Gleichungen beschreiben. Setzen wir
in der Formulierung (L) voraus, dass Rang(A) = m gilt, so besitzt der zuldssige Bereich stets
eine Ecke, sofern M # () gilt. AuBerdem existiert fiir den Fall, dass (L) 1osbar ist, stets eine
optimale Ecke. Wir werden diese Aussagen spiter nachweisen.
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Um zu einer Losungsidee fiir das Problem (L) zu kommen, kehren wir nochmals zu den
anfangs betrachteten Beispielen 1) — 4) zuriick.

Da die optimale Losung auch immer in einer Ecke angenommen wird, liegt es nahe, alle Ecken
zu bestimmen, in ihnen den Zielfunktionswert zu berechnen und die Ecke mit dem optimalen
Zielfunktionswert auszuwihlen.

Dieses Vorgehen ist problematisch, weil es einerseits, insbesondere bei vielen Ungleichungs-
restriktionen, schwierig sein wird, alle Ecken zu bestimmen, und andererseits dabei viele Ecken
umsonst berechnet werden.

Erfolgversprechend ist die nédchste Idee: Man beginne mit einer Ecke (wie findet man die?),
bestimme in dieser Ecke den Zielfunktionswert und gehe dann ldngs einer Kante, lings der der
Zielfunktionswert abnimmt, zu einer Nachbarecke iiber und bestimme deren Zielfunktionswert
usw., bis man am Minimum angelangt ist. (Wie erkennt man das?) Dabei konnen natiirlich alle
die Situationen eintreten, die wir in den Beispielen 1) — 4) kennengelernt haben. Insbesondere
hoffen wir aber, dass man auf diese Weise nicht alle Ecken durchlaufen muss, bis man am
Minimum angekommen ist.

Man mache sich diese Problematik auch an Beispielen im R? klar.

Wir haben in der Tat mit der obigen Vorgehensweise die Grundidee des nun zu besprechen-
den Losungsalgorithmus beschrieben. Bei der Umsetzung dieser geometrischen Losungsidee in
einen Losungsalgorithmus fiir die Aufgabenstellung (L) treten eine Reihe von Problemen auf,
wie etwa

Wie beschreibt man Ecken im R™?

Wie beschreibt man Kanten?

Was heif3t ,,Laufen auf einer Kante*“?

Wird der optimale Wert wirklich in einer Ecke angenommen?

Was bedeuten die Beobachtungen aus den Beispielen 1) —4) im allgemeinen Fall?

Diese und weitere auftauchende Fragen wollen wir im folgenden zu 16sen versuchen. Dabei
werden die Losungsideen aus der anschaulichen Problemstellung (L') kommen (, die wir der
Anschauung halber nochmals, samt ihrer geometrischen Interpretation skizzieren,) und werden
dann in die algebraische und algorithmische Sprache fiir das Problem (L) iibersetzt werden
miissen.

6.1 Lineare Optimierungsaufgaben: Formulierungen

Standardform des Linearen Optimierungsproblems:

min  clx
wdN. Az <b, )
T; > O, 1€ J

mit A € R™*", c € R", b€ R™, J C{l,...,n}. Gesuchtist x € R".

Im R? (auch R?) hat man die Veranschaulichung
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M ={xeR" Az <b, x; >0, i € J} heiBt zuldssiger Bereich, c'x heiBt Zielfunktion.

Im Folgenden verwenden wir die

Normalform des linearen Optimierungsproblems:

min clx

udN. Ax =0, (L)
x>0

mit A € R™*", c € R", b€ R™, J C{l,...,n}. Gesuchtist x € R".
M = {x eR";, Ax =b, = > 0} heibt zulissiger Bereich, c'x heibt Zielfunktion, und
x* heiBt optimal, falls ** € M und ¢’ =* < cl'xz Va € M.

Beachte: Die Vektoren c¢,b und die Matrix A sind gemél den Umformungen nicht die
gleichen wie in (L').

6.2 Beschreibung von Ecken

Hier und im folgenden behandeln wir jeweils das Problem (L).

Der zulissige Bereich eines linearen Optimierungsproblems wird im R? durch Geraden be-
grenzt, im R? durch Ebenen, im R™ durch sog. Hyperebenen.

Geometrisch anschaulich ist eine Ecke eines solchen Bereichs M ein Punkt € M, der nicht
,im Inneren“der Verbindungsstrecke zweier verschiedener Punkte liegt, die auch in M liegen.

Mathematische Fassung dieses Sachverhalts:
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Definition 6.1. 1) Eine Menge K C R" heilit konvex

o Vel z? € K gilt
x = dzl+(1-Nx* e K, 0< A< 1

x heiBt Konvexkombination von x' und 2.

2) Eine Konvexkombination heil3t echt
£ A £ 0,1

3) Sei K C R" eine Menge, die durch Hyperebenen begrenzt wird.
x € K heiBit Ecke von K

x hat keine Darstellung als echte Konvex—

kombination 2er verschiedener Punkte von K

Hilfsatz 6.2. Die zulédssige Menge M eines linearen Optimierungsproblems (in der Normal-
form)

M = {xeR", Az=0b, x>0} wo A€ R™" becR" m<n,

ist konvex.
Beweis: Seien x', x> € M, ' #x* und z = z' + (1 - N)x? )€ |0,1], sofolgt

Az = AQz'+(1-Nz?) = NAz'+(1-)\)Az?
— Ab  +(1-A\b = b.

Aus x=_\_ x' + (1-)) = folgt x>0, also z € M. [ |
NN A AN
>0 >0 % >0

Charakterisierung von Ecken
Sei A = (a',...,a"), dh. a' seien die Spalten von A. Fir = = (z1,...,7,)7 kann

Ax = b geschrieben werden als > a’z; = b.
i=1

Dann gilt folgende Charakterisierung von Ecken:

Satz 6.3. Sei x* €¢ M = {x € R"; Ax =05, x > 0}. Dann ist * eine Ecke von M genau
dann, wenn die Vektoren {a’; x; # 0} linear unabhéngig sind (im Fall 0 € M ist O stets eine
Ecke).

Beweis: Sei J = {i; x; # 0}.
~—": Seien {a’; i € J} linear abhiingig, d.h. 3 d; € R, i € J, nicht alle gleich Null, mit

icJ
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Setze d; = 0,7 € {1,...,n} \ J. Dann gilt
Ax"=b, z;=0,1¢J, x>0,i€J,
Ad=0, d;=0,i¢J.
Fiir 7 > 0 hinreichend klein gilt daher
Al +td)=b, z/+td;=0,1¢J, z/+td;>0,i€J Vte|-1,7].
Daher giltz! :=x*+7d € M, 2* :=x*—7d € M, x' —x® = 27d # Ound z* = J(z' +2?).
Nach Definition ist daher * keine Ecke.
,<—":Sei x* keine Ecke, d.h.
Jztx*e M, 2 #2* A€ (0,1): = =Ax' + (1 - Nz’
Fiir alle ¢ ¢ J folgt
OZx;‘:\)\/ T +(1—/\)\xi — ol =17=0.
>0 >p >0 >0
Wegen Ax' = bund Ax? = b folgt fiir d = ! — z*:
Ad=Ax' — Az =b-b=0

und weiter ist d; = 0 fiiri ¢ J. Wegen d = &' — x> # 0 gibt es mindestens ein i € J mit
d; # 0. Wir erhalten

Y a'd;i= Ad=0.

icJ
Daraus folgt die lineare Abhéingigkeit von {a’; i € J}. |

Korollar 6.4. Ist x* eine Ecke von M, so hat * maximal Rang(A) positive Komponenten.

Eine Ecke x* heil}t entartet, wenn sie weniger als m positive Komponenten besitzt.

6.3 Basislosungen

Wir nehmen ab jetzt folgendes an:

Voraussetzung 6.5. Es gilt Rang(A) = m.

Dies ist keine Einschrinkung, denn im Fall, dass Ax = b Losungen besitzt, konnen so lange
(geeignete) Zeilen enfernt werden, bis A vollen Zeilenrang hat, ohne dass sich die Losungs-
menge dndert.

Definition 6.6. Gegeben sei das Problem (L) und es gelte Voraussetzung 6.5. Wir definieren:

( 3m linear unabhiingige Spalten

a’ von A,
x € M heilt Basislosung - i€ J, |J] = m, sodass
(Basisvektor) zur Indexmenge .J r, =0 fir ¢ ¢ J,

z;, > 0 fir ¢ € J und
Zaixi:b

\ €J
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Beachte: Es wird nicht gefordert x; > 0 fiiralle ¢ € J. Jede Ecke « € M definiert also eine
Basislosung zu einer (im entarteten Fall nicht eindeutigen) Basis des R™ aus Spaltenvektoren
von A. Denn die linear unabhiingigen Vektoren {a’ : x; # 0} konnen durch weitere Spalten
a’ zu einer Basis des R™ ergiinzt werden. Umgekehrt beschreibt jede Basislosung eindeutig
eine Ecke.

Beispiel.  einer entarteten Ecke bzw. einer entarteten Basislosung: Wird im R? M durch
eine 4— seitige Pyramide, die auf der (z;, x2)—Ebene steht, dargestellt, so ist ihre Spitze eine
entartete Ecke. (Formulierung als (L) im R” : 1, z9, x3, 4 Schlupfvariable y;, Rg(A) = 4; y; =
0, 2 = 1...4, beschreibt die Pyramidenspitze, das ist eine Restriktion zu viel.)

Als niichstes miissen wir uns fragen: Hat das Problem (L) iiberhaupt Ecken (im R? wird z.B.
durch zo > 0, x5 < 2 ein Bereich ohne Ecken beschrieben), und wird, falls ja, ein optima-
ler Zielfunktionswert (falls einer existiert, vgl. Beispiel 1) auch in einer Ecke angenommen?
Antwort gibt

Satz 6.7. Fiir (L) gilt:
a) M # () = 3 eine Basislosung

(d.h. wenn zuléssige Punkte existieren, so gibt es auch eine Basislosung).

b) dx* € M optimal = 3 eine optimale Basislosung.

Beweis:
Zu a):
Geometrische Idee fiir a).

Ist * € M keine Ecke, so existiert eine Gerade durch x
x*, auf der man in M in beiden Richtungen ein Stiick
laufen kann (vgl. Def. von Ecke), bis man zu einem
Punkt = einer Kante (bzw. einer Seite) kommt. =
erfiillt eine Gleichheitsrestriktion mehr als x* (die
Schlupfvariable der zugehorigen Ungleichheitsrestrik-
tion ist = 0). T hat also mehr Nullkomponenten als
x*. Ist T keine Ecke, so kann man obigen Prozess

wiederholen.

Mathematische Umsetzung:

Sei * € M keine Basislosung. Dann ist * auch keine Ecke und mit J = {i ; ] # 0} gilt:
{a; ; i € J} ist linear abhingig. Es gibt dannd € R™ \ {0} mitd; =0, ¢ ¢ .J, und

Ad=0.
Sei x(t) = «* + td, t € R. Dann gilt
Az(t)=b VteR.

Wegen z;(0) = zf > O fiiralle ¢ € J und und z;(t) = 27 = Ofiirallei ¢ Jund ¢t € R gilt
x(t) > 0 fiir kleine |¢| > 0.
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Hat d negative Komponenten, so gibt es ein maximales 7. > 0 mit
x(t)>0 Vtelo,r], Fi: z;(H)<0 Vi>rT,.
Genauer:

7, = min {—%;iGJ, di<0}.

i
In diesem Fall bezeichne j; € J einen jener Indizes, fiir den das Minimum angenommen wird.
Andernfalls setze 7, = oo.

Hat d positive Komponenten, so gibt es ein maximales 7 > 0 mit
x(t)>0 Vte[-7_,0], Fi: z;(t) <0 Vi< -—7_.
Genauer:
7_ = min {%;iEJ, di>0}.
Im Fall 7, < oo ist T := x(7,) zuldssigund es gilt J := {i ; Z; # 0} C J \ {4} }.
Im Fall 7_ < oo ist T := x(—7_) zuldssigund es gilt J := {i; 7; # 0} C J\ {j_}.

In beiden Fillen haben wir |J| < |J| — 1.Ist {@’ : i € J} linear unabhingig, dann ist T eine
Ecke und somit eine Basislosung. Sonst wiederholen wir den Prozess.

zu b):

Sei x* optimale Losung. Ist * bereits eine Ecke (d.h. eine Basislosung), so sind wir fertig.
Sonst verfahren wir wie in a).

Es muss dann ¢’'d = 0 sein, denn sonst gibe es ¢ mit
x(t) e M, c'z(t) <c'z*

Nun folgt ¢’® = ¢’x* und |.J| < |J| — 1. Im Fall, dass {a’ : i € J} linear unabhingig ist,
sind wir fertig. Sonst wiederholen wir den Prozess.

6.4 Das Simplex—Verfahren

Wir beziehen uns auf die Aufgabenstellung:
min  c’'z
x€Rn?

udN. Ax = b (L)
x > 0

wobei c € R", A € R™" b € R™ gegeben sind. Es gelte
Rang A =m < n.

Wir wissen: Wenn eine optimale Losung existiert, so wird sie auch in einer Ecke des zulédssigen
Bereichs M ={x € R", Az =b, > 0} angenommen.

Idee des Verfahrens
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1) Man geht aus von einer Ecke von M (wie man die findet, wird spéter untersucht) und
bestimmt fiir diese Ecke den Zielfunktionswert.

2) Man untersucht, ob es ,,benachbarte” Ecken gibt, die einen kleineren Zielfunktionswert
haben und geht gegebenenfalls zu einer solchen Ecke iiber (Eckentausch). Diesen Ecken-
tausch fiihrt man so lange fort, bis keine benachbarte Ecke mit kleinerem Zielfunktions-
wert mehr zu finden ist.

1. Unterproblem: Wie vergleicht man formal (man sucht ja einen Rechenalgorithmus) am
geeignetsten die Zielfunktionswerte zweier Ecken (bzw. einer Ecke und eines anderen
zuldssigen Punktes)?

2. Unterproblem: In welcher (formalen) Beziehung steht eine Ecke «* zu einem anderen
zuldssigen Punkt x?

Seialso € € M und z* € M eine Basislosung, d.h. 3J C {1,...,n}, |J| =m, sodass

a’, i € J linear unabhingig
i =0, & J,
S xral = b, x* > 0.

e

Vergleich von x=* und z:
x*, x € M liefert

n

Y aia=b=) T;a. (124)

icJ j=1

Idee:

Die a', i € J bilden eine Basis fiir alle Spalten a’. Setzt man diese Basisdarstellung in obige
Gleichung ein, so erhilt man eine Beziehung zwischen z} und 7;.

Basisdarstellung: V Spalten @’ von A  3d;; €R, i€ J, j=1,...,n mit

o/ =Y djal, j=1,...n, wobeifiralle jeJ: dj = {(1] ;‘Ej;;} . (125)

icJ

Einsetzen von (125) in (124) ergibt

Sua - 37 (Zdzjaz) _ Z(idzj@) o

ieJ j=1 ieJ ieJ \j=1
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Koeffizientenvergleich der a’, i € J, ergibt fiir i € J:

xy = ) dyT;
=1
= 2 dyTi+ ) dyT

JjeJ J¢J
JgJ
also folgt
T, = x — ) dyTy, e J (126)
JgJ

Vergleich von ¢’ z* und ¢’ z:
Zum Vergleich wird (126) in die Zielfunktion eingesetzt:

CTE = Z Cifi —+ Z Cifi = Z C; (l‘;k — Z dijfj> + Z ijj

icJ igJ i€ JdJ JdJ

= Y ar — >, > GdyT; + Y T,

ieJ j&J ied J&J

also

CTE = CTCU* + E (Cj — E Cz‘dz’j) fj (127)

jéJ i€

Hieraus liest man ab (beachte: die d;; sind unabhéngig von T):

Satz 6.8. (Optimalititskriterium) c; — > c¢;di; > 0Vj ¢ J = x* optimal
ieJ

bzw. ist * nicht optimal, dann gilt

IrgJ o =Y cadp < 0. (128)

ieJ
Unter dieser Voraussetzung arbeiten wir weiter.

Herleitung des Austauschschrittes
Ist &* nicht optimal, so sucht man eine neue (benachbarte) Ecke = mit
'z < dar,
gegen die x* ausgetauscht werden soll. Wir verdeutlichen das Vorgehen zunichst an einem
Beispiel.

Beispiel: Eckentausch
Sei M etwa ein Wiirfel im R3, dessen 6 Seiten durch die Ungleichungen

3
Zaijxj S bz‘, Zzl,,6 (*)
j=1

beschrieben werden.
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X‘k

Nach Einfiihrung von Schlupfvariablen zy4,...,z¢ entsprechen (%) die Gleichheitsrestriktio-
nen

3
E CLZ'j.Tj—l-.’L'iJrg = bi, 221,,6
=1

und die Vorzeichenrestriktionen

Die Ecke x* wird bestimmt durch die Restriktionen
z; = 0, j=4,506.
Will man zur Ecke @, so wird die Restriktion z, = 0 aufgegeben.

Eine Ecke z* hat die Eigenschaft, dass sie mindestens n — m Nullkomponenten hat (vgl.
Korollar 6.4), d.h., dass sie mindestens n — m Vorzeichenrestriktionen als Gleichungsrestrik-
tionen erfiillt, d.h. dass sie auf mindestens n — m Hyperebenen z, = 0 liegt (v & J) (vgl.
Beispiel: Eckentausch). Man geht zu einer Nachbarecke 2z, indem man eine dieser Restrik-
tionen aufgibt: d.h. fir ein » ¢ J ldsst man 7, = 6 > 0 positiv werden, behilt aber die
anderen Restriktionen 7, = z}, = 0, v € J, v # r bei (im Beispiel sind das die Ebenen
x5 = 0, g = 0). Wenn man sich auf der Kante von x* nach T bewegt, so dndern sich die
Komponenten z;, ¢ € J. Man macht fiir = also zunichst den Ansatz

T,=0>0, firein r € J,

T;=u; —«a;, j€J, aj = die Anderungen,

( die anderen Nullkomponenten will man beibehalten) .

(129)

r, 6 und die Anderungen o; miissen wir noch untersuchen.

Das r ¢ J wird man so wihlen wollen, dass ldangs der ausgesuchten Kante der Zielfunktions-
wert moglichst schnell fillt. Setzt man x in (127) ein, so folgt

T — T _ % _
crx = cx+ | — i iy o 130
< E c ) T (130)
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Man wird also ein r aus (128) so wéhlen, dass gilt

t, = ¢ — Z cidy = min (cj — Z cidi]) < 0, (131)
ied igd ieJ

d.h. man wihlt die Kante aus lidngs der der Zielfunktionswert am schnellsten abnimmt, denn ¢,
ist die Ableitung der Zielfunktion nach Z,.

Bewegt man sich auf der Kante, so bedeutet das, dass die Anderungen «; so beschaffen sein
miissen, dass x zuldssig bleibt,d.h. Ax = b, T > 0. Es muss also gelten

AT = ), (xj —ozj) a + da” E (Zuldssigkeitsbedingung)
jeJ
= Zx;aj — Y ajal +da’ L b,
jeJ J€s
——
= b
dax*e M
und somit ‘
da’ =Y ajad = 0. (132)
jeJ

Benutzt man fiir a” die Basisdarstellung (125), so folgt aus (132)
0 = 5Zdjraj—2ajaj = Z(édﬁ—aj)aj
jeJ j€J j€J

und daraus wegen der Basiseigenschaft der a’: §d;, — a; =0 bzw.

a = 0dj.
Unser verbesserter Ansatz fiir © muss also lauten:
T, =0 > 0, r & J, r gemiB (131)
T = z(6) mit T; = xj — 0djy, jeJ (133)

! = 0 fiirein v € J (falls moglich),
(man mochte ja eine neue Ecke haben,
braucht also eine neue Nullkomponente).

Was passiert, falls d; <0Vj € J? Dannist Z(6) > 0V € Rt und wegen AZ(0) =b (so
wurde der Ansatz konstruiert), gilt dann Z(§) € M V4§ € RT, d.h. M ist nicht beschrinkt,
und wegen (128) und nach (130) ist auch die Zielfunktion nicht nach unten beschriinkt, d.h. es
gilt der

> 0Vjed
0 > 0 nur so groB, dass z% — d d;,

Satz 6.9. (Abbruchkriterium)Gilt fiir ein
réJ: ¢ — > ¢dyp < 0 und
j€J

diy < 0VjelJ,

so ist die Zielfunktion nicht nach unten beschrinkt (d.h. es gibt keine optimale Losung).
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Wir setzen im folgenden also voraus

djeJ : dy > 0, r gemil (131). (134)

Dann muss fiir den Ansatz (133) die Zulissigkeitsforderung Z(d) > 0 gesichert werden, d.h.

r;—dj; 020 VyeJ mit dj >0, r gemdB (131)

= < ih VjeJ mit dj, >0, rgemib (131).

Man wihlt also in (133) (um eine neue Nullkomponente zu erhalten)

Tk *
) ?e%i]goﬁ =: dxyyr (v nicht notwendig eindeutig) (135)

d.h. wegen x} — d,. 0 = 0 wird a” aus der Basis ausgeschieden und durch a” ersetzt.

Beachte: § = 0 ist leider moglich, wenn z = 0 (vgl. Bemerkung zu Satz Satz 6.10).
Anschaulich miisste Z(6) geméB (133), (135) wieder eine Ecke sein.

Satz 6.10. (Austauschschritt) Ist x* Basislosung zur Indexmenge J, und existiert ein r ¢ J

mit
Cr — Z djrc; < 0

j€J
undein p € J mit d,, > 0, soist fiir
x* x*
§ = min % = z
d::fio dl” dy
T, = 0
Tr = ZL’; - djr 5, j eJ

eine Basislosung mit ¢’ & < ¢’ z* zur Indexmenge J = (J\ {v}) U {r}.

Beweis: T € M gilt laut Konstruktion. Fiir die Zielfunktion gilt nur (vgl. (130))

cdz < Jdz+ cT—ZCidir T,
~—

denn z, = ¢ = 0 ist moglich.
Zu zeigen bleibt: a’, j € .J, j# v und a” sind linear unabhiingig.

Annahme: Sie seien linear abhingig. Dann folgt: 3\; € R, i € J, ¢ # v, A, sodass

> Aia' + M\a’ = 0, nichtalle \; =0, insbesondere A, # 0, (136)
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dennaus )\, = 0 folgte \; =0 Vi € J, i # v (Basiseigenschaft der a*). Wir setzen in (136)
fiir a” die Basisdarstellung a” = >_ d;, a' ein =

e
0 = Y xa + X)) dpa’ = > (N+Mdy)a + \d,a
?i" icJ z:iJ

Dadie a’, i € J eine Basis bilden, miissen alle Koeffizienten der a’ verschwinden, insbe-
sondere A, d,, = 0. Dies ist ein Widerspruch wegen . # 0, d,, > 0. [ |

Bemerkung 6.11. (zu Satz 6.10)

1) Ist die Ecke x* nicht entartet (d.h. z; >0 V7 € J), so liefert der Austauschschritt (Satz
6.10) eine Ecke = mit ¢’ = < ¢’ x*.

2) 6 = 0 kann vorkommen, wenn

x; > 0 VjeJ

nicht erfiillt ist. Dann ist die Ecke x* entartet. Dann ist zwar T wieder eine Basislosung
mit der Indexmenge .J # J. Aber x* und T beschreiben dieselbe Ecke. Es knnen Zyklen
entstehen, bei denen in jedem Schritt eine neue Basislosung gefunden wird, die aber immer
dieselbe Ecke beschreibt. Man kann solche Zyklen vermeiden, (vgl. Collatz/Wetterling),
das Verfahren ist dann jedoch sehr aufwendig.

3) Ist «* nicht entartete Ecke und lokales Minimum, so wird in «* auch das globale Mini-
mum angenommen (Ubung!).

4) T kann entartet sein (ohne dass x* entartet ist), wenn ¢ im Satz 6.10 fiir mehr als einen
Index v angenommen wird.

Insgesamt erhalten wir das folgende Verfahren:

Algorithmus 6.12. (Simplex-Verfahren)

0. Bestimme eine Basislosung x mit zugehdriger Indexmenge J.
Ist dies nicht moglich, STOP: Das Probelm besitzt keinen zulédssigen Punkt.

Wiederhole:

1. Bestimme/aktualisiere d;;, z € J, 1 < j < n, mit

a’ = E dl-jaz.

ij»

2. Besimme die Pivotspalte gemif r ¢ J,

tr =Cp — Z djer = Ill'él}l (Ci — Z djﬂ?j) .

jeJ jeJ

Falls ¢, > 0, STOP: x ist optimale Ecke.
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3. Falls d;, < 0 fiir alle j € J, STOP: Problem nicht nach unten beschrinkt.

4. Bestimme die Pivotzeile gemidB v € J, d,,. > 0,
Ty . &€

0= = )
dyy  j€J, dir>0 djy
5. Setze
) j=r
xj = wx;—0dj, jEJ,
0 JEd. j#T

und J := (J\ {v}) U {r}.

6.5 Bestimmung einer Ausgangsbasislosung

Manchen Optimierungsaufgaben kann man eine Ausgangsecke ansehen. Sind die Nebenbedin-
gungen urspriinglich in der Form Ax < b, = > 0 mit einem Vektor b > 0 (komponen-
tenweise) gegeben und A € R™*", so kann man durch Einfiihrung von m Schlupfvariablen

y; >0, i =1,...,m die Nebenbedingungen auf Normalform bringen:
T
1 : by
A 1 T :
. yl = : )
—_— 1 : b
n m Yp

€T Z 07 Yy = (yla"'aym)T Z 0.

Dannist Rang (A I,,) = m, I,, = m x m-Einheitsmatrix, und ( i = ( 2 ist wegen

b > 0 eine Ausgangsbasislosung bzw. Ecke des Problems (vgl. Satz 6.3, Definition 6.6).

Kann man fiir die Aufgabe in der Normalform

T !

c'x = min, c e R
Ax = b, A e R™ beR" RgA=m
x > 0

keine Basislosung (Ecke) finden, so kann das Losen eines Hilfsproblems, zu dem eine Aus-
gangsbasislosung bekannt ist, mit Hilfe des beschriebenen Simplex—Verfahrens Abhilfe schaf-
fen. Es gilt

Satz 6.13. Fiir das Problem (L) mit b > 0 (das ist keine Einschridnkung) definieren wir mit
e=(1,...,1)T € R™ das Hilfsproblem
( min ely

wdN. Az+y = b, y = (yla---aym)T

()

(*)

v
o

122



a) Der Vektor ( ;j ) , =0, y = b isteine Basislosung von (), und (*) hat eine
optimale Basislosung u* )

b) Ist y* # 0, so hat (L) keine zuldssigen Punkte, also auch keine Losung.

c) Ist y* =0, so wird durch * eine Ecke von (L) gegeben.

Beweis:
a) < ;j = 2 ist eine Ecke (wie oben), also besitzt (x) zuldssige Punkte und da

die Zielfunktion nach unten beschrinkt ist (y > 0), existiert auch eine Losung und damit
auch eine Basislosung (Satz 6.7).

~

T . .
0 ) € R™™ ein zuldssiger Punkt von

(*) mit Zielfunktionswert Null im Widerspruch zur Voraussetzung b).

b) Hitte (L) einen zuldssigen Punkt &, so wire (

c) Ist ( ) Losung von (), so sind die zu positiven Komponenten von x* gehdrenden

0
Spaltenvektoren von A linear unabhingig. Also ist «* eine (moglicherweise entartete)
Ecke von (L). |

Eine weitere Moglichkeit zur Beschaffung einer Ausgangsecke und zur gleichzeitigen Losung
von (L) bietet

Satz 6.14. Fiir das Problem (L) mit b > 0 definieren wir mit e = (1,...,1)7 € R™ und
einem S >0, S € R, das Hilfsproblem

min ¢’z + Sely

uwdN. Az +y=2>»>

(5=

(+)

a) Der Vektor z = 2 ist eine Basislgsung von (xx) zur Indexmenge
{n+1,n+2,...,n+m}.

*

b) Ist S > 0 hinreichend groB, so gilt: Hat (xx) eine Losung ( Z* ) mit e’ y* > 0, so

hat das Ausgangsproblem (L) keine zulédssigen Vektoren, ist also unlgsbar.

*

c) Ist < ;j ) eine Losung von (x*) mit e y* =0, soist * auch

Losung von (L).
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Beweis:

a) z ist Basislosung nach Definition 6.6.

b) Dies Aussage kann hier nicht bewiesen werden, da hierzu zusétzliche Kenntnisse notwen-

dig sind.

c¢) Laut Voraussetzung ist ¢’ z* < ¢’ & + Se’ y fiir alle fiir (**) zuldssigen Punkte
z= ( fg ) Ist T zulidssig fiir (L), soist Z = < :g zuldssig fiir (xx), d.h.
clz* <cl'z, dh. x* 16st (L). |

Bemerkung 6.15. Das in c) ausgerechnete x* ist zur erhaltenen Indexmenge nicht notwendig
ein Basisvektor fiir (L), wohl aber eine Ecke (vgl. dazu Collatz—Wetterling [71, p. 36-38]), denn

( Z ) ist Basislosung von (k*) zu einer Indexmenge J**, welche Indizes > n enthalten

kann.

6.6 Praktische Durchfiihrung

Ein Iterationsschritt 146t sich jetzt folgendermaBen darstellen:

Sei eine m-—elementige Indexmenge J, die zu einem Basisvektor x gehort, bekannt. Den
Basisvektor a braucht man an dieser Stelle noch nicht zu kennen. Wir definieren zu dieser
Indexmenge J die (m x m)-Matrix

B = (a), i € J, a’ = i-teSpaltevon A, (137)

die definitionsgemiB reguldr ist. Sei D = (d;;), i € J, j =1,2,...,n die Tableaumatrix, die
frither (vgl. (132)) durch

@ = Y dya, j=12...,n, mit dy = d; firj e J (138)

ieJ
definiert wurde. Mit Hilfe von B aus (137) lautet (138)

A = BD «— AT = D'B”. (139)

Wir setzen in Ubereinstimmung mit (134)

s=(s1,50.8) s =) diye, j=12.n ¢ =(q)ic]. (140)

e

Dann ist wegen (140)
s = DT (141)

Wir benutzen zum Rechnen jetzt nur die in (137) vorhandene Information, ndmlich J. Der

Vektor s kann aus (139) und (141) ohne Benutzung von D ausgerechnet werden: Multipli-
zieren wir den rechten Teil von (139) mit einem beliebigen Vektor y € R™, so erhalten wir
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ATy = DT B y. Bestimmen wirjetzt y so,daB BT y = ¢’ ist,soist ATy = DT ¢’ = s,
d.h. wir erhalten fiir s die Berechnungsvorschrift

BTy = ¢’ = s = Aly. (142)

Die Pivotspalte r erhilt man daraus, sofern

t, = ¢ — s, = min(¢; —s;) < 0; (143)
JjgJ

man vgl. dazu (135) und Satz 6.7. Die r—te Spalte d” von D, die in (141) bzw. Satz 6.9
benotigt wird, ergibt sich aus dem linken Teil von (139), namlich

Bd = a", (144)

wobei a”, wie iiblich, die r—te Spalte von A bezeichnet. Danach kann Satz 6.9 abgepriift
werden. Gleichzeitig kann man den entsprechenden Basisvektor x aus

Bz = b (145)

ausrechnen. Sind d” = (d;;) und x bekannt, so kann nach der Formel (141) die Pivorzeile v
bestimmt werden und damit auch die neue Indexmenge

J = (Ju{r}) \{v}. (146)
Die fehlenden Komponenten von x miissen am Schluf3 durch Null ergéinzt werden.

Dieses Verfahren ist fiir groBe m aufwendig, fiir kleine m (etwa < 10) durchaus passabel.
Eine Verringerung des Rechenaufwandes kann erreicht werden, wenn nicht dreimal das entspre-
chende Gleichungssystem pro Schritt neu geldst wird, sondern einmalig in jedem Schritt eine
Zerlegung von B (etwa nach dem GauBschen Eliminationsverfahren) hergestellt wird. Haben
wir eine Zerlegung der Form

FB = R, R ist rechte Dreiecksmatrix, F' regulir (147)
hergestellt, so kann man die auftretenden Gleichungssysteme vom Typ
ay BTy = ¢/, b) Bx = b (148)
folgendermafBen 16sen:

a) Rz = ¢/, y = F'z b) Rx = Fb. (149)

Fall a) kann also durch Vorwirtseinsetzen, b) durch Riickwértseinsetzen gelost werden. In je-
dem Fall kommt eine Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor hinzu.

Man beachte, dal F keine Dreiecksmatrix sein muf}, wenn das GEV Zeilenvertauschungen
enthilt, insbesondere also bei der Durchfiihrung mit Spaltenpivotsuche. Ist I;; die Matrix, die
aus der Einheitsmatrix I entsteht durch Vertauschen der i-ten und k-ten Spalte, so sind in I, A
in A die Zeilen 1 und k vertauscht. Durch I, enthilt F' Elemente unterhalb und oberhalb der
Diagonalen.

Hat man speziell die Zerlegung B = L R, L = linke Dreiecksmatrix, so lauten a) und b)

a) Rz = ¢, LTy = z b) Lz = b, Rz = z. (150)
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Eine weitere Verringerung der Anzahl der Operationen kann erreicht werden, wenn man bertick-
sichtigt, dal zwei aufeinanderfolgende Matrizen B, B, nidmlich

B =(a), icJ, B=(d), jeJ = (Ju{r)\{v} (151)

sich nur in einer Spalte unterscheiden, so dal auch die entsprechenden Zerlegungen F'B =
R, F B = R relativ leicht auseinander ausgerechnet werden konnen. Techniken zur Zerlegung
von B unter Benutzung der Zerlegung von B werden Modifikationstechniken (GLASHOFF—
GUSTAFSON [78, p. 165]) oder Updatingstechniken genannt.

Updating von Matrixzerlegungen

Sei B = (b',...,b™) eine m x m—Matrix mit den Spalten b',...,b™. Bekannt sei die
Zerlegung
FB = R, R rechte Dreiecksmatrix, F regulir. (152)

(Eine solche Zerlegung kann man z.B. durch Gau-Elimination oder mit dem Householder—
Verfahren gewinnen). Sei nun b* ein weiterer vorgegebener Vektor und B die Matrix, die aus
B entsteht durch Streichen von b” und Hinzufiigen von b* als letzte Spalte (p € {1,...,m}):

B = (b',...,0"", b0 b)) . (153)

Gesucht ist eine (152) entsprechende Zerlegung fiir B, also

FB = R, R rechte Dreiecksmatrix, F' regulir, (154)

und zwar moglichst billig durch ,,Aufdatieren von (152).

Sehen wir uns zunichst die Matrix R := F B an! Es ist

R = (Fb,... Fb'' Fb'™ ... Fb™ Fb")
X X .. X X ... X
X ... X X .. X
X X
= X
X X
0 X
X X
|
p—te Spalte

Die Matrix R enthilt als letzte Spalte den Vektor F'b*, davor die Spalten von R mit Aus-
nahme der p—ten Spalte. Die m — p i.a. von 0 verschiedenen Matrixelemente unterhalb der
Diagonalen von R konnen nun leicht durch GauB3—Eliminationsschritte mit Spaltenpivotsuche
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zu 0 gemacht werden; dabei braucht man nur eine Vertauschung benachbarter Zeilen in Be-
tracht zu ziehen. Einem solchen Eliminationsschritt entspricht eine Multiplikation von links mit
einer Matrix G;, die entweder von der Form

1 0 — 1
_Ei—f—l 1 — Z+1

0 1
(falls kein Zeilentausch stattfindet) oder von der Form

1 0

0 1 — 1
1 —glqu — ) + 1

(falls ein Zeilentausch stattfindet) ist. Aufgrund der Pivotsuche ist |[¢;;1| < 1.Nach m —p
Eliminationsschritten hat man

G....G,R = R (155)

mit einer rechten Dreiecksmatrix R. Setzt man hierin R = F B ein, so erhilt man mit
G,1...G, F = F (156)

eine Zerlegung der gewiinschten Form (154).

Fiir die numerische Rechnung kann man aus (155) und (156) ablesen, daB man R und F
dadurch erhilt, daB man die Eliminationsschritte simultan auf R und F anwendet. Wihrend
das direkte Ausrechnen einer Zerlegung (154) durch GauB—Elimination ca. ¢ - m?® Multiplika-
tionen und Divisionen kostet, verbraucht das beschriebene Aufdatieren von (152) lediglich ca.
(m — p)? Operationen.

Bemerkung:

Nach Abschnitt “Bestimmung einer Ausgangsbasislosung” ist die Ausgangsmatrix B in (152)
oft die Einheitsmatrix, wodurch die Zerlegung (152) trivialerweise gegeben ist.

Beispiel: Wir 16sen
mine’ € wdN. Axz=b, >0

127



—120

1 1100 1200 —360
A = 30 60 01 0], b= 42000 |, e = 0
2 10 0 0 1 5200 0
0

nach dem angegebenen Verfahren.

Erster Schritt: J = {3,4,5}, B = I = Einheitsmatrix, ¢’ = (c3,c4,¢5)7 = (0,0,0)T.

Also hat nach (142) das System B”y = ¢’ die Losung y = 0 und somit s = 0 und

f = min(c; —0) = =360, dh. r = 2. Aus (144) folgt Bd = a® = (1,60,10)", dh.
j: K

d" = d* = a® und aus (145) folgt z = b = (1200, 42000, 5200)”. Nach (135) erhilt man

6 =min {32 @, >0} = 25— 52, und somit v = 5.

jeg djo ds2
1 0 1
Zweiter Schritt: J = {3,4,5}U{r}\{v} =1{3,4,2}, B=| 0 1 60 |,
0 0 10

¢’ = (0,0,-360)", BTy = ¢’ hat die Losung y = (0,0, —36)" und daraus folgt s =
ATy = (=72,-360,0,0,—36)" und t; = min(c; — s;) = —48, 7 =1. Aus Bd' =a' =
J=14

(1,30,2)" folgt d” = d* = (4/5,18,1/5)", undaus B x = b folgt = = (680, 10800, 520)"
und § = min {ﬂ : dj1>0}:j741:600, also v = 4.

jeJ dj1
1 1 1
Dritter Schritt: J = {3,1,2}, B=| 0 30 60 |, ¢’ = (0,-120,-360)7,
0 2 10

By = ¢’ hatdie Losung y = (0, —8/3, —20)7 und daraus folgt
s =A"y = (-120,-360,0, —8/3, —20)T

und alle ¢; > 0, j7 = 4,5, d.h,, wir sind bei der Losung angekommen, die sich aus Bx =

b zu x = (x3,71,72)7 = (200,600,400)" berechnet. Die endgiiltige Losung ist damit

x = (600,400,200,0,0)7 und 'z = —216000. Man beachte, daB die Indexmengen
J zweckmiBigerweise nicht nach der Groe der Indizes geordnet werden sollten (bei der
Updating—Methode ist entsprechend der Aufdatierung von (153) vorzugehen, d. h. v entfernen,
die Elemente aufriicken lassen und an letzter Stelle r hinzufiigen).
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