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Aufgabe 9.1: Baryzentrische Koordinaten (4 Punkte)
Ein konvexes Polyeder T ⊂ IRn, n < m läßt sich durch die konvexe Hülle der
Ecken pj, j = 1, . . . ,m darstellen,

T =

x : x =
m∑

j=1

λjp
j, λj ≥ 0,

m∑
j=1

λj = 1

 .

Die Zahlen λj, j = 1, . . . ,m heißen baryzentrische Koordinaten. Seien im

folgenden m = 4, n = 3, und T̊ 6= ∅

a) Zeigen Sie, dass durch die Beziehungen x =
∑4

j=1 λjp
j und

∑4
j=1 λj = 1

jedem x ∈ IR3 eindeutig die Zahlen λj = λj(x; S) zugeordnet sind.

b) Sei l : IR3 → IR3 eine bijektive, affine Abbildung. Zeigen Sie, dass gilt:

λj(x; S) = λj(l(x); l(S)).

c) Es bezeichne S̃ den Einheitssimplex

S̃ :=
{
z ∈ IR3 : zi ≥ 0, i = 1, 2, 3 und z1 + z2 + z3 ≤ 1

}
.

Bestimmen Sie B ∈ IR3×3, b ∈ IR3 derart, daß S = BS̃ + b. Wie lauten
die baryzentrischen Koordinaten eines Punktes z im Einheitssimplex S̃?

Aufgabe 9.2*: (4 Zusatzpunkte)
Sei Ω ⊂ IR2 polygonal berandetes Gebiet, T eine zulässige Triangulierung
von Ω und b1, . . . , bnf die zugehörigen Basisfunktionen. Ferner bezeichnen h
die Gitterweite und α den kleinsten Winkel aller Dreiecke von T , k die größte
ganze Zahl mit Pk(Ω) ⊂ Vh = span {b1, . . . , bnf}. Dann gilt mit einer von u
und T unabhängigen Konstanten C > 0 für alle u ∈ Hk+1(Ω), s = 0, 1

|u− Ihu|s,Ω ≤ C (sin α)−s hk+1−s |u|k+1,Ω .

Tipp: Beweise der Sätze 6.22-6.24 der Vorlesung.
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Aufgabe 9.3: (4 Punkte)
Beweisen Sie Satz 6.25’, die Verallgemeinerung von Satz 6.25 für die Varia-
tionsaufgabe ∫

Ω
A(x)∇u∇v + a(x)uvdx = f(v) ∀ v ∈ H1

0 (Ω). (1)

Dabei ist A(x) ∈ IRn×n, n = 2, 3 gleichmäßig positiv definit aij ∈ L∞(Ω), a(x) ∈
L∞(Ω), a(x) ≥ 0 und k bezeichnet den Grad der Polynome des Ansatzraumes
auf den Teilgebieten.
Satz 6.25’: Unter den Voraussetzungen des Satzes 6.25 gilt

‖u− uh‖H1(Ω) ≤ chk ‖u‖Hk+1(Ω) .

Aufgabe 9.4*: (4 Zusatzpunkte)
Zeigen Sie für das Variationsproblem aus Aufgabe 9.3

i) (1) besitzt genau eine Lösung u.

ii) Die FE Diskretisierung von (1) (siehe Vorlesung) besitzt genau eine
Lösung uh

Aufgabe 9.5: Baryzentrische Koordinaten II (4 Punkte)
In einem Simplex T bezeichnen pα ∈ T zu Multiindizes α ∈ IR3 gehörige
Punkte mit den baryzentrischen Koordinaten λ := α

|α| . Sei Pi der Raum
der Polynome über T vom Grad höchstens i. Ferner seien ein Funktional
Φ : P3(T ) → IR und ein Unterraum P̃3 ⊂ P3 durch P̃3 = {v ∈ P3 : Φ(v) = 0}
definiert, wobei

Φ(v) = 3
∑
|α|=3

v(pα)− 15v(p111)− 5(v(p300) + v(p030) + v(p003)), ∀ v ∈ P3.

Zeigen Sie, dass P2 ⊂ P̃3.
Erläuterung: Elemente, bei denen innere Punkte eliminiert werden heißen
Serendipity-Elemente. Dadurch verringert sich die Anzahl der Variablen.
Um eine hinreichen gute Konvergenzordnung zu erhalten, sollte der nächst
niedrigere Polynomraum im durch die Serendipity-Elemente aufgespannten
Raum liegen.

Der Abgabetermin für diese Aufgaben ist der 23.6.2004 zu Beginn der Übung.
In dieser Übung werden die Aufgaben dann auch besprochen. Die Zusatz-
punkte können auf diesem oder jedem anderen Aufgabenblatt gegen andere
theoretische Aufgaben verrechnet werden.
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