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Aufgabe 4.1: Maximumprinzip (4 Punkte + 2 Zusatzpunkte)
Es bezeichne

n

(Lu)(z) = zn: aij ()0 ; O, u() + Z bi(x)0z,u(z) + c(x)
ij=1

i=1

mit positiv semidefiniter Matrix A(z) = (a;;(2))};=1, d.h. es gelte
T A(z) € >0 Va € Q,6 € R™. Ferner gebe es ein &€ € R" mit 7 A(z) & >0
fiir alle x € €. Zeigen Sie:

a) Esseic(z) =0Vz € Qund ue C*Q)NCO°N). Dann gilt:

Lu=f<0inQ = maxu(r)=maxu(z),

zeQ zel
Lu=f>0inQ = minu(zr)=minu(z) und
zeQ) zel

Lu=f=0in Q2 = Max und Min von u werden auf I' angenommen.
Tipp: uc(x) = u(x) + €' als Vergleichsfunktion.

b) ¢(x)=0 ist notwendig fiir Aussagen in a)
Tipp: Konstruktion eines Gegenbeispiels.

c)* Was kann im Fall ¢(z) > 0 V2 € Q ausgesagt werden?
Aufgabe 4.2:(Konsistenz von Differenzensternen) (4 Punkte)

Sei Q = (0,1)2, Q Aquidistantes Gitter iiber Q mit Gitterweite h = ﬁ,
d.h. Qp, = {(ih,jh) 14,5 =0,..., N + 1}. Ein Schema der Form

C—pq " Cpg
Dpq = : :
C—p—q " Cp—q
heifit Differenzenstern und wirkt fiir z € Q, auf u(x) in der Form
P q
Dpqu(x) == Z Z ¢ ju(x +ih,y + jh).
i=—pj=—q

Mit Differenzensternen werden u.a. diskrete Differentialoperatoren beschrieben.



Zeigen Sie:

i)

-1
—hAu=| -1 4 -1 |u+O(R"), fallsuecC*Q).
-1
ii)
-2 -8 =2 1
1202 (=Autf)=| =8 40 —8 |u+th®| 1 8 1 | f+O(R%), fallsue C*(Q).
-2 -8 -2 1

iii) Fiir Polynome welchen Grades sind die angegebenen Differenzensterne
exakt?

Der Abgabetermin fiir diese Aufgaben ist der 12.5.2004 zu Beginn der Ubung.
In dieser Ubung werden die Aufgaben dann auch besprochen.

Numerische Aufgabe 2: (3 num. Punkte) Gegeben sei das L-Gebiet
Q = (0,1)?\[3, 1]*(siehe Bild).

Verwenden Sie zur numerische Diskretisierung des Poisson-Problems

—Au = finQ
u = QaufoQ=r

mit rechten Seiten

fi = sin(mzy) sin(rze) und  fo =2(z +y — 22 — y?)



sowohl

-1
—Au~h?| -1 4 -1 |u,
-1
als auch
-2 -8 =2
1.,
—Auzﬁh -8 40 -8 |u
-2 -8 =2
fir —A, sowie
=~ 1 f
und
1 1
fa—|18 1|Ff
12 1

fiir die rechte Seite f. Verwenden Sie dabei als Gitterweite h = 2% mit
k=1,2,...,8.

i) Berechnen Sie die numerischen Lésungen mit einer numerischen Meth-
ode Threr Wahl und stellen Sie diese graphisch dar.

ii) Ermitteln Sie fiir die angegebenen Diskretisierungen jeweils die expe-
rimentelle Konvergenzordnung fiir das Fehlerfunktional

h h

ig — Wiy

E(h) ;== max
ij 1<i,j<N

)

wobei u die numerische Losung zu Gitterweite h und u eine Ap-
proximation der exakten Losung zu h, = 2710 hegeichnet. Dabei ist
flir zwei Gitterweiten h; # hy die Experimentelle Konverenzordnung
(EOC) eines Fehlerfunktionals E(h) definiert durch

_ In E(hl) — lIlE(hQ)
EOC = Inh; —Inho

Welche Konvergenzordnungen werden in dem Beispiel bei den ver-
schiedenen Differenzensternen erreicht?

Die numerische Aufgabe 2 ist in der 21. Woche (17.5.-21.5.2004) vorzugsweise
in Raum C 315 vorzufithren. Genauere Termine kénnen wir in der Ubung am
13.5. ausmachen. Es soll in Gruppen von méglichst 2, maximal 3 Studieren-
den gearbeitet werden.



