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Aufgabe 1.1: (4 Punkte (2+2))

a) Zeigen Sie, dass alle Lösungen von

uxx − utt = 0 in IR× IR,

die Form
u(x, t) = f(x + t) + g(x− t)

besitzen. Bestimmen Sie die Lösung u(x, t) zu den Anfangsdaten
u(x, 0) = sin(x), ut(x, 0) = 0, x ∈ IR.

b) Bestimmen Sie die Bereiche der (x, y)-Ebene, in denen die Gleichung

(1 + x)uxx + 2xyuxy + y2uyy + ux = 0

elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch ist und zeichnen Sie diese.

Aufgabe 1.2: (Fundamentallemma der Variationsrechnung) (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ IRn offen und beschränkt, f ∈ C0(Ω̄) und es gelte∫

Ω
fϕdx = 0 für alle ϕ ∈ C1(Ω̄), ϕ = 0 auf ∂Ω

Zeigen Sie: Dann ist f(x) = 0 für alle x ∈ Ω̄.

Aufgabe 1.3: (4 Punkte)
Seien N ∈ IN, h = 1

N+1 , x0 = 0, xi = ih, Ii = (xi−1, xi) für i = 1, . . . , N + 1
und

Vh :=
{
vh ∈ C0([0, 1]) : vh(0) = 0, vh|Ii ist Polynom 1. Grades, i = 1, . . . , N + 1}.

Die Funktionen ϕi ∈ Vh seien gegeben durch
ϕi(xj) = δij i = 1, . . . , N + 1, j = 0, . . . , N + 1.
Berechnen Sie die Integrale

1∫
0

ϕiϕjdx und
1∫
0

ϕ′iϕ
′
jdx (i, j = 1, . . . , N + 1).
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Zeigen Sie, dass die Matrizen

M := (
1∫
0

ϕiϕjdx)i,j ∈ IRN+1×N+1 und A := (
1∫
0

ϕ′iϕ
′
jdx)i,j ∈ IRN+1×N+1

symmetrisch und positiv definit (spd) sind.

Aufgabe 1.4: (6 (3+3) Punkte)

a) Sei a(v, w) :=
1∫
0
(v′w′ + vw)dx für v, w ∈ V und

F (v) := 1
2

1∫
0
((v′)2 + v2)dx−

1∫
0

fvdx.

Zeigen Sie: u ∈ V, F (u) = min
v∈V

F (v) ⇔ a(u, v) = (f, v) ∀v ∈ V .

Dabei sei der Raum V der Raum der stückweise differenzierbaren
Funktionen mit v(0) = 0, vergl. Vorlesung.

b) Sei u ∈ C2[0, 1] und

−u′′ + u = f in (0, 1), u(0) = u′(1) = 0.

Zeigen Sie:

||u||C1[0,1] +

 1∫
0

(u′′)2dx


1
2

≤ c

 1∫
0

f2dx


1
2

mit einer von u und f unabhängigen Konstante c.

Der Abgabetermin für diese Aufgaben ist der 21.4.2004 zu Beginn der Übung.
In dieser Übung werden die Aufgaben dann auch besprochen.
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