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Mathematik IT 14.+15. Ubung (23. 1. - 3. 2. 06)
Partielle Differentialgleichungen Teil 3

7. Eigenwertaufgabe fiir gewthnliche DGLn

Durch die Differentialgleichung

—y"(z) = Ay(z), Vae(0,1) (1)
und jeweils einen der Sétze von Randbedingungen

(4) y(0) = 0, y(1) = 0,

(12) y'(0) = 0, y'(1) = 0,

(i) y(0) = y(1), ¥(0) = ¥y

wird eine Eigenwertaufgabe fiir gewoéhnliche DGLn beschrieben.

Dabei heifit A € R Eigenwert, falls Funktionen y # 0 existieren, die (1) und den entsprechenden
Randbedingungen geniigt, und jede Funktion y mit diesen Eigenschaften heiffit zu A gehorige
Eigenfunktion.

i. Man bestimme alle Eigenwerte A € R fiir (1) und jeweils (i), (ii) oder (iii) sowie zugehorige
Eigenfunktionen y.

ii. Lediglich aus der Differentialgleichung (1) und den jeweiligen Randbedingungen folgere man
durch partielle Integration, dass

/y(:c)v(x) dr =0
0
fiir zu Eigenwerten A, p € R mit A # p gehorige Eigenfunktionen y bzw. v gilt.

Hinweis: Man zeige zunéchst, dass
1 1

- [v@ e = [ @)@ i
0 0
fiir beliebige, zweimal stetig differenzierbare Funktionen y, v gilt, die beide einen der Sétze
von Randbedingungen (i), (ii) bzw. (ii7) geniigen.

8. Die Auslenkung u(z,t) einer mit Ddmpfung schwingenden Saite der Lénge ¢ wird durch
gt + 2vur — a gy = 0 (a >0, v > 0 Konstanten)

unter der Bedingung u(0,t) = u(¢,t) = 0 beschrieben.
Welche Losung ergibt sich unter den AB:

%x im Falle ’y<a—ﬂ?

u(z,0) =0, w(x,0)=sin 7
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9. Man bestimme die Funktion v = u(z,y), die der Laplace-Gleichung

10.

11.

—Au(z,y) =0 Va,yeQ
und den Randbedingungen
ul, =0 ul =y
geniigt. Dabei bezeichnen
Q::{m,yERQ: 1<x2+y2<4},
Flzz{m,y€R2:x2—|—y2:1}, Fg::{x,yER2:x2+y2:4}.

Anleitung: Man wende auf die auf Polarkoordinaten transformierte Laplace-Gleichung

1 1 .
- <7’ U’/‘)T + 5 e = 0 fiir v(r,¢) = ula(r, @), y(r,¢)]

den Produktansatz v(r, p) = R(r)®(p) an.

Die Wirmeleitungsgleichung fiir einen isolierten diinnen Ring lautet
up = a*upp, > 0,0 € [0,27]

mit einer Konstanten a # 0.

Man bestimme diejenige Losung dieser PDGL, die der Anfangsbedingung u(p,0) = |sin¢p| fir
¢ € [0, 27] geniigt. Da der Ring geschlossen ist, ergeben sich die Randbedingungen sachgemifl aus

der periodischen Fortsetzbarkeit der Losung.

Man bestimme die Losung u(z,t) der partiellen Differentialgleichung
Uy = duy, t>0,x € (0, 1),

mit den Randbedingungen
u(0,t) = u(1,t) =0, fir ¢ >0,

und mit den Anfangsbedingungen

u(x,0) =sin 27w, w(x,0) = z(x —1), fir = € [0,1].




