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1 Das Modell

Wir haben im Rahmen des Seminars schon ein mikroskopisches car following
leader-Verkehrsmodell gesehen. Solche Modelle beschreiben das Verhalten jedes
einzelnen Fahrers in nur Abhéngigkeit von dem Verhalten des vor ihm Fahren-
den mit je einer gewohnlichen Differentialgleichung (meist 2.0rdnung). Dazu
betrachtet man eine kreisrunde Strafle mit nur einer Spur der Lénge L auf der
N Fahrer in Autos im Kreis fahren. Dies fithrt dann zu autonomen Systemen von
gewohnlichen Differentialgleichungen, die alle (quasi) stationiire Losungen mit
konstanten Geschwindigkeiten und konstanten Abstdnden zulassen. Man inter-
essiert sich dann im Besonderen fiir die Stabilitét solcher Lésungen in Abhéngig-
keit von Parametern, wie der Verkehrsdichte %
Das bereits vorgestellte Modell war ein reines so genanntes Optimale
Geschwindigkeit-Modell, das von der Annahme ausgeht, jeder Fahrer habe fiir
einen gegebenen Abstand zum Vordermann eine bevorzugte Geschwindigkeit.
Ich will hier ein erweitertes Modell analysieren, das auch eine empirisch beob-
achtete Aggressivitit der Fahrer beriicksichtigt; Aggressivitiat bedeutet hier das
(auch vom Abstand abhiingige) Bestreben der Fahrer sich der Geschwindigkeit
des Vordermanns anzupassen. In dem vorgestellen Modell kénnen beide Ver-
haltensweisen koexistieren, iiber einen weiteren Parameter kann dann geregelt
werden, welche der beiden iiberwiegt.
Die Modellvorschrift, nach der die einzelnen Fahrer agieren lautet folgenderma-
Ben:
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e z; bezeichnet dabei die Position des j-ten Fahrers auf dem Kreis von einem
gegebenen Bezugspunkt, mit der Vorschrift: x4 =y + L

e Die Funktion T modelliert hier die Reaktionszeit, sie beeinflusst direkt
den Ausschlag der Beschleunigung. Bei einem kleinen Abstand, sollte T’
die Tatsache reflektieren, dass Autofahrer mit einer gréfSeren Aufmerk-
samkeit fahren, als bei grofleren Absténden. T ist also typischerweise eine
rein positive, monoton mit dem Abstand wachsende Funktion, die sich
asymtotisch an einen Wert der minimalen Aufmerksamkeit (bei total frei-
er Strecke) annéhert.

e Der erste Term der Summe modelliert das schon bekannte Bestreben
der Fahrer mit einer vom Abstand abhingigen Lieblingsgeschwindigkeit
V(x; — xj41) zu fahren. Natiirlicherweise sollte V' positiv definit sein und
sich mit steigendem Abstand an eine Hochstgeschwindigkeit anndhern,
d.h. V(0) = 0, limg—oo = Vinaz- (Es hat sich fiir Autofahrer die For-
derung eines Wendepunktes im Graphen von V als realistisch erwiesen.
Andre Arten von Verkehr: Busse, Lastwagen.. geniigen qualitativ anderen
Lieblingsgeschwindigkeitsfunktionen.)



e Der zweite Term der Summe beschreibt das aggressive Verhalten der Fah-
rer, sich nach der Geschwindigkeit des Vordermannes zu richten. Dieses
Verhalten wurde experimentell beobachtet und nimmt mit wachsendem
Abstand ab. F' sollte also eine positiv definite monoton fallende Funktion
sein.

e Mit dem Parameter o € [0;00) kann man festlegen welche der beiden
Verhaltensmuster iiberwiegen soll.

2 Analytische Bifurkationsanalyse

Zunichst fithren wir eine Koordinatentransformation von (absoluten) Koordi-
naten x; in Abstédnde ¢; = 241 —x; durch. Gleichzeitig tiberfithren das System
(1) zweiter Ordnung der Dimension N in ein System erster Ordnung der Dimen-
sion 2N, sei also: ¢; = ;41 — x; und ¢; = &, mit der Vorschrift: ¥n11 := 1.
Wir erhalten das System:

b = Vi1 — Vj
P; = %%) [V(5) — s + (i1 — ;) F(¢5)]

fir j = 1..N. Wir arbeiten trotz des Ubergangs zu relativen Koordinaten im-
mernoch mit absoluten Geschwindigkeiten.

Aus dem Bestreben jedes Fahrers, sich immer einer optimalen Geschwindigkeit
anzupassen und der Tatsache, dass Eé\/:1 ¢; = L, folgt, dass die einzige mogliche
Fixpunktlosung die ist mit ¢ = d, ¥ = ¢, wobei d = L /N den durchschnittli-
chen Abstand bezeichnet und ¢ := V(d) dessen optimale Geschwindigkeit. Wir
interessieren uns im folgenden fiir die Stabilitéit dieser Losung und etwaige Ef-
fekte(Verzweigung) bei Stabilitétsverlust.

Durch eine weitere Koordinatentransformation §; := ¢; — d, v; = 9; — c und
w := (&, v) verlagern wir die stationire Losung in den Ursprung, diese schreibt
sich dann w® = 0.

Als néchstes linearisiert man das System (2) um w® = 0 und erhélt daraus ein
System w = Mw, mit einer von den Parametern 3 := V'(d), v := aF(d) und
7 := T'(d) abhingigen Matrix M (f3,~, 7). ( Im Endeffekt hingt die Matrix M
also sowohl von der Wahl der Funktionen V, T und F' ab, als auch von den
Parametern «, L und N.) Wie die Matrix im Detail aussieht, soll uns nicht ge-
nauer interessieren, sie aufzustellen ist mit einem grofieren Aufwand verbunden,
wie auch die Berechnung deren charakteristischen Polynoms zum Auffinden der
Eigenwerte. Fiir diese ergibt sich dann letztendlich die Bedingung:

= (A + /)N (2)

Man sieht an dieser Stelle schon, dass A = 0 immer ein Eigenwert von M ist.
Das ist ein Problem, da wir spéter den Satz von der Hopfbifurkation anwenden
wollen, der aber eine nicht singulidre Jakobimatrix voraussetzt. Gliicklicherwei-
se steckt aber in dem System (1) redundante Information, die wir eliminieren

(P2 + (v+ DA+ 5]



konnen und damit den Eigenwert bei 0:

Alle relativen Geschwindigkeiten miissen in der Summe 0 ergeben, also ergibt
die Summe der ersten N Gleichungen 25:1 gﬁk = 0. Daher konnen wir die N-te
Gleichung verwerfen und in der 2N-ten Gleichung ¢y = L — chvzl oK setzen.
Man erhélt dadurch ein reduziertes System

b=t -t j=1,.N-1

b= T(¢j) [V(¢j) — ;i + 04(¢j+1 — wj)F(¢j)] j=1.N—-1
. 1 N N
- T(L— N, ér) V(L_;¢k)_¢N+0‘(¢1 —wN)F(L—;::lm)

Auf dieses System kann man dann die gleiche Vorgehensweise anwenden wie
auf das urspriingliche System und feststellen, dass dessen (2N — 1) x (2N — 1)
Jakobimatrix die gleichen Eigenwerte hat wie die des urspriinglichen aufler der
0.

Nach diesen Vorkehrungen kénnen wir uns der Stabilitttsanalyse der stationdren
Losung widmen, uns also anschauen, wie sich Variationen von Parameterwer-
ten auswirken. Zunéchst wollen wir dabei versuchen so allgemein wie moglich
vorzugehen und uns noch nicht auf konkrete Funktionen V, T und F' festle-
gen. Wie schon erwihnt, wollen wir sehen, wie sich die Losungen des Systems
verhalten, wenn wir die Verkehrsdichte verdndern. Dazu konnten wir also die
sowohl die Anzahl der Fahrer N und die Lénge des Kreisverkehrs L variieren.
Da eine Anderung von N aber die Dimension des Systems mitindert (und das
dann sehr kompliziert wird), halten wir uns an L als Bifurkationsparameter und
halten dafiir N fest.

Genau interessieren wir uns nun dafiir, unter welchen Bedingungen es bei gege-
benen V, T, F und « (und damit 8, 7 und ~), es kritische Lingen L gibt, so
dass die stationéire Losung ihre Stabilitéit einbiifit. Beziehungsweise, ob solche
Bedingungen iiberhaupt existieren.

Wir suchen also nach Bedingungen, unter denen Eigenwerte aus (2) die ima-
gindre Achse iiberschreiten kénnen. Dazu setzen wir A = iw in (2) ein.

Ziehen der n-ten komplexen Wurzel fithrt auf die notwendige Stabilitéitsverlust-
bedingung:

£) _ 706 B ~ 1
N7 (I=v(r—1)2 1—r(ck—1) 14c

C( (3)

unter denen es Losungen fiir w gibt, so dass .. erfiillt ist. Die Losungen fiir w
sind dann gegeben durch:

_ o sB
1—7(ek —1)

, wobei ¢ := cos(2rk/N) und s, := sin(2wk/N) den Realteil, bzw Imaginérteil
der k-ten Einheitswurzellosung bezeichnet.

Wi



Aufgrund der Annhamen iiber V', T und F' ist die Funktion C} glockenférmig,
das bedeutet, sie erreicht den kritischen Wert @, wenn {iberhaupt an zwei
verschiedenen Léngen L; /5. Setzt man dariiber hirllvaus fiir £k = 1 unter der An-
nahme von (3) A(L) := v(L) + iw(L) in (2) ein, stellt man fest, dass v'(Lq /o
Unsere stationdre Losung wird also zunéchst instabil und dann wieder stabil.
Fiir die Lange L1, die den Stabilitétsverlust kennzeichnet, sind dariiber hinaus
noch die Bedingugen fiir eine Hopfbifurkation erfiillt.

Mann kann aus der Eigenwertbedingung noch einen anderen verbliiffenden Aspekt

abgewinnen. Lost man nimlich .. nach 7auf, erhélt man eine Funktion 7(L, N, ),

die 7 an den Stabilitdtsverluststellen beschreibt:

(14 2aF(L/N))[1+ aF(L/N)(a — cos(2m/N))
V'(L/N)(1 + cos(2w/N)

T(L,N,a) =

Fiir festes N und « ist das eine Funktion von L mit limy_¢ = oo und
limy,— oo = 0.
Auflerdem gilt fracdrda > 0 VL, N.
Dies kann man folgendermaflen interpretieren: da 7 = T'(L/N) beschrénkt durch
Tnax beschrankt ist, gibt es nur einen Bereich fiir L in dem die Instabilitdtsbe-
dingung iiberhaupt eintreten kann. Mit wachsendem « passiert das bei immer
groferen 7. Das heifit der Bereich fiir L, fiir den die Bedingung erfiillt sein kann
schrumpft.
Die Aggressivitat verbessert also das Stabilitéitsverhalten der stationdren Losung.

3 Ergebnisse der numerischen Simulation

Fiir eine globale Stabilitétsanalyse wird das System (1) fiir verschiedene Para-
meter « sowie fiir verschiedene Reaktionsfunktionen 7" numerisch gelst. Dabei
stellt man fest:

e Wie bereits analytisch festgestellt, hat ein grofieres Gewicht auf die Ag-
gressivitit positive Auswirkungen auf das Stabilitédtsverhalten: der Ab-
stand der beiden kritischen Punkte L/, schrumpft und damit der Bereich
im Parameterraum, in dem die periodischen Losungen auftreten.

e Auflerdem verbessert sich fiir groflere @ das Simulationsverhalten in dem
Sinn, dass weniger unphysikalische Lésungen (d.h. Losungen mit negativen
Abstéinden) produziert werden.

e Kleinere Reaktionszeiten und Reaktionsfunktionen, die schneller séttigen
haben positiven Einfluss auf das Stabilitdtsverhalten.

4 Anhang: Hopfbifurkation

Es wird ein kurzer Abriss iiber das Phinomen der Bifurkationen gegeben, spe-
ziell wird der Satz von der Hopfbifurkation ohne Beweis angegeben. Fiir eine



ausfiihrliche Darstellung sei z.B. auf Guckenheimer & Holmes verwiesen.

4.1 Bifurkationen: Begriffsbildung

Man interessiert sich fiir das qualitative Verhalten (wie Auftreten oder Stabilitit
von Fixpunkten oder periodischer Orbits) von Familien von Differentialgleichun-
gen

&= fu(x) (4)

in Abhéngigkeit des Parameters p. Bei einem nichtlinearen System kann es da-
bei in der Néhe eines Parameterwertes po zu einer schlagartigen Verdnderung
in dessen Fluss ¢ kommen. Ein solches Phinomen nennt man Bifurkation und
den Wert po nennt man dan einen Bifurkationspunkt.

Beispiel: Heugabelverzweigung

Betrachte die Familie:
i = Fu(a) = a(u - 2?)

Die Fixpunktlosungen sind offensichtlich z; = 0,Vt und 5,3 = 4/, wobei
To/3 natiirlich nur fiir u > 0 existiert.
Linearisieren an der Stelle = ergibt:

DF,(z) = p— 32°

Fir die Fixpunktlosung x; sieht man daraus, wegen DF),(0) = p, dass x; fiir
@ < 0 stabil ist und fiir g > 0 instabil. Weiter findet man fir p > 0:

DF, (Vi) = =21 <0

Also sind die Lésungen x5,3 stabil.

4.1.1 Hopfverzweigung

Betrachte das System
= —y+ap(l—a®—y?)
= z+yp(l—2*—y?)

Offensichtlich ist (0,0) immer Fixpunktlosung fiir alle . Die Jakobimatrix des
Systems ist

p=3%n—y*n =1 2xyu
1= 2zyp 1 — pr® = 3yp

(F )

DF(0) ist dann:



Das charkteristischen Polynom (u — A)? + 1 liefert die Eigenwerte:

AMyjp=—pE /20 =2(u+1)

Man beobachtet, dass die Eigenwerte an der Stelle yu = 0 iiber die imaginére
Achse wandern. Es folgt also, dass x(t) = (0, 0) fiir 4 < 0 eine stabile Losung ist,
und fiir u > 0 eine Instabile. Schreibt man das System um in Poloarkoordinaten
(z,y) = (rcos(¢), rsin(¢)), erhélt man:

rco{s’(qb) = —rsin(¢) + pr cos(¢)(1 —r?) (5)
rsin(¢p) = rcos(¢) + pr sin(¢)(1 —r?) (6)

Durch Setzen von (6)cos(¢) + (7)sin(¢) und —(6)sin(¢) + (7)cos(¢p) erhilt man
die entkoppelten Gleichungen:

ro= ur(l—r?)
¢ = 1

Man sieht daran, dass sich die Losungen des radialen Anteils genauso verhalten
wie die Losungen der Heugabelgleichung, wahrend die Winkelgeschwindigkeit
konstant ist. Das Bifurkationsdiagramm ist also eine rotierende Heugabel. Statt
der stabilen Fixpunktlosungen x(t) = +,/u der Heugabel fiir 4 > 0, hat man
hier stabile Kreisbahnen mit Radius +,/p.

4.2 Satz von Hopf

In dem vorgestellten Modell kommt es bei durch Variation der Lange des Krei-
ses L zur Hopfbifurkation. Bei diesem Verzweigungstyp ist der Ubergang von
einer stabilen in eine instabile Ruhelage gekennzeichnet durch das Auftreten
periodischer Orbits. Im Allgemeinen passiert dabei folgendes:

Sei & = f/m, eine gewohnliche Parameterabhéngige Differentialgleichung
mit f,(0) = 0. A(n) = D5 f.(0) sei eine Linearisierung des Systems bei 0.
Die Matrix A(u) habe ein paar komplex konjugierter Eigenwerte +i, sowie keien
Eigenwerte der Form ni, n € N und 0. Ferner seien 7(u) = a(u) + B(u) eine
Fortsetzung der Eigenwerte +i mit o' (p) # 0.
Dann gibt es in jeder Umgebung von (z, 1) = (0,0) periodische Orbits.
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