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Aufgabenblatt 9

Aufgabe 1:
Eine Isometrie eines metrischen Raums X ist eine Abbildung f : X → X, so dass für alle
x, y ∈ X gilt

d( f (x), f (y)) = d(x, y).

Sei f : Tk → Tk eine Isometrie des k-Torus. Zeigen Sie: Es existiert δ > 0, so dass für
alle ε > 0 ein ε-Pseudo-Orbit (xi)i∈N existiert, welches nicht von einem echten Orbit δ-
beschattet wird. D.h. für jeden Punkt y ∈ Tk gibt es i ∈N mit d( f i(y), xi) > δ.

Aufgabe 2:
a) Zeigen Sie, dass für eine Funktion H ∈ C2(R2n, R) der Fluss des hamiltonschen Sys-
tems

u̇ =
(

0 id
−id 0

)
gradH(u), u ∈ R2n, d.h.

d
dt

(u1, . . . , u2n)T =
(

dH
dun+1

, . . . ,
dH

du2n
,− dH

du1
, . . . ,− dH

dun

)T
,

volumenerhaltend ist.

b) Zeigen Sie, dass für dieses hamiltonsche System die Funktion H (genannt Hamilton-
Funktion) selbst invariant ist.

c) Zeigen Sie: Für eine Hamilton-Funktion H ∈ C2(R2, R) ist jede Niveaumenge von H,
die eine geschlossene Kurve ist und keine kritischen Punkte von H enthält, ein periodis-
ches Orbit des hamiltonschen Systems

d
dt

(u1, u2)T =
(

dH
du2

,− dH
du1

)T
, u ∈ R2.

Aufgabe 3:
Sei f : M → M ein Diffeomorphismus einer Mannigfaltigkeit M. Auf M × [0, 1] ist die
Äquivalenzrelation ∼ so definiert, dass sie genau die folgenden Äquivalenzen enthält:
Jeder Punkt in M× [0, 1] ist zu sich selbst äquivalent, und außerdem gilt

∀x ∈ M : (x, 1) ∼ ( f (x), 0).

a) Zeigen Sie: Die Formel

ψt([(x, θ)]) :=
[(

f bt+θc(x), t + θ − bt + θc
)]

mit
bac := max{k ∈ Z : k ≤ a}



definiert einen Fluss auf
S := (M× [0, 1])/ ∼ .

b) Zeigen Sie: Das diesen Fluss erzeugende Vektorfeld V : S → TS = TM ×R hat die
Form

V ≡ (0, 1).

Bemerkung: Dieser Fluss heißt die Suspension bzw. der Suspensionsfluss von f .

Aufgabe 4:
Sei an := die letzte Ziffer von 2n in Dezimaldarstellung, bn,k := die letzten k Ziffern (k ∈N)
von 2n und cn := die erste Ziffer von 2n. Sei dn,α := α · 2n (mod 1) (mit α ∈ R).

Beweisen oder widerlegen Sie:

a) an ist periodisch mit Periode 4 und durchläuft die Folge 2,4,8,6.

b) bn,k ist periodisch für jedes k.

c) cn ist periodisch mit Periode 10 und durchläuft die Folge 2,4,8,1,3,6,1,2,5,1.

d) Wenn α rational ist, dann ist die Folge dn,α prä-periodisch.
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