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Ubungen zur Vorlesung
Einfithrung in Dynamische Systeme
Musterl6sungen zu Aufgabenblatt 3

Aufgabe 1:
Das Lotka-Volterra-System ist gegeben durch %u = f(u), mit f : [0,00)% — [0,00)2,
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a) Zeigen Sie: Die Werte der Funktion

: (( Z; )) — (1) e (up) 2

sind konstant langs Orbits des Flusses zu f, d.h. fiir jede Losung u = u(t) der Differen-
tialgleichung

wobeia,d > 0und b,c < 0.

gilt

Losung:
Es gentigt zu zeigen, dass (E (1)), = 0 gilt.
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b) Beweisen Sie: Alle Orbits sind periodisch.

V(x,y) =logE (( ; >>

1
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Losung:
Sei



Damit gilt fiir alle Losungen (x(t),y(t)) mit positiven Anfangswerten xo und yo, dass
V(x(t),y(t)) = V(xo,y0). Die Losungen von (1) bewegen sich also entlang der Niveaulin-
ien der Funktion V, deren Gestalt daher zu bestimmen ist.

Es sind (0,0) und (—%l, —%) stationdre Punkte, wobei fiir x = 0 oder y = 0 das Verhalten
der Orbits auf der x, y-Achse so aussieht:

Y
X
stat. Punkt
Es gilt

V(x,y) = G(x) + H(y)

mit
G(x) = —cx —dlogx

und

H(y) =ay +blogy.
G und H sind auf (0, 00) definierte, strikt konkave Funktionen (die zweite Ableitung ist
negativ), die in x¢ bzw. in y, ihr eindeutiges Maximum annehmen. Ferner ist

lim G(x) = lim G(x) = lim H(y) = lim H(y) = —oo.

x50 x—00 y—0 y—oo

Hieraus ergibt sich: V ist im Inneren von R2 strikt konkav. Fiir jede reelle Zahl a >
V(xg,y¢) bildet deshalb die Niveaulinie

Lo :={(x,y)|V(x,y) = a}
eine geschlossene konvexe Kurve um (xg, ). (Dies ist eine nichttriviale Aussage, die im
Allgemeinen fiir konvexe Funktionen nicht gelten wiirde.)

Da die I'y beschrankt sind, folgt insbesondere, dass alle in lRi liegenden Losungen von (1)
fir alle t € R definiert sind. Da schlieflich auf jeder vom Gleichgewichtspunkt (x¢, ys)
verschiedenen Kurve I'y die Geschwindigkeit nicht beliebig klein werden kann, muss die
Losung nach endlicher Zeit die geschlossene Kurve einmal umlaufen haben, kehrt also zu
ihrem Ausgangspunkt zuriick und ist daher periodisch.

Aufgabe 2:
Sei A eine reelle n x n-Matrix, so dass fiir alle Eigenwerte A € C von A gilt, dass |A| < 1.
Beweisen oder widerlegen Sie: Die Abbildung x — A - x ist eine Kontraktion.

Losung;:
Zunichst einmal ist klar, dass die Eigenschaft, eine Kontraktion zu sein, von der Norm

1
abhédngt. Betrachten wir beispielsweise die Matrix A = ( (2) 1) A hat den Eigenwert 3
2
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mit Vielfachheit 2. Multiplizieren wir mit dem Vektor x; = (1,1)T erhalten wir: Ax; =
(3,3)T. Wir sehen, dass

3
[Ax1]lo = 5 > 1= [[x1]l

gilt. Demnach kann A die Lipschitz-Bedingung beziiglich dieser Norm nicht mit einer
Lipschitz-Konstante kleiner 1 erfiillen.

Wahr ist aber, dass beziiglich einer geeigneten Norm die Matrix eine Kontraktion ist. Denn
in der Jordan-Normalform lassen sich alle Eintrdge, die nicht auf der Diagonalen stehen,
mit ¢ multiplizieren, z.B. so dass

2ne < 1 —max{|A| : A Eigenwert von A}.
Dann ist A beziiglich der Basis, die zu dieser Jordan-Normalform gehort, eine Kontrak-
tion.

Aufgabe 3:
Zeigen Sie: Der Fluss ¢ auf [0,00), der gegeben ist durch ¢;(x) = ex, ist fiir jedes a >
0, b > 0 konjugiert zum Fluss ¢ auf [0,0), der gegeben ist durch @;(x) = " x, und zwar
mittels einer Abbildung & : [0,00) — [0, o0),
h(x) = x*.
Finden Sie das passende «.
Losung:
(durch Einsetzen)

(" topoh)(x) = (h o) (xs) =k (eMx

Aufgabe 4:
Sei f : R" — IR" beschrdnkt und Lipschitz-stetig. Sei a > 0. Definiere ¢ = a - f (also
g(u) =af(u) fur alle u € R"). Sei ¢ der Losungsfluss zu f und ¢ der Losungsfluss zu g.

Zeigen Sie: Jeder Punkt x, der periodisch ist beziiglich ¢ mit Periode 7, ist periodisch
beztiglich i mit Periode 7/a.

Losung;:
Der Fluss y erfiillt ¢(at) = ¢(t), denn es gilt
d d
H, v =g =af =a gl o) =F| ol

Daraus folgt, dass i die Periode T hat.



