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Ubungen zur Vorlesung
Einfithrung in Dynamische Systeme
Musterlosungen zu Aufgabenblatt 2

Aufgabe 1:
a) Zeigen Sie: Fiir alle Anfangsdaten (uo, tp) € R x R hat das Anfangswertproblem

du(t) 1 (sinu)? 2011\
T, = (tan (m (tan (—4 )) ))

u(to) = ug
eine auf ganz R definierte Losung.

Losung:

Die rechte Seite der Differentialgleichung

ist stetig.
Beschranktheit der rechten Seite:
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sehen wir, dass die rechte Seite der Differentialgleichung beschrankt ist.  Lips-
chitzstetigkeit:
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1 (sinu) Pt
4 — 4 — 4

Alsoist I = [—}I, }J . Dies ist nicht das maximale Existenzintervall. Tangens hat starkste
Steigung am Rand von I.
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(tan (20% (tan (%) > ) ) < 1 und somit ebenfalls lipschitzstetig.

Es existiert also eine Losung (Picard & Lindelof). Laut Folgerung aus der Vorlesung lasst
sich jede global lipschitzstetige und beschrankte Funktion f : R” x R — R" jedes AWP

{ i = fut)

max |tan’(x)| =

Da

B auf ganz R fortsetzen (also auc autonome DGL wie hier).
M(t()) = Uy

b) Bestimmen Sie fiir alle Anfangsdaten (uy, ty) € R?> das asymptotische Verhalten dieser
Losung, d.h. finden Sie lim;_, #(f) und lim;—, — oo u(t).

Losung;:

Furug =k -,k € Z gilt f(up) = 0 und somit ist der Grenzwert jeweils uy.

Fir uy € (2krmt, (2k + 1)),k € Z gilt f(up) > 0. Allerdings gilt dann f((2k + 1)) = 0,

somit konvergiert 1y mit tlim u(t) = (2k+1)mund tlim u(t) = 2km.

Fiir ug € ((2k — 1) 7, 2k7t) gilt f(up) < 0, also tlim u(t) = (2k—1)rund lim u(t) = 2kr.
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Aufgabe 2:
Konstruieren Sie eine Abbildung f : R x R — IR, so dass gilt:
(i) Fiir jeden Anfangswert (uo, fo) € R x R hat das Anfangswertproblem

‘Zl—”t‘ — Fu ), ulty) = uo

eine eindeutige Losung mit den Eigenschaften

tlim u(t) € {2'|i e N} und tlim u(t) € {2'|i € N}.

Losung;:

Wir definieren:

- 1 ;ou<2”
f(u) —{ —Sln<7711?1_g> ; 1/[22_2

f ist lipschitzstetig, da die Ableitung von f beschrankt ist:
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Wir setzen f(u,t) = f(u), wobei f in t einfach konstant ist. Dann gilt einerseits (nach
dem Satz von Picard-Lindelsf), dass die DGL 2 = f(u, ) fiir alle (uo, to) eine eindeutige
Losung besitzt und andererseits konvergieren (nach einem Satz aus der Vorlesung) alle
Losungen gegen die i) nachste von ug gesehen rechte Nullstelle von f(u), wenn f(ug) > 0
oder ii) nachste von ug gesehen linke Nullstelle von f(u), wenn f(ug) < 0.

Nun sind aber die Nullstellen von f(u) = f(u,t) fir u > 2-2und i € N bei

0 = —sin (ﬂln_u)
In2
im = nln_u
In2
iln2 = Inu
u = 2
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und haben damit genau die gewiinschte Form. Wobei alle u < 273 fiir t — oo gegen die
erste Nullstelle (d.h. 1 = 2°) konvergieren, da f(u) > 0 fiir alle u < 271,

(i) Fiir jedes i € IN gibt es Anfangswerte (uo,t)) € R X R, so dass fiir die zugehorige
Losung u gilt: lim;_e u(t) =2 und  lim;, o u(t) = 2:+1,

Losung;:

Wir setzen hierfiir einfach §(u) := —|f(u)|, damit ist §(u) < O fiir alle u. Lips-

chitzstetigkeit und Nullstellen dndern sich offenbar nicht. Somit sind nach dem obigen
Satz tiber die Konvergenz der Losungen die Bedingungen erfiillt.

Aufgabe 3:
a) Losen Sie das Anfangswertproblem % =u?+2, u(0)=up.

Losung:

Behauptung: u(t) = v/2tan <\/§t + arctan (\”/—05)) ist eine Losung des Anfangswertprob-
lems.

Beweis: Trennung der Verdnderlichen. Aus ‘2—”; = u? + 2 folgt

/<u2+2>_1du - /1dt
) =t

= tan (\/§(t+c)>
V2 tan (\/E(H—C))
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mit u(0) = ug = V2 tan (ﬁc) erhalten wir ¢ = % arctan <\”/—°§)

Daraus folgt

u(t) = v2tan (x/it + arctan (%))

b) Finden Sie das maximale Existenzintervall dieser Losung.
¢) Untersuchen Sie das Verhalten dieser Losung am Rand des maximalen Existenzinter-
valls.

Losung von b) und c):

T parctan -2 T _arctan -2
Behauptung: (— <2 7 (ﬁ» , 2 7 (ﬁ> ) ist das maximale Existenzintervall dieser

Losung.
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Beweis: Der Tangens ist nur intervallweise definiert, hier auf (— %, %) Daraus folgt

-7 < V2t + arctan (\”}—%) < 7
—Z — arctan (”—02> < V2t 7 — arctan (\”/—%>
7 — arctan (”—02> 7 — arctan (”—02)
— \/i < t < \/i
a.= b:=
Also ist %13; <\/§t + arctan (%)) = —Z. Damit folgt %13{} tan <\/§t + arctan <\”/—%)) =
—o00. Ebenso  fiir }1_13 \/2t 4 arctan <\”/—°§>> = o Damit folgt
%iir;tan <\/§t + arctan <\”/—%)) = 0.

Da u hier keinen Grenzwert besitzt, kann keine stetige Fortsetzung nach links bzw. rechts

T tarctan( 22 Z_arctan( 2L
existieren. Damit ist (— (2 <ﬁ>> = (ﬁ) ) das maximale Existenzintervall.
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Aufgabe 4:
Finden Sie zu jedem der folgenden Fliisse eine Differentialgleichung, deren Losungen die
Flussorbits sind:

(1) (Pt((xl, P /xi’l)) = (ealtxll . ’eantxn)
) ¢r((x1,x2)) = (x1, 22 + atxy)
(3) (Pt((x1,xZ)) = (x1cost + xpsint, xpcost — xq sint).

Losung:

Nach dem Lemma ”Beziehung zwischen Fluss und Differentialgleichung” 16st ein Fluss
¢i(x) die DGL x = f(x) mit f(x) = & o P(x).

(1)
r((x1,...,x0)) = (e"xq,... e"x,)
d
7 pr(x) = (ayx1e™xq, ..., apxne™ix,)
t=0 t=0
= (a1x1,...,a0%p)
Daraus folgt X = (a1x1,...,a,Xn).
(2)
et((x1,x2)) = (x1,x2 + atxq)
d
—| pe(x) = (0, ax1)
dt|,_g t=0
= (0,ax7)
Daraus folgt x = (0,ax7).
3
¢i((x1,x2)) = (x1cost+ xpsint, xpcost — xqsint)
d . .
7 pr(x) = (xpcost — xqsint, —xpsint — x1 cost)
t=0 t=0
= (xy_—xl-O,—xz-O—xl)
— (-xZI _xl)

Daraus folgt x = (x2, —x7).



