Prof. Roland Gunesch Sommersemester 2010

Ubungen zur Vorlesung
Einfithrung in Dynamische Systeme
Musterl6sungen zu Aufgabenblatt 1
Aufgabe 1:

Sei A (0

H = =

).

a) Bestimmen Sie fiir jeden Anfangswert xy € R? das Verhalten des Orbits

xo, f (x0), f*(x0), f*(x0), - -
der Abbildung f : R? — R?, die gegeben ist durch x — A - x.

b) Bestimmen Sie zu jedem Anfangswert xo € IR? das Verhalten der Losungen des
Anfangswertproblems

¢) Begriinden Sie, wieso die Ergebnisse von a) und b) so verschieden sind, obwohl beide
Teilaufgaben ein lineares System auf IR?, und zwar mit derselben Matrix, untersuchen.

Losung:

a)Seiz = ( ; ) € R2. Dann gilt:
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Beweis: vollstandige Induktion tiber n
Induktionsanfang: Sei n = 0. Dann gilt:
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Induktionsschritt: Die Behauptung gelte fiir n € IN. Dann gilt:
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Weil die drei Folgen (5-)uen, (%)%N, (3)nen gegen Null konvergieren (fiir 1 —

o), geht das Orbit von f fiir beliebige Startwerte z € R? gegen 0.
O

Der Anfangswert z = 0 erzeugt ein Orbit, das nur ein Element (ndmlich die 0 selbst)
enthidlt. Man nennt dieses auch Ruhelage. Aussagen iiber asymptotisches Verhalten erhalt
man {iber die Figenwerte von A.

b) Fiir jeden Anfangswert z = ( ; ) € R?ist

3y 1 3y 14 1y
-t —T€4 —{—1162 —+ xe2
yex!
eine Losung des angegebenen Anfangswertproblems.

Beweis: (Skizze) Durch Einsetzen der Abbildungsvorschrift ergibt sich:

, 11 1 1
(Lfl):u:A-u:<i )(”1):(2”11+3“2)
Un 0 Un Zuz

. . n = lul + 1u2 Uy = 1u2
Es miissen also die beiden Anfangswertprobleme [ 2 3 ] und { 4 }
u1(0) = x u2(0) =y
gelost werden. Da das zweite AWP nur von der Funktion u, abhidngt, wird dieses zundchst
mit der Methode der Trennung der Variablen gelost (ausfiihrliche Vorgehensweise siehe
Aufgabe 3): Die Abbildung

W0

1
uz:t»—>y-e1t

erfiillt beide Bedingungen. Mit dieser Losung fiir #, kann man das nur noch von u; ab-

.. . 1 :lu +1y-e%t . ..

hingige AWP | 1 u2 ((1)) 3x durch die Methode der Variation der Konstanten
1 pu—

16sen. Zunéchst 16st man das homogene Problem 7, = %vl. Man erhélt hierfiir die Lo-

1 . . . .
sung: v; = cez!. Jetzt variiert man die Konstante ¢ zu einer Funktion c¢(t). Durch Aus-

nutzen der Produktregel beim Differenzieren und der Voraussetzung, dass unsere Losung
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uq(t) = c(t)vy(t) ist, erhalten wir:

6(t) = %vll(t)uz(t).

Jetzt integrieren wir und berechnen so ¢(f). Dann folgt:
4 4
c(t) = —?ye_%t -+ 3y + x.
Also ist

4y 1, 4y 1

ui(t) = —Zert + 3¢ f 4 xer!,

Mit einer Probe stellt man fest, dass d1e Losung das oben gestellte AWP 16st. Auflerdem

ist
ur(t) )| _
(i )] ==
fur (x,y) # (0,0), und (0, 0) ist eine Ruhelage.

lim

t—o0

O

c) Im Teil a) wird eine Abbildung vom IR? in den IR? betrachtet, im Teil b) eine Kurve von R
in den R2. Auflerdem wird in Teil a) fiir jeden Startwert das Verhalten der diskreten Folge
der Hintereinanderausfithrungen bestimmt und in Teil b) wird eine differenzierbare Ab-
bildung gesucht, die eine Differentialgleichung 16st. Da zwei verschiedene Abbildungen
untersucht werden, konnen auch verschiedene Ergebnisse dabei herauskommen.

Aufgabe 2:
a) Zeigen Sie: Fiir alle a,a4,...,a, € R definiert jede der folgenden Abbildungen einen
Fluss auf dem Raum X:

1) X=R, ¢x) = ex
Q) X=R", @t((x1,.-.,x1)) = (e"xq,...,e" " xy).
(3) X =R?, ((xlrx2)) (21,22 + afxl)

b) Sei ¢ ein Fluss auf X und ¢ ein Fluss auf Y. Zeigen Sie: Die Vorschrift
(¢ x$)e((x,y)) = (e(x), i (y))

definiert einen Fluss auf X x Y.
Bemerkung: ¢ x ¢ heifit der Produktfluss auf X x Y.
Losung;:

a) Es gilt fiir jeweils alle s, € R, x,x1,x; € R:

(1) @o(x) = "% = % = x und @sy¢(x) = e@GH))y = plastat)y — espaty —
e®(e"x) = @s(grx).

(2) Rechnung komponentenweise wie in (1).

(3) @o(x1,x2) = (x1,x2+a-0-x7) = (x1,x2) und

Ps+t(x1,%2) = (¥, X2 +a- (s +1t)x1) = (x1, X2 +asxy +atx1) = @s(pr(x1,x2))
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b) Seien x € X,y € Y,s,t € R. Dann gilt wegen der Flusseigenschaften von ¢ und :
(¢ > P)o(x,y) = (9o(x), Yo(y)) = (x,y) sowie
(@ X P)s+1(x,y) = (@s4(%), Y541 (¥) = (@s(91(x)), s (e (y))) = (¢ x P)s((@ X )i (x,y))-

O
Aufgabe 3:
a) Zeigen Sie: Das Anfangswertproblem
il = 2010/
u(0) =0

hat mehrere verschiedene Losungen. Bestimmen Sie mindestens zwei verschiedene.

b) Gibt es mehrere Losungen u, die die Bedingung u/(g ) = 0 erfiillen? (Beweis der Nich-
texistenz oder Angabe von verschiedenen Losungen erforderlich.)

Losung von a) und b)

il = 2010u%/3
Das Anfangswertproblem { 1(0) = 0
1. u=0

2w t— (

3.u:t|—>{(@)3 t<0

1 besitzt z. B. die folgenden Losungen:

20?1,0t )3

0 t>0

Beweis: 1. u=0 ist trivial fiir die Anfangswerte ty) = 0 = xo.
2. + 3. Mit der Methode der Trennung der Variablen berechnet man mit v:= u(t):

du(t)
dt
du(t) = 2010u(t)?/ 3dt
u(t)~23du(t) = 2010dt

/ 0=2/3dy — / 20104t

303 4 const; = 2010t + consty

u(f) = (2010;+c>3

fiir beliebige Konstanten c. Fiir ¢ = 0 erhdlt man die Losung 2. [Um Losung 3 zu be-
weisen, muss jetzt noch die Differenzierbarkeit im Punkt 0 nachgewiesen werden] Die
rechtsseitige Ableitung (also die der Nullfunktion) ist 0. Die linksseitige Ableitung ist:

d (2010-t>3
= — _= O
dt|,_o 3

Damit ist auch 3. eine Losung, die genau wie bei 1. auf dem Intervall [0, c0) konstant auf
die O abbildet.

= 2010u(t)?/3

u'(0)

0



Aufgabe 4:
a) Zeigen Sie: Obwohl die Abbildung u — +/u auf [0, c0) nicht lokal Lipschitz-stetig ist,
existiert fiir das Anfangswertproblem

eine globale Losung u : R — [0, 00).

b) Ist die Losung dieses Anfangswertproblems eindeutig? (Beweis oder Angabe von ver-
schiedenen Losungen erforderlich.)

Losung:

Die Abbildung f : u — +/u ist Lipschitz-stetig und auf [a, o) fiir jedes a > 0, z.B. a2 = 0.5.
Das Anfangswertproblem hat also lokale Losungen um (uy, to) fiir alle (ug, tg) € (a,00) x
R. Die Losungen existieren und sind eindeutig mindestens auf einem Intervall der Breite
5 = (a), die im Bereich (19, ty) € (a,00) x R nicht von uy und ¢y abhéngt.

AuBerdem ist f auf [a,00) positiv (sogar nach unten beschriankt). Jede lokale Losung ist
also steigend, kann also die Menge [4, o) nicht auf der rechten Seite verlassen. Sie lafit
sich also nach rechts wieder um d(a) (eindeutig) fortsetzen, und das beliebig oft. Somit
148t sich die Losung auf () — J, o0) eindeutig fortsetzen.

Es gilt also fiir jede Losung u: Wenn u(t;) positiv ist fiir irgendein #; € R, dann ist die
Losung eindeutig fortsetzbar auf [t1, o).

Moglich ist noch, dass u Nullstellen hat (das kommt auch vor). Wenn u(t;) = 0, dann
muss gelten u(t) = 0 fiir alle t € (—oo, f1]. Und da u = 0 eine Losung auf jedem Intervall
ist, ist damit die Losung auf (—oo, 1] eindeutig.

Da f keine Nullstellen aufSer 0 hat, ist jede Losung © monoton steigend. Somit gilt
lim u(t) =0.

t——o0
Wegen der Monotonie gibt es zu jedem ¢ > 0 ein #; so dass u\(_in Fy,tp) Dur Werte im
Intervall [0, ) annimmt.

Jede Losung des AWP hat die Form u(t) = 0 fiir t < t. (mit einem f, € R, das von ug
abhiangt) und u(t) = b(t — t.)? fiir t > t,, wobei b unabhingig vom Anfangswert ist.
Deshalb gibt es nur ein ¢;, das die Anfangsbedingung erfiillt. Somit ist u global definiert
und global eindeutig.
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