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1 Einfiihrung

In der Morse-Theorie untersucht man topologische Eigenschaften der Mengen
M® = f=1((—oc0,a]) zu einer glatten reellwertigen Funktion f auf einer Man-
nigfaltigkeit.

Man kann sich dazu eine hiigelige Landschaft vorstellen, wobei die Hohe des
Bodens jeweils gerade dem Funktionswert von f entspricht. Nun erh6ht man
langsam den Meeresspiegel und beobachtet dabei, wie sich die Wasseroberfléiche
verdndert. Offenbar verédndern sich die Eigenschaften von M® nur dann, wenn
ein kritischer Punkt iiberschritten wird. Wie sich M® veréndert, hangt damit zu-
sammen, wie die Funktion f in der Umgebung des kritischen Punktes aussieht: In
einigen Richtungen liegt der Punkt in einer Senke, in anderen Richtungen ist der
kritische Punkt ein Hochpunkt. Dort, wo der kritische Punkt einen Hochpunkt
bildet, verbinden sich beim Erhéhen des Wasserspiegels getrennte Bereiche von
M®. Man kann also einen Zusammenhang zur Hessematrix vermuten.

Als Beispiel betrachten wir einen aufrecht stehenden Torus, die Funktion f
soll einfach die Hohe sein.
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Bevor der Wert 0 erreicht wird, ist M* leer. Wie die Menge M*® jeweils nach
dem Uberschreiten eines weiteren kritschen Punktes aussieht, sieht man in der
oberen Reihe der Abbildung. Darunter sieht man eine Menge, auf die sich M?*
stetig deformieren lisst. Diese Menge entspricht der Menge M@ vor Uberschrei-
ten des letzten kritischen Punktes zusammen mit einer angeklebten Scheibe,
die 0-,1-,1- beziehungsweise 2-dimensional ist. Die Dimension der Scheibe héingt
davon ab, ob der kritische Punkt ein Tiefpunkt, ein Sattelpunkt oder ein Hoch-
punkt ist.

2 Definitionen

2.1 Morse-Index

Im Folgenden bedeutet glatt immer C°°. Mit einer Mannigfaltigkeit ist immer
eine C'°°-Mannigfaltigkeit gemeint.

Definition 1. Sei f eine glatte reellwertige Funktion auf einer Mannigfaltigkeit.
Ein Punkt p von M heilt kritischer Punkt von f, falls die Ableitung df : T,M —
R die Nullabbildung ist.

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Fiir eine Karte x : M > U — R™ mit p € U bilden die Vektoren (dz)~(e;)
eine Basis von T, M, fiir die man {iiblicherweise d,, schreibt.

P —1
Desweiteren sei a%(p) = ‘9(];07;)(33(19)).

Lemma 2. FEs sei p ein kritischer Punkt einer glatten reellwertigen Funktion

[ auf einer Mannigfaltigkeit M. Dann gibt es eine symmetrische Bilinearform

Hf, : T,M xT,M — R, so dass fiir jedes lokale Koordinatensystem x gilt:
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H f, heifst Hessesche Bilinearform.

Definition 3. Ein kritischer Punkt einer glatten reellwertigen Funktion auf
einer Mannigfaltigkeit heifit nicht degeneriert, falls die Hessesche Bilinearform
nicht ausgeartet ist.

Definition 4. Sei p ein nicht degenerierter kritischer Punkt von einer glatten
reellwertigen Funktion f auf einer Mannigfaltigkeit. Die Dimension A des Un-
terraumes, auf dem die Hessesche Bilinearform negativ definit ist, heif3t Morse-
Index oder auch Index von f in p.

2.2 Topologische Begriffe

Definition 5. f,g: X — Y seien stetige Abbildungen zwischen topologischen
Réumen X und Y. Falls es eine stetige Abbildung H : X x [0,1] — Y gibt, so
dass H(z,0) = f(x) und H(z,1) = g(x) fur alle x, heilen f und g homotop.
Man schreibt f ~ g. Die Abbildung H ist eine Homotopie von f nach g.

Beispiel: f,g,h: S — R?\ B1(0)

f und g sind homotop, h ist weder zu f noch
zu g homotop.

Definition 6. A sei ein Teilraum von einem topologischen Raum X. A heifit
Deformationsretrakt von X falls es eine Homotopie H gibt, fiir die gilt:

H(z,0) = fiir alle x € X (1)
H(z,1) e A fir alle z € X (2)
H(a,t) =a fiir alle a € A und fiir alle ¢ € [0, 1] (3)

Definition 7. Zwei topologische Rdume X und Y heiflen homotopiedquivalent,
falls es stetige Abbildungen f: X — Y und g:Y — X gibt, sodass go f >~ 1 x
und fog~1ly.

Bemerkung 1. Dabei handelt es sich offensichtlich um eine Aquivalenzrelation.
Die Aquivalenzklassen heiflen Homotopieklassen.

Beispiel:
A C X sei ein Deformationsretrakt von X mit der zugehorigen Homotopie
H. Wihle

f:X—=A, f(x)=H(x,1)
g:A— X, f(a)

a

Dann gilt fog=1g4und go f=f=H(,1) ~ 1x.



Definition 8. Die abgeschlossene k-dimensionale Einheitskugel e¥ = {:E € RF ’x% +- 4+ m% < 1}
wird im Folgenden als eine k-dimensionale Zelle bezeichnet.
Der Rand ist S¥~' = {z € Rﬂm% 4 tai =1}

Definition 9. Sei Y ein topologischer Raum und g : S¥*~! — Y eine stetige
Abbildung vom Rand der k-dimensionalen Zelle nach Y. Dann verstehen wir
unter Y mit einer angeklebten k-dimensionalen Zelle den Raum, der aus der
disjunkten Vereinigung von Y und e* entsteht, wenn der Rand S*~! mit seinem
Bild in Y identifiziert wird.

3 Hauptteil

3.1 Keine kritischen Punkte enthalten = Homotopiedqui-
valenz

Definition 10. M® := f~1((—o0,a])

Satz 11. f sei eine glatte reellwertige Funktion auf einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit M. a < b seien reelle Zahlen, so dass die Menge f~'(|a,b]) kompakt
ist und keine kritischen Punkte enthdlt. Dann gilt: Die Mengen M® und M® sind
diffeomorph. Zusditzlich ist M® ein Deformationsretrakt von MP.

Beweis. Wiihle ein glattes Vektorfeld, das auf f~1([a,b]) mit HVV# iiberein-

stimmt und auferhalb einer kompakten Umgebung von f~!([a, b]) verschwindet.



Dann ist das Vektorfeld global Lipschitzstetig und erzeugt einen Fluss ¢;. Auf
f1([a,b]) gilt:

1
= ———————(Vf(du(2)), VI (¢e(a))) =1
IV £(e(2)])?
Daher bildet der Diffeomorphismus ¢y_q : M — M die Menge M¢ auf M? ab.

Entlang des Flusses lisst sich M? zu M® deformieren. Die zugehérige Homotopie
lautet:

d
ﬁf(@(m))

x falls f(z) <

a
H(Jf, t) = {¢t(a—f(-”ﬂ))(m) falls a < f(iE) <0

3.2 Lemma von Morse

Das Lemma von Morse ist entscheidend fiir den Beweis des néchsten Satzes.
An dieser Stelle wird nur die Aussage zitiert, den Beweis findet man im letzten
Abschnitt des Dokuments.

Lemma 12. Sei p ein nicht degenerierter kritischer Punkt einer glatten Funk-
tion f auf einer Mannigfaltigkeit M der Dimension n. Dann gibt es eine Um-
gebung U von p und lokale Koordinaten uy,...u, mit p im Ursprung, so dass
auf U gilt:

F=fp)—ui—ug— - —ul iy o g

Dabei ist \ der Index von f an der Stelle p.

3.3 Anderung der Homotopieklasse bei einem nicht dege-
nerierten kritischen Punkt

Satz 13. Sei f eine glatte Funktion auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
M wund p ein nicht degenerierter kritischer Punkt mit Index \. Es sei f(p) = c.
Angenommen, es gibt ein &, so dass f~1([c — & c + &]) kompakt ist und keine
kritischen Punkte aufler p enthdlt. Dann gibt es fir geniigend kleine € einen
Deformationsretrakt von MV, der durch Anheften einer \-dimensionalen Zelle
an M™% entsteht.

Bemerkung 2. Wenn f~!([c — &,c + £]) kompakt ist, folgt fiir ¢ < &, dass
f~ (e — &,c + €]) als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge auf
einer Mannigfaltigkeit ebenfalls kompakt ist.

Um den Satz zu beweisen, gehen wir folgendermaflen vor:

Wir werden eine Funktion F' konstruieren, die in einer Umgebung von p
kleiner als f ist und sonst mit f iibereinstimmt, so dass die Mengen M°™¢ und
F~1((—00, c+¢]) identisch sind. Die Menge F'~!((—o00,c—¢]) besteht aus M¢—¢
und einer Region H um p, in der sich eine an M™% geeignete A-dimensionale
Zelle e* befindet. Weiterhin hat F' die gleichen kritischen Punkte wie f.

Da F~!((c —¢,c+¢]) keine kritischen Punkte enthélt, folgt mit dem letzten
Satz, dass F~1((—o0,c — €]) ein Deformationsretrakt von M¢*¢ ist.

Im niichsten Schritt wird F~!((—o0,c —€]) zu M~ U e deformiert.
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Oben in der Abbildung ist die Aussage des Satzes dargestellt. Darunter sieht
man die Nivaumengen der Funktionen f und F' im Vergleich.

Beweis. Nach dem Lemma von Morse ist f auf einer Umgebung U von p von

der Form
2 2

f=c—ui—uj— - —ui+ui,, oo tul
Wahle ¢ so klein, dass
o (¢ —e,c+ ¢) kompakt ist und keine kritischen Punkte enthélt,
e die Kugel B 5-(0) im Bild der Einbettung (u1,...,u,) : U — R" liegt.

Wir betrachten das Bild der Einbettung (u1,...,u,): U — R™.

Wir schreiben w = u_ +u4, wobei u = (uq,...,up), u— = (u1,...,ux,0,...,0),
Uy = (07"‘707u>\+17°"7un)'
Mit e* bezeichnen wir die Menge {ul ||u|® < &, u,. = 0}.

Nun wird eine glatte Funktion F' konstruiert, die folgende
Eigenschaften erfiillt:




o F71((—o0,c — ¢]) enthilt die Menge M2 U e,
o F1((—oco,c+¢]) und f~1((—o0,c+¢]) = M stimmen iiberein.
e Die Menge F'~!([c — ¢, ¢+ ¢]) enhilt keine kritischen Punkte.

Wir wollen F' konstruieren, indem wir eine glatte, nicht negative Funktion
von f subtrahieren, die aulerhalb einer Umgebung von p verschwindet. Wie
konnte diese Umgebung aussehen?

e Sie sollte eine Umgebung von e* enthalten.

e Damit F~1((—o0, c+¢]) = M**¢, wihlen wir eine Umgebung, die in M¢+e
enthalten ist.

Als Triger von f—F kommt zum Beispiel der Ellipsoid F := {u‘ [l - I1? + 2 [lus ||2 < 28}

infrage. Tatséchlich werden wir f — F' so wéhlen, dass f — f zum Rand von F
hin kleiner wird und spétestens ab dem Rand gleich 0 ist.

Lemma 14. Der Ellipsoid E liegt in M¢T¢.
Beweis. Aus |[u_|* + 2 |lug||* < 2¢ folgt

2 2 1 2 2
f=e=llu-|"+lusl” < e+ Slllu- "+ 2[lus 7)) S e+

O

Korollar 1. Wenn F < f gilt und der Trager von f — F in E liegt, folgt
F1((—00, ¢+ €]) = Me+

Zur Vereinfachung der Schreibweise fithren wir folgende Funktionen ein:

Definition 15.

E(u) = flu-|* = uf + -+ 0}
() =llur|” =uips +o +uy
Damit ergibt sich:
f=c+&—n.

E={¢+2n < 2}



Wir setzen F := f— pu(§+2n) = c—&+n—u(€+2n), wobei p: R — R eine
glatte Funktion ist, die folgenden Bedingungen geniigt:

Die Konstruktion der Funktion F' ist damit abgeschlossen. Wir wissen, dass
F~1((—o00,c+¢€]) = M und dass die Menge F~1([c — ¢, ¢ + €]) keine kriti-
schen Punkte enthélt. Als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Teilmenge
e —¢e,c+e¢]) ist auch F~Y([c — ¢, ¢ + €]) kompakt.

Korollar 2. F~1(oo,c — ¢]) ist ein Deformationsretrakt von MTe.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass M Ue? eine Deformationsretrakt von
F~1((00,c—¢]) ist. Dabei wissen wir schon, dass M Ue* C F~1(oc0, ¢ —¢]) gilt.

[lu—]]
A

[t |

Die Menge F~1((—o00, c—¢]) besteht aus M~ und einer Region H = F~1((—o0, c—
g])\ M¢~¢. H enthilt die Menge e*. Offensichtlich sind die gemeinsamen Punkte
von e* und M°~¢ genau die Randpunkte von e, sie liegen im Rand von M.

Wir deformieren die Menge M°¢~¢ U H auf M~ ¢ Ue*, indem wir H vertikal
zusammenziehen.

Zur Definition der Deformation D unterscheiden wir drei Fille:

Fall 3 llu+

Fall 2 Fall 2

Fiir den zweiten Fall u € H und £ > ¢ definieren wir

€—¢
.

s =1—t+t




Die Funktion D lautet:

u_ +tuy firue H,§ < eps
D(t,u) = qu_ +suy firue H(>e
U fiir w € M

Man priift leicht nach, dass D stetig ist und dass D die Menge F~!((—o0,c—¢])
auf M~ Ue* deformiert. O

3.4 Beweis des Lemmas von Morse

Im Beweis haben wir das Lemma von Morse verwendet, das wir noch nicht
bewiesen haben. Das soll an dieser Stelle nachgeholt werden. Zur Erinnerung
hier noch einmal die Aussage:

Lemma 16. Sei p ein nicht degenerierter kritischer Punkt einer glatten Funk-
tion f auf einer Mannigfaltigkeit M der Dimension n. Dann g¢ibt es eine Um-
gebung U von p und lokale Koordinaten uy,...u, mit p im Ursprung, so dass
auf U gilt:
F=Fp) =i —ug = —uX + w3y oy
Dabei ist X der Index von f an der Stelle p.
Zum Beweis benttigen wir noch folgendes Hilfslemma:

Lemma 17. f sei eine glatte Funktion in einer konveren Umgebung von O in
R™ mit f(0) = 0. Dann gibt es glatte Funtion gi,...,gn, so dass

n
f(xla' ..,l‘n) = ingi(xla"'7xn)
i=1

und zusdtzlich g;(0) = ggi (0).

Beweis.
df (txy, ..., tay) 1
fla, .. an) = /Of(ldt”dt /Zaxl (tay, ... tay) - zdt.
N 1 oaf
Man wéhle g;(21,...,2,) = [; ga-(tz1,. .. tap)dt. O

Beweis. Das Hilfslemma werden wir verwenden, um f #hnlich wie eine Bili-
nearform durch eine Matrix h;; darzustellen, wobei die h;; Funktionen sind:
ey, n) =300 2y hij(z1, . @) - @i, 2. O. B. d. A. sei der nicht degene-

rierte kritische Punkt p von f der Punkt 0 in R™ und f(p) = f(0) = 0. Dann
gilt:

n
f(xlv' "amn) = Zwigi(mla"'7xn)
i=1

wobei ¢;(0) = %(0) =0, da 0 ein kritischer Punkt ist. Daher gilt auch fiir g;:

n
9i(Z1, ..., xn) = ijhij(ml, cey X))
j=1



Insgesamt folgt

n

f(.’,El,...,In) = Z hij(x17' ..,In) '1‘717'Ij.

ij=1

Die Matrix h;; ist in jedem Punkt symmetrisch. Im néchsten Schritt soll
die Matrix h;; diagonalisiert werden, so dass in der Diagonalen nur Einrédge 1
und —1 stehen.Das geschieht induktiv, wobei die Matrix nach jedem Schritt die
folgende Gestalt hat:

+1
+1

hgj
Die Restmatrix h;j ist dabei wieder symmetrisch und regulér.

Bei einer nicht ausgearteten symmetrischen Bilinearform wéhlt man dazu
schrittweise eine neue Basis, wodurch die neuen Koordinaten definiert werden.
Genauso, wie sich dabei die neuen Koordinaten aus den alten ergeben, werden
wir auch in diesem Fall die neuen Koordinatenfunktionen definieren.

Wir nehmen induktiv an, dass wir vor dem r-ten Schritt Koordinaten x4, ...z,
gewahlt haben, so dass

flxy,...xp) =422 £22 | + Z Hij(z1,...,20)x;, 25
nj2r

H;; ist symmetrisch und in einer Umgebung U von 0 regulér. Daher lassen sich
die letzten n — r + 1 Koordinaten so veréndern, dass H,.,. # 0 auf U gilt. Es sei
9=/|Hp|.

Mit y; = a; fir i # r und y, = g (v, + >0, i - 57:) erhilt man neue
Koordinaten , fiir die gilt:

Frsyn) =Fyi 2 ur+ Y Hys o yn)yis v
1,5>T

Nach dem Umkehrsatz gibt es eine Umgebung, auf der yq, ...y, Koordina-
tenfunktionen sind. Nach Umsortieren steht vor den ersten A\ Koordinaten ein
Minus. Dann ist A offensichtlich der Morseindex von f. O]
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