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1 Hyperbolizitit und Anosov-Fliisse

Im folgenden bezeichne (M, g) eine kompakte, glatte Mannigfaltigkeit mit Riemannscher
Metrik g.

Lokal kénnen dynamische Systeme durch lineare Abbildung approximiert werden, durch
ihr Differential. Besitzt das Differential eine kontrahierende und eine expandierende
Richtung, dann spricht man von Hyperbolizitdt. Dieser Begriff wird hier néher erklért
und in Zusammenhang mit (geodétischen) Fliissen auf Mannigfaltigkeiten gestellt.

Definition. Sei f: M — M ein Diffeomorphismus. Eine kompakte, f—invariante Teil-
menge A C M heifit hyperbolisch, falls es fiir alle p € A eine d,, f-invariante Spaltung

T,M = E; ® E)
und Konstanten £ > 0 und 0 < p < 1 < p gibt, so dass:

ldpf™ (W) < kp"|[v]] Yn >0, ve Ey
ldp ™" ()| < kp™"[|v]] ¥n >0, v e E,

Ist A = M, dann heifit f Anosov Diffeomorphismus.

Beispiel. Betrachte den durch L := (2 1) induzierten Diffeomorphismus

1 1
Fr:T? -T2, (z,y) == 2z 4+y,z+y) mod 1

Die lineare Abbildung d(o o)FL : T(O 0)T2 — T(O,O)Tz hat die Eigenwerte A1 = 3+2\C5 > 1
und Ay = 3= f € (0,1) und es gilt

Ti0,0)T? = Big(d(0,0)FL. A2) ® Eig(d(0,0)Fr, A1)
Diese Spaltung ist offensichtlich d(g gy F~invariant und fiir v € Eig(d(o,0)FL, A2) folgt:
do0)Fr(v) = Xv = || (doFr)" (0)] = A3|v]
Ebenso erhalten wir fiir v € Eig(dg,0)FL, A1):
—1 TL —n
diooyFr(v) = v = (dooyFr) () =AT"v = || (dooyFr) " @) = A" vl

Nun betrachten wir ¢, : T? — T?, v — p + v. Das Differential d0,0)tp : T(Oyo)"]l“2 — TpT2
ist ein linearer Isomorphismus und damit erhalten wir fiir alle anderen Punkte p € T?

folgende Spaltung des Tangentialraumes:

T,T* = dio,0)tp(Big(d(0,0)FL, A2)) @ d(o,0)tp(Eig(d(0,0)FL, A1)



Definition. Sei ¢' : M — M der Fluss eines Vektorfeld X auf M. Eine kompakte,
¢'~invariante Teilmenge A C M heifit hyperbolisch, falls es fiir alle p € A eine d,¢'—

invariante Spaltung
T,M = E) & E; & B

mit Eg = RX(p) und Konstanten £ > 0 und 0 < p < 1 < p gibt, so dass:

ldpg" ()l < kp'|lvll ¥t >0, v e Ep (1)
ldpe™" (V)| < kp "0l V>0, v € By (2)

Ein Fluss ¢; : M — M heifit Anosov, falls ganz M eine hyperbolische Menge ist.

Bemerkung. In [2] wird gezeigt: Der geodiitische Fluss einer kompakten, Riemann-
schen Mannigfaltigkeit mit negativer Schnittkriimmung ist Anosov. Als Anwendung des
folgenden Theorems von Wojtkowski werden wir dies fiir den Fall dim M = 2 beweisen.

2 Theorem von Wojtkowski

Bemerkung. Sei ¢! : M — M der Fluss eines Vektorfeld X auf M. Dann gilt:
dpe' (X (p)) = X(¢'(p)) Yp € M

Betrachte den Quotientenvektorraum T M :=T,M / RX (p) mit kanonischer Projektion
cTyM — T M. Dann ist 7o dp¢' : T,M — T¢t(p)M eine lineare Abbildung mit
]RX (p ) C ker7r o dy¢'. Also gibt es nach der universellen Eigenschaft des Quotienten-

yM, so dass folgendes

vektorraumes genau eine lineare Abbildung A; : pr — f¢t(p

Diagramm kommutiert:

T,M % Ty M

wl lﬂ

pr 75 fﬁt M
Mit der Flusseigenschaft ¢!™% = ¢! o ¢* erhalten wir

AT = Ay 04y

Satz. Sei ¢' : M — M ein Fluss zum Vektorfeld X. Dann gilt: @t st t genau dann
Anosov, falls es fir alle p € M eine At —invariante Spaltung T M = ES < E“ und
Konstanten c, A > 0 gibt, so dass fiir alle t >0 gilt:

t -\t s

A, (V)] < ce™|lo]| Vv € Ej (3)
—t —\t o

|4, ()| < ce™ ||| Vv € Ej (4)



Beweis. Eine Richtung ist einfach: Sei ¢! Anosov. Dann gilt:
T,M = T,M/RX (p) = (ES @ E} ® E*)/RX (p) = E} @ E"

wobei E; = m(E,) und Eg := m(E}). Diese Spaltung ist offensichtlich A -invariant:

Sei 0 € E; und v € By so dass 7(v) = 0, dann gilt:

Ab(#) = AL o m(v) = 7 0 dyl (v) € B
——

€E;

Auflerdem gilt:
1AL (0)]| = [ o dpg' (v)l] < lldp¢' (v)| < Kp"[[v]]

Mit A\s := —In(p) und geeignetem c; erhalten wir

N At~
14 (@) < ese™||3]]

Analog zeigt man die Invarianz von E;f und mit ¢ := max{cs, ¢y}, A = min{As, A\, }
folgen (3) und (4).

Nun zur anderen Richtung. Sei 7, M = E; @ E’; eine A -invariante Spaltung, die (3)
und (4) erfiillt. Wir wéhlen eine Riemannsche Metrik g auf M, so dass fiir alle p € M
gilt: | X (p)|| = 1 und identifizieren ZA},M mit (RX (p))*+ C T,M. Es gilt:

dpe’(v) = A(0) + g (dpe' (v), X (' () - X (6" ()

Wir setzen: R
B3 = {v+ Mp,v) - X(p) v € B3}

wobei A so gewéhlt werden muss, dass £, invariant unter dpo' ist.

dp¢' (v + A(p,v) - X (p)) = dpo' (v) + Ap,v) - X(¢'(p))
= AL (v) + (Mp,v) + g(dpo' (v), X (¢¢(p)))) - X(¢' ()

Nach Voraussetzung gilt Al (v) € E;t (p)> &1s0 fordern wir fiir die Invarianz:

Ap,v) + g(dpe' (v), X (¢ (p) = A(@' (p), A} (v)) (5)

Definiere

(0 (), X () o
d

=u(¢'(p), 4p(v) = = - (9(dp@* (v), X (6" (p)))) ls=t

u(p,v) =

Nun definieren wir:



Das Integral konvergiert und \ erfiillt tatséchlich (5):
NG A (0)) = [ a6 ). A5 (0)) ds

0

-/ w7 (p), AT(0)) dr

p,) / u(6* (p), A3(v)) ds

A( —
A(p,v) + g(dpd®(v), X (¢°(p))) [6
Ap,v) + g(dpo' (v), X (6" (p)))

Definiere analog Ej := {v + u(p,v) - X(p)| v € Eg} mit passendem p. Offensichtlich
erhalten wir RX (p) ® E, ® £} = T, M. Fiir vs € E; und v, € E} gilt fiir positive Zeiten

ldpo" (vs)Il = [| AL (05) || < ce™ | (0s)| < ko' [lvs]
ldpo ™ (wa)ll = 1A ()| < ce™I(8u)|| < k™" [lvull
wobei p:=e™*, p:=e  und k:=c. O

Definition. Es sei Q : TM — R eine quadratische Form, d.h. fiir jedes p € M ist
Qp : T,M — R eine quadratische Form auf 7,,M mit folgenden Eigenschaften

1. @ ist stetig in p.
2. Qp kann auf pr projiziert werden, d.h. fiir alle p € M, v € T, M und a € R gilt

@p(v+aX(p)) = Qp(v)

3. @ ist nicht ausgeartet auf M.
4. Die Lie—Ableitung von @ in Richtung X
LxQ:TM — R
(£xQ)p(0) 1= im0t ) (dpn(v))
ist stetig.

Dann heiit ¢ : M — M strikt monoton bzgl. der quadratischen Form @, falls die
Projektion der Lie-Ableitung auf das Quotientenbiindel T'M positiv definit ist.

Theorem von Wojtkowski. Jeder strikt monotone Fluss ¢' : M — M ist Anosov.



Beweis. Betrachte das Biindel der positiven Kegel C' := {v € TM| Q(v) > 0}und das
Biindel der negativen Kegel € := {v € TM| Q(v) < 0} bzgl. der quadratischen Form
Q. Mit C(p) bezeichnen wir den positiven Kegel am Punkt p € M.

Die stetige Abbildung

LxQ:SM — R, (p,v) — (LxQ)p(v)

nimmt auf §3/ ihr Infimum ¢; := inf{(LxQ)p(v)| (p,v) € SM?} an. Nach Voraussetzung
ist LxQ positiv definit, also ist ¢; > 0. Wir erhalten:

(LxQ)p(v) > c1 ¥(p,v) € SM
S (CxQ), (” H) > ¢ Y(p,v) € TM, v £0
=(LxQ)p(v) = cr[lv]|* V(p,v) € TM (6)
Auflerdem gibt es eine Konstante ¢y > 0 so dass gilt:
1Qp()II < e2llvll* Y(p,v) € TM (7)

Denn sei @ nicht iiberall verschwindend, sonst ist (7) trivial. Betrachte die stetige Ab-
bildung R
QI - SM — R, (p,v) = [|Qp(v)]

Sie nimmt ihr Supremum ¢ := sup{||Q,(v)||| (p,v) € SM} an, welches grofer als Null
ist da @ nicht iiberall verschwindet. Eine &hnliche Betrachtung wie bei (6) liefert die
gewiinschte Abschétzung. Aus (6) und (7) folgt mit a = 5+

2co "

%Im@(z‘ls(v)) > c1]| A (V) || = 2a|Q(A (v))]| (8)
Aus der ersten Ungleichung erhalten wir fiir alle ¢t > 0:
AY(C) C int(C) U {0} 9)
A7HC") c int(C") U {0}
Integration der zweiten Ungleichung aus (8) liefert
W > ety Al(v) € int(C) (10)

W <e 2ty Al(v) € int(C)
Nun zeigen wir, dass
Coa(p) = ﬂ Ay C07 (1) C T,M
ﬂ Ayl Cl(6(p) € T,M

t>0



eine A;;invariante Spaltung von T »M mit den Eigenschaften des vorangehenden Satzes
liefern. Es gilt:

(p) =4, ﬂ Ayi(yC (67" (p))

>0

= ﬂ Ajo Afbft(p)c(éft(l?))

t>0

= A5, C(6™ ()

t>0

= ﬂ A:‘;Jers) (¢°(p)) (¢ (s+1) ¢8( ))

t>0

= [ A (oo C (67" (0)

u>s

= () A (e C (674 (D)

u>0

= Coo(0°(p))

Also ist Coo(p) Al -invariant. Beim vorletzten Gleichheitszeichen haben wir folgendes
benutzt: Fiir to > ¢; > 0 gilt

AL 1) C(@72 (1)) C Ay () C(67" ()

(p (p
Denn setzen wir in (9) p = ¢~ *2(p) und ¢t = t5 — t1, so erhalten wir

AL C(67 () € nt(C(67" () U {0} € C67" ()

= A, O (p) :A;;,tl(p) 0 Al C(67(p)) € AL, C(67 (p)

Betrachte nun C;(p) := A ~1(p)
Konstanten c3, ¢4 > 0 so dass

C(¢~ (p)) und C1(p) = Azl C'(¢" (p)). Dann gibt es

Qp(v) 2 c3flv]® Vv € C1(p) (11)
~Qp(v) = callv]|* Yo € Ci(p)

Denn sei 0 # v € C1(p), sonst ist die Ungleichung (11) trivial. Die stetige Abbildung
@ {Hilve i)}~ R v Q)
nimmt aus Kompaktheitsgriinden ihr Infimum c3 an. Dies ist grofler als Null, da nach

(9) gilt:
0#v € Ay, C(e7" () Cint (C(¢7 (p)))



Analog folgt die Existenz von cq4.
Fiir v € Co(p) C C1(p) und t > 0 folgt:

callvl® > Qp(v) = Qp(Ap A" v) > 2 Qy(A; v) > cae®|| A ]

Mit b := /g—g erhalten wir

|4, ]| < be ™ |[v]| Vt >0, v € Co(p) (12)

Fir E;;‘ := span(Cy(p)) bleiben sowohl die expandierende Eigenschaft (12), eventuell
mit einer anderen Konstante b, als auch die Af,flnvarianz erhalten. Analog definiert

man den A!-invarianten Untervektorraum E; := span(C. (p)) und zeigt
1Apv ]l < bse™* Jul| VYt >0, v e Cl(p) (13)

fiir ein by > 0. Setzte schlieflich b := max{by, bs}.

Es bleibt zu zeigen, dass T M = ESEBE“ Dalfiir zeigen wir, dass in E“ ein [-dimensionaler
Untervektorraum liegt: Fur jedes t > 0 ist Qg-t(p) eine nicht ausgeartete quadratische
Form der Signatur (I,m). D.h. es gibt einen /-dimensionalen Unterraum auf dem die
Form positiv definit ist. Insbesondere liegt dieser in C(¢~t(p)). Da A;,t (p) €in Isomor-

phismus ist, liegt auch in A;,t(p)C (¢~ %(p)) ein [-dimensionaler Unterraum. Betrachte
nun:

G':={V c Afb,t(p)C(qﬁ_t(p)) C pr] Vist l-dimensionaler Unterraum}
Jedes G! ist nichtleer, abgeschlossenen und enthalten in der Grassmann-Mannigfaltigkeit:
Gy (T M):={V C T M| Vist l-dimensionaler Unterraum}

Sie ist kompakt und jeder endliche Schnitt iber (G?) ist nichtleer, denn fiir t5 > t; > 0
gilt: Azf,tQ(p)(UtQ) C A¢ “p )(Utl)- Also folgt: ;50 G* # 0, d.h. in Coo(p) liegt ein I

dimensionaler Unterraum und damit auch in E}j Genauso zeigt man, dass in E; ein
m~—dimensionaler Unterraum liegt. Aus (12) und (13) folgt E;jmﬁ; = (). Mit dim JA},M =
I + m erhalten wir pr = E; @ E’;j O]



3 Anwendung des Theorems von Wojtkwoski

Zuerst eine Erinnerung an die Differentialgeometrie:
Ist M eine kompakte, C*°—~Mannigfaltikeit mit Riemannscher Metrik, dann gibt es zu

jedem Paar (p,v) € TM genau eine auf ganz R definierte Geodite v(;.) : R — M mit
V) (0) =P
;Y(p,v) (0) =v

Es bezeichene SM := {(p,v) € TM]| ||v|| = 1} das Einheitsspéhrenbiindel. Nun betrach-
ten wir den geoditischen Fluss ¢! : SM — SM der gegeben ist durch

¢t (pa U) = (V(p,v) (t)7 ;Y(p,v) (t))

Dieser lidsst SM tatsdchlich invariant, denn fiir Geodéten gilt: ||¥(¢)|| = const, also
bekommen wir fiir alle ¢ und (p,v) € SM:

1Y (p,0) DI = [Y(p,0) (O)] = [Joll = 1

Eine naheliegende Frage ist nun: Wann ist ein geodétischer Fluss Anosov? Im Folgenden
wollen wir das Resultat, dass geodétische Fliisse auf kompakten Riemannschen Man-
nigfaltikeiten mit negativer Schnittkriimmung Anosov sind, fiir den Fall dim M = 2 mit
Hilfe des Theorems von Wojtkowski beweisen.

Satz. Sei M eine orientierte, kompakte, 2—dimensionale C*°-Mannigfaltikeit mit nega-
tiver (nicht notwendig konstanter) Schnittkrimmung k. Dann ist der geoddtische Fluss
Anosov.

Beweis. Betrachte die Projektion 7 : SM — M und die Liesche Gruppe S'. Es ist be-
kannt, dass (SM,w, M, S') ein Hauptfaserbiindel ist. Die fasertreue und auf den Fasern
einfach transitive Wirkung von S' auf SM ist gegeben durch:

A:SM x S'— SM ((p,v),g) — (p, gv)

Sei U eine Kartenumgebung von p € M, dann bekommen wir lokal fiir (p,v) € 7= 1(U)
folgende Zerlegung:
TpuySM = T,M & T,S"

wobei g € St so gewiihlt ist, dass v = g-e; fiir eine Orthonormalbasis {e1, €2} von T, M.
Die Faser E, := 7~ !(p) beschreibt in 7, M die Kreislinie S'. Es bezeichne % das Ein-
heitstangentialvektorfeld an E,. Damit defineren wir folgendes Vektorfeld V' € X(SM):

V.o = (0.1

Sei ¢! : SM — SM der geodiitische Fluss zu M und X € X(SM) das Vektorfeld welches
den geodétischen Fluss erzeugt:

X(p,0) 1= 5 (19 (8 Ay () =0 = (0:0)

8



Die Vektorfelder X und V sind in jedem Punkt linear unabhéngig. Betrachte nun das
Vektorfeld H = [V, X] € X(SM), welches senkrecht zu X ist. Dann bilden X, V, H
einen lokalen Rahmen fiir 7(SM) und es gilt nach [3]:

(X, H] =kV
Also bekommen wir fiir § € T(, ,)SM

dp0) @' () = 2(H) X (¢ (p,v)) +y(t)H(¢' (p,v)) + 2(t)V (¢ (p, v))

und schreiben dafiir (kurz) d¢t(¢) = 2 X +yH+2V. Wenden wir d¢~ auf diese Gleichung
an, dann erhalten wir

& = xdg™" (X(¢"(p,v)) +ydd ™" (H(¢'(p,v)) + 2dd™" (V(¢'(p, )
Differenzieren nach t und [X, Z](p) = %(dpgﬁ_t(Z(gZ)t(p)))) liefern

0= adp~" (X(¢'(p,v))) +zde~"([X, X])
+yde~" (H(¢'(p,v))) +ydo™"([X, H])
+ 2d¢~H (V (¢ (p,v))) + 2doH([X, V])
= d¢~'[2X (¢ (p,v)) + (5 — 2)H(¢' (p,v)) + (2 + k)Y (&' (p, v))]

Da das Differential ein Isomorphismus ist und X, V, H in jedem Punkt linear unabhéngig
sind, erfiillen die Koeffizienten folgende Differentialgleichungen

=0
y==z
y+ky=20

Nun betrachten wir folgende 1-Form auf SM
a: SM — U T(Z,y) (SM)> C(pw) (5) = g(d(p,v)ﬂ-(g)v U)
(pv)

Offensichtlich gilt o, .\ (V(p,v)) = 0. Wir zeigen nun, dass a,,) auch auf (H(p,v))
verschwindet: Nach Voraussetzung ist M eine orientierte, kompakte Riemannsche C°°—
Mannigfaltigkeit. Also gibt es eine fastkomplexe Struktur auf M, d.h. eine glatte Ab-
bildung J : TM — TM so dass Jp, := J|r,a ein Isomorphismus ist mit J, o .J, = —Id.
Also entspricht .J,(v) dem Vektor der bei Drehung von v um 7 entsteht. Es folgt

dpy7(H(p,v)) = J(v)
= Q(pw)(H(p,v)) =0

Aus Dimensionsgriinden erhalten wir span{H,V} = kera. Da & = 0 ist der Kern von
QAp,v) d¢!—invariant. Also bekommen wir fiir n € ker

do'(n) =yH +9V A jj+ky=0



Setze fiir £ = x(t) X (p,v) + y(t)H(p,v) + z(t)V (p,v) aus T( ,)SM
Q : T(SM) - Ra Q(p,v) (é‘) =Yz

Diese quadratische Form ist stetig und auf f(pm)S M projiziert nicht ausgeartet. Es bleibt

also zu zeigen, dass die Lie-Ableitung positiv definit ist: Sei £ € f(pﬂ,)SM = ker a(p ),
dann gilt

d ¢
LxQp) (&) = @(Q%w) (do (5)) li=0
d .
= ﬂ(Q‘%,v) (yH + yV))|t=o
d, .
= 5 Wy)
— 92 . kyQ
=22 —ky >0
Also ist ¢* : SM — SM strikt monoton und mit dem Theorem von Wojtkowski folgt
die Behauptung. ]
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