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1 Freie Gruppen

Wenn wir aus einer vorgelegten Familie (G;);e; von nicht notwendigerweise abel-
schen Gruppen das kartesische Produkt [] jed G bilden, so erhalten wir eine Grup-
pe, die alle G; als Untergruppen enthilt, in der aber Elemente aus verschiedenen
Untergruppen miteinander kommutieren, auch wenn diese Gruppen nicht abelsch
sind. Das erscheint unnatiirlich und eine allgemeinere Konstruktion, das sogenannte
freie Produkt, erlaubt die Bildung eines Produktes einer Familie, die die einzelnen
Gruppen der Familie als Untergruppen enthélt und in der diese Kommutativitét
nicht auftritt. Der Begriff der freien Gruppe und des freien Produktes sind Kon-
struktionen von Gruppen, mit denen wir es oft zu tun haben werden. Die notwendige
formale Arbeit bringt einigen Lohn.

Wir fangen an mit

Definition 1 Eine Menge A nennen wir Alphabet. Eine formale Potenz a* mit a €
A und k € Z nennen wir eine Silbe. Ein Wort ist eine endliche Folge af'a4? - - - akr
von Silben. Die Folge der Lénge Null heifit leeres Wort oder 1. Die Menge aller
Worter iiber dem Alphabet A wollen wir mit W (.A) bezeichnen. Schlielich definie-
ren wir ein Produkt W(A) x W(A) — W(A) vermége (z,y) — x -y = xy, welches

wir als formales Produkt oder Konkatenation bezeichnen.

Diese Verkniipfung ist offensichtlich assoziativ und das leere Wort ist rechts- und
linksneutral. Also ist (W (A),-) eine Halbgruppe. Wir fithren nun eine Relation
~C W(A) x W(A) ein mit den folgenden Kiirzungsregeln: Fiir U,V € W(A) und
a € A, p,q€Z gelte

Typl:  Ud’V ~ UV,
Typ2: UaPalV ~ UaPtiV.

Wir setzen nun ~ zu einer Aquivalenzrelation fort. Zwei Worte sollen genau dann
dquivalent sein, wenn das eine durch eine endliche Folge von Kiirzungen (Typl,2)
oder Erweiterungen in das andere transformiert werden kann. Wir bezeichnen dann
F[A] := W(A)/ ~ als die Menge der Klassen unter dieser Aquivalenzrelation. Wir
setzen fiir Aquivalenzklassen [u], [v] € F[A] eine Multiplikation an mit [u] - [v] :=
[u - v]. Wir werden sehen, dass diese Multiplikation wohldefiniert ist.

Satz 1 (F[A],-) ist eine Gruppe. Wir nennen diese Gruppe die freie Gruppe iber
A.



BEWEIS Zur Wohldefiniertheit der Multiplikation. Es seien u ~ @ und v ~ v adqui-
valente Worter, die also durch elementare Kiirzungen/Erweiterungen ineinander
iiberfithrt werden kénnen. Da diese Erweiterungen auch auf das Wort uv angewen-
det werden kénnen, ist uv ~ @9. Wegen [1] - [u] = [1 - u] = [u] fiir alle [u] € F[A] ist
[1] neutrales Element und die Multiplikation ist offenbar assoziativ. Auflerdem gilt

fiir ein beliebiges Wort u = a¥* - ak»
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und somit besitzt jedes Element aus F[A] ein Inverses. O

Definition 2 Es sei G eine Gruppe und E C G eine beliebige Teilmenge. E heifit
Erzeuger von G, falls "{H < G: E C H} = G gilt.

Beispiel 1.1
{1} erzeugt die Gruppe Z der ganzen Zahlen. Auch Z erzeugt Z. Die Freie Gruppe
F[A] iiber dem Alphabet A wird von von [A] = {[a] : a € A} erzeugt.

Definition 3 Es sei G eine Gruppe. Ein Erzeuger E von G heifit eine freie Basis,
wenn es fiir alle Gruppen H und Abbildungen ¢ : E — H (von Mengen) genau
einen Gruppenhomomorphismus ® : G — H gibt mit ®|g = ¢. Wir nennen eine
Gruppe G heif3t frei, wenn sie iiber eine freie Basis verfiigt.

Damit sind freie Gruppen iiber eine universelle FEigenschaft charakterisiert. Eine
Gruppe G mit freier Basis E erlaubt somit fiir jede Gruppe H ein kommutatives
Diagramm, wenn wir die Inklusion ¢ : £ < G betrachten, so dass gilt ¢ = 1.

Satz 2 FEine Gruppe G ist genau dann frei, wenn es ein Alphabet A gibt, so dass
gilt G = F[A].

BEWEIS Es sei G & F[A]. Dann ist [A] eine freie Basis von F[A], denn fiir je-
de Abbildung ¢ : [A] — H und jede Gruppe H ist durch ®([a**---akr]) =
é(a)® - ¢(an)* die Fortsetzung zu einem Homomorphismus gegeben. Das ist
wohldefiniert, da die Kiirzungsregeln auch in H gelten. Das liegt daran, dass wir
jede Gruppe H als Z-Modul auffassen kénnen. Andersherum sei F eine freie Basis
von G. Dann betrachten wir die freie Gruppe F[E] iiber dem Alphabet FE und die
Mengenabbildung « : E — F[E] mit e — [e] und 5 : [E] — G mit [e] — e. Dann
lasst sich « zu einem Homomorphismus ¢ : G — F[E] fortsetzen und § zu einem
Homomorphismus 1) : F[E] — G fortsetzen. Wegen ¢|p = o und 9|5 = 3 gilt
¢ oY|p) = id und ¢ o ¢|p = id. Weil sowohl E als auch [E] Erzeuger sind, miissen
nun ¢ ot und 1 o ¢ Identitéiten sein. |

Es 148t sich nun beweisen, dass zwei freie Gruppen mit gleichméchtigen Basen iso-
morph sind. Es gilt aber auch, dass freie Gruppen mit Basen unterschiedlicher
Michtigkeit nicht isomorph sind. Damit kénnen wir den Rang einer freien Gruppe
als die Michtigkeit einer (und damit jeder) freien Basis dieser Gruppe definieren.



2 Reduzierte Worte

Das Problem, fiir zwei gegebene Worte u,v € W(A) zu entscheiden, ob u ~ v gilt,
heifit das Wortproblem. In der freien Gruppe F[A] gibt es dafiir einen effizienten
Algorithmus. Im Allgemeinen ist die Losung des Wortproblems alles andere als
trivial.

Definition 4 Ein Wort heifit reduziert, wenn keine elementare Kiirzung anwendbar
ist, d. h. wenn kein Exponent 0 ist und es keine Silben mit demselben Buchstaben
nebeneinander gibt.

Da Kiirzungen die (endliche) Wortlinge verkleinern, gibt es in jeder Aquivalenz-
klasse mindestens ein reduziertes Wort.

Definition 5 Die Standardkiirzung eines Wortes w € W(A) ist die Folge w =
w© wl, . w™ =w,, wobei fiir 1 < i < m das Wort w(+1) durch eine elementare
Kiirzung an der ersten moglichen Stelle aus w® hervorgeht und w, reduziert ist.

Ein Wort w ist also genau dann reduziert, wenn u = wu,. Bei Worten der Form
Ua*a®V ist zwar nicht eindeutig festgelegt, welche Kiirzung anzuwenden ist, aber
die Folge ist trotzdem eindeutig.

Satz 3 Fiir zwei Worte u,v € W(A) gilt u ~ v <= u, = v..

3 Das freie Produkt von Gruppen

Bei der Definition der freien Gruppe wurde aus zu den ganzen Zahlen isomorphen
Gruppen (den Silben) eine neue Gruppe konstruiert. Dieser Vorgang lisst sich auch
fiir Familien von Gruppen durchfithren und liefert das sogenannte freie Produkt
einer Familie von Gruppen.

Definition 6 Wenn wir in der Definition von F|[A] anstelle der Silben a* eine
beliebige Familie von Gruppen (G;);er zulassen und folgende Kiirzungsregeln fiir
Worte U,V iiber den G; definieren mit

Typ 1: Ue;V ~ UV fiir alle neutralen Elemente e; € G;,
Typ 2: UabV ~UcV fir a,b € G; mit ab = ¢,

so erhalten wir das freie Produkt der Familie.

Beispiel 3.1

Wir betrachten das freie Produkt Zo * Zs. Wegen a? = e = b? besteht diese
Gruppe aus dem leeren Wort e und allen Worten a, b, ab, ba, aba, bab, abab, baba, . . ..
Wir betrachten nun den Gruppenhomomorphismus ¢ : Zs * Zs — Zo, der je-
des Wort auf seine Lange modulo 2 abbildet. Dieser Homomorphismus ist offen-
sichtlich surjektiv und der Kern besteht aus allen Worten gerader Lange. Wegen
ab = (ba)~! ist der Kern eine unendlich zyklische Gruppe, also isomorph zu Z. Da-
mit ist (Ze*Zs)/Z = 75 und die Gruppe lisst sich als ein semidirektes Produkt deu-
ten. Jetzt hingegen bertrachten wir die Symmetriegruppe D, die auf die in der reel-
len Geraden eingebetteten ganzen Zahlen wirkt. Diese wird von den zwei Elementen
t:z— x+1und s: 2 +— —z erzeugt. Die Elemente sind ...,t72,t 1 e, t,t2,. ..
und t2s,t"1s, s,ts,t%s, .. .. Dabei ist e die Identitiit, die das neutrale Element ist.
Es gilt t72(z) = x — 2, was eine Translation um zwei nach links ist; weiter ist
ts(z) = t(—x) = 1 — x. Also ist ts eine Spiegelung um den Punkt 1/2. Wegen
st(r) = s(x+1) = —x—1und t 's(z) = t71(—x) = —2x — 1. Also hat diese Gruppe
die Prisentation Do, = (s,t| s, tsts™1). Es gilt Zy * Zy = D




4 Die Fundamentalgruppe

Homdéomorphie ist die stiirkste Aquivalenzrelation fiir topologische Raiime und die
algebraische Topologie hat Invarianten zutage geférdert, die es etwa ermdglichen, zu
sagen, dass zwei gegebene topologische Rdume nicht homdomorph sind, ohne dabei
den schwierigen Beweis fithren zu miissen, dass es keinen Homdomorphismus gibt.
Mit den Sédtzen der allgemeinen Topologie haben wir Kriterien wie Kompaktheit,
abzihlbare Basis oder Zusammenhang: Das Intervall [0, 1] kann nicht hom&omorph
zu (0,1) sein, weil der erste Raum kompakt ist und der zweite nicht. Die reelle
Gerade R ist nicht homGomorph zur langen Gerade L, da der erste Raum eine
abzéhlbare Basis fiir die Topologie hat und der zweite nicht. Weiter kann R nicht
homoomorph zu C sein, da nach Entfernen eines Punktes R nicht mehr zusam-
menh#ngend ist, wohl aber C. Diese Methoden geben aber keine Methode um zu
entscheiden, ob R? und R?® hom6omorph sind. Das erste neue Kriterium ist das des
einfachen Zusammenhangs.

5 Homotopie von Wegen

Seien (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Rdume und f,g: X — Y stetige Abbildun-
gen. Wir nennen f homotop zu g wenn es eine stetige Abbildung H : X x [0,1] —» Y
gibt mit H(x,0) = f(z) und H(z,1) = g(x) fur alle 2 € X. Wir schreiben dann
f =~ g. Eine konstante Abbildung nennen wir nullhomotop. Wenn wir nun Wege in
X betrachten, also stetige Abbildungen +,6 : [0,1] — X mit gleichem Anfangs- und
Endpunkt v(0) = §(0) = a und v(1) = §(1) = b, so ist eine Homotopie von v nach
J eine stetige Abbildung H : [0, 1] x [0,1] — X, so dass

H(S’O) :'7(3), H(Svl) = 5(3)7
H0,) =a, H(1,t)=b.

Lemma 1 Die Relationen f ~ g und v ~, § sind Aquivalenzrelationen.

Vor dem Beweis brauchen wir noch ein einfaches Lemma, welches wir spiter immer
wieder anwenden werden:

Lemma 2 (Verklebelemma) Es seien X,Y topologische Riume und X = AUB
eine Zerlegung in abgeschlossene Teilmengen und f : A — Y und g : B — Y
stetige Abbildungen mit f(x) = g(x) fir x € AN B. Dann gibt es genau eine stetige
Abbildung h: X =Y, so dass h|a = f und h|g = g.

BEWEIS Es sei C abgeschlossen in der Topologie von Y. Dann ist h=(C) = f~}(C)u
g H(C). Weil f stetig ist, sind die Urbilder unter f von in Y offenen Mengen offen
in A. Das gleiche gilt fiir g. Dann ist aber f~!(C) aber auch abgeschlossen wie auch
g 1(C). Weil endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind,
ist damit h~!(C) abgeschlossen und damit stetig. O

BEWEIS Es ist f ~ f, denn H(x,t) = f(x) ist eine Homotopie. Ist nun f ~ ¢, so
sei die Homotopie durch H (z,t) gegeben. Dann ist aber G(x,t) := F(z,1 —t) auch
eine Homotopie, die g ~ f zeigt. Schliefflich sei f ~ g und g ~ h mit Homotopien
H(z,t) und G(z,t) gegeben. Wir zeigen nun f ~ h, indem wir eine Homotopie
F: X x[0,1] =Y definieren vermoge

| H(z,2t), te]0,3]
Fla,t) = {G(m,Qt —-1), te[i1].

Das ist wohldefiniert, weil F(x,1/2) = H(z,1/2) = G(x,1/2). Weil F' auf den
Unterrdumen X x [0,1/2] und X x [1/2, 1] stetig ist, so folgt auch die Stetigkeit auf
X % [0,1] nach Lemma (2) und damit ist auch F' eine Homotopie. O



Wir bezeichnen nun die Homotopieklasse von f mit [f], also
1=A{f:00,1] = X f> [}

Definition 7 Wir bezeichnen einen Weg v : [0,1] — X als nullhomotop, wenn er
homotop ist zu einem konstanten Weg ¢, mit ¢(¢t) = z fir alle 0 < ¢t < lund z € X.

Lemma 3 Fiir belicbige Wege v : [0,1] — X sind v+ 7 und 7 * v nullhomotop.
Homotopiedquivalenz wird durch Komposition erhalten.

Lemma 4 FEs seien fo, f1: X =Y und go,91 : Y — Z stetige Abbildungen topolo-
gischer Raume und fo ~ f1 und go ~ g1. Dann gilt go o fo ~ g1 0 f1.

PROOF Die Homotopien seien F' : X x [0,1] = Y und G : Y x [0,1] — Z. Dann
definieren wir eine Homotopie H : X x [0,1] — Z mit H(x,t) = G(F(z,t),t).
Diese Abbildung erfillt H(z,0) = G(F(x,0),0) = F(fo(x),0) = go(fo(x)) und
H(z,1) = G(F(x,1),1) = G(f1(2),1) = g1(f1(2)). 0

Wir kénnen fiir Wege ein Produkt erkléren, wenn der Endpunkt des einen Weges
der Anfangspunkt des anderen ist.

Definition 8 Esseien 7,0 : [0,1] — X Wege in X mit (1) = §(0). Dann definieren
wir das Produkt v § als

v(2s), s €0,5]
x0)(s) =
(rx0)(s) {5(28 -1), sel3,1].
Das ist dann wohldefiniert und auch stetig und somit ein Weg in X. Den inversen
Weg 7 zu 7 bezeichnen wir mit J(¢) = (1 — t). Der konstante Weg um xg ist ey,
also ey, (t) = xo fiir alle ¢.

Wir sehen nun, dass dieses Produkt von Wegen auch auf den Aquivalenzklassen von
Wegen in einem topologischen Raum X wohldefiniert ist.

Diese Verkniipfung erfiillt nun alle Gesetze, um die Struktur einer Gruppe zu
erfilllen. Allerdings ist dieses Produkt nicht fiir alle Elemente aus dem Raum der
Homotopieklassen aller Wege in X erfiillt, sondern nur fiir diejeningen, die verbind-
bar sind. Wir schreiben also [f] * [g] = [f * g]. Die Wohldefiniertheit lesen wir daran
ab, dass fiir Wege f, f’,9,¢' in X und f’ € [f] und ¢’ € [g] und

Beispiel 5.1

Es ist m1(R™, z9) = {1} fiir einen beliebigen Basispunkt zg € R™ und ebenso gilt
fir jede konvexe, zusammenhéingende Teilmenge X C R™ und jeden beliebigen
Basispunkt x¢ € X, dass die Fundamentalgruppe trivial ist. Das sehen wir daran,
dass jede Schleife v um =z homotop ist zur konstanten Abbildung e,, vermoge der
Homotopie

H(s,t) = (1= s)3(t) + 5 - e, (0).

Wie sieht es nun mit der Bedeutung des Basispunktes aus? Ist die Wahl eines
ausgezeichneten Basispunktes wichtig? Dieser Frage werden wir uns nun widmen.

Definition 1 Es sei X ein topologischer Raum und zg,z; € X beliebige Punkte
und « ein Weg, der xp mit x; verbindet. Dann definieren wir eine Abbildung

G (X, ) — m (X, xq)

vermége &([f]) = [a]  [f] * [o].



Diese Definition ist wohldefiniert, da * keine Probleme bereitet und f eine Schleife
um g ist; also ist @x* (f * «) eine Schleife um x;. Damit bildet & die Fundamental-
gruppen entsprechend ab. Nun verwundert nicht weiter, dass

Satz 4 (Wechsel des Basispunktes) Die Abbildung & ist ein Isomorphismus von
Gruppen.

BEwEIs Die Homomorphieeigenschaft zeigen wir mit
a([fNadlgl) = ([@ = [f] = [a]) * ([a]
= [a] = [f] * [g] * [a] = &([f = g]).

Um zu zeigen, dass & ein Isomorphismus ist, nehmen wir (8 = @ als den zu « inversen
Weg. Wir wollen zeigen, dass dann 3 = &~ ! gilt. Wir berechnen fiir jedes Element
[h] € m (X, 21)

Analog zeigen wir 3(&([f])) = [f] fiir alle [f] € 71 (X, z0). O

Beispiel 5.2

Es sei G eine topolgische Gruppe; also eine Gruppe (G, e), die zugleich ein topolo-
gischer Raum ist, so dass die Abbildungen G — G mit g — ¢~ ! und G x G — G,
(g,h) — g e h stetig sind. Dann ist die Fundamentalgruppe m1(G) abelsch. Das
sehen wir ein, wenn wir Schleifen ~,¢ : [0,1] — G um das Einselement e von G
betrachten. Wir haben nicht nur die Multiplikation 7 * ¢, sondern auch eine Mul-
tiplikation e von Wegen mit (y e §)(t) = ~(t) @ 6(t). Weil die Multiplikation in G
stetig ist, haben wir damit auch einen Weg bei e. Diese Multiplikation ist nicht nur
fiir Wege wohldefiniert, sondern auch fiir die Homotopieklassen von Wegen! Dazu
iiberlegen wir uns, dass wir fiir eine Homotopie F' zwischen unserem Weg v und ei-
nem Weg +' und einer Homotopie G zwischen ¢ und ¢’ eine Homotopie H zwischen
v o6 und ' e ¢’ erhalten, indem wir einfach H(s,t) := F(s,t) ¢ G(s,t) ansetzen.
Wir suchen eine Homotopie, die zwischen v e § und ¢ e v fiir alle Wege , 9 bei e
vermittelt. Unsere Homotopie H(s,t) soll v(¢t) e §(¢) enthalten und von links mit
etwas multipliziert werden, dass fiir s = 0 gleich dem Einselement und fiir s = 1
gleich y(t)~! ist. Weiter wollen wir von rechts etwas heranmultiplizieren, dass fiir
s = 0 gleich dem Einselement ist und fiir s = 1 gleich +(¢). Schlielich brauchen wir
noch H(s,0) = H(s,1) = e fiir alle 1 < s < 1. Die Losung ist

H(s,t) = (st) ™" o y(t) o 8(t) o (st).

6 Uberlagerungen

Definition 9 Sei X ein topologischer Raum. Eine Uberlagerung von X besteht aus
einem topologischen Raum X und einer stetigen Abbildung p: X — X, so dass es
fiir alle x € X eine offene Umgebung U von x mit den folgenden Eigenschaften gibt:

1. Das Urbild p~1(U) ist die Vereinigung einer Familie (ﬁj)je 7 paarweiser dis-
junkter offener, nichtleerer Mengen aus X.

2. Fiir alle j € J ist p|L~,j : U; — U ein Homéomorphismus.



Wir nennen p auch die Uberlagerungbabblldung und X den Uberlagerungbraum
Weiter nennen wir eine Uberlagerung wegzusammenhiingend, wenn sowohl X als
auch X wegzusammenhiingend sind. Fiir € X heiBt p~!(z) die Faser iiber .

Wir sagen dann auch, dass eine solche Umgebung U von x gleichméfig iiberlagert
wird. Fiir # € p~'(z) sagen wir auch, dass # iiber z liegt und die Mengen U
nennen wir auch die Blédtter iiber U. Ein anschauliches Beispiel ist fiir einen Raum
X ist der Uberlagerungsraum X = X x {1,...,n} fiir eine natiirliche Zahl n. Die
Uberlagerungsabbildung sei p : X — X sei gegeben durch p(z,i) = x. Wenn wir uns
X als einen Pfannkuchen vorstellen, dann besteht X aus n iibereinandergestapelten
Pfannkuchen.

Beispiel 6.1

Die reelle Gerade iiberlagert die Einheitskreislinie vermoge p : R — S, p(t) =
e?™ Dies ist eine unendlich-blittrige Uberlagerung. Die S' kann auch ihr eige-
ner Uberlagerungsraum sein. Dazu betrachten wir die Abbildung p : z — 2™ mit
einer natiirlichen Zahl n. Die Faser iiber z € S! besteht dann aus den Punkten
(Y%,Cz,...,(" 1z, wobei ( eine n-te Einheitswurzel ist. Also haben wir damit eine
n-bléttrige Uberlagerung; eine gleichmifig iiberlagerte Umgebung von z ist dann

jeder offene Kreisbogen der Lénge < 27 /n.

Wir werden sehen, dass dies im wesentlichen (d. h. bis auf Aquivalenz) die einzigen
Uberlagerungen der S! sind.

Lemma 5 Seip: X — X eine Uberlagerung und U eine gleichmdfig iberlagerte
Umgebung fir ein x € X. Dann gilt:

1. Ist X zusammenhdngend, so sind je zwei Fasern gleichmdchtig. Diese Kardi-
nalitdt nennen wir die Bldtterzahl der Uberlagerung.

2. Fiir v € X ist die Faser p~*(z) ein diskreter Teilraum von X .

3. Sei AC X ein zusammenhdngender Unterraum des Uberlagerungsmumes und
p(A) C U. Dann gibt es ein Blatt U; iiber U mit A C Uj.

4. Istx € V C U fiirU eine offene Umgebung von x, so wird auch V' gleichmdfig
iberlagert.

5. Die gleichmdfig tiberlagerten Umgebungen in X bilden eine Basis fir die To-
pologie von X und die dariberliegenden Blitter bilden eine Basis fir die To-
pologie von X.

6. Die Uberlagerungsabbildung p ist eine offene, surjektive Abbildung und ein
lokaler Homdomorphismus.

BEWEIS 1) Fiir je zwei Punkte z,y € U haben die Fasern p~*(x) und p~!(y) durch
den Homéomorphismus p|y die gleiche Michtigkeit. Damit ist die Menge aller Punk-
te x € X mit vorgegebener Kardinalitit der Fasern offen in X. Wenn wir nun
die Vereinigung bilden, so ist dies eine disjunkte Vereinigung. Weil X als zusam-
menhéngend angenommen wurde, ist die Aussage damit klar. 2) folgt sofort aus der
Eigenschaft einer Uberlagerung, dass p|y ein Homdomorphismus sein soll. O

Hiermit sehen wir insbesondere, dass der Begriff der Blatterzahl wohldefiniert ist.

Definition 10 (Aqulvalenz von Uberlagerungen) Gegeben sei ein topologischer
Raum X und zwei Uberlagerungen p : X — X und p/ : X’ — X. Wir nennen die
Uberlagerungen dquivalent, wenn es einen Homéomorphismus f : XX gibt mit

pof=np.



Ein solcher Homéomorphismus ist fiir alle Punkte des Basisraumes eine Bijektion
zwischen den Fasern unter den Uberlagerungen und daher nennen wir einen sol-
chen Homoomorphismus auch fasertreu. Unser Ziel ist nun eine Klassifikation aller
Uberlagerungen eines vorgelegten Basisraumes.

6.1 Das Liften von Wegen und das Hauptlemma der Uber-
lagerungstheorie

Definition 11 Es sei p :~)~( — X eine Uberlagerung und - : [0,1] — X ein Weg in
X. Ein Weg 4 : [0,1] — X nennen wir einen Lift von ~, wenn gilt: po ¥y = ~.

Es gilt dann fiir alle 0 < ¢ < 1, dass p(7(¢)) = 7(t). Ein geschlossener Weg im
Basisraum X kann geschlossene oder auch nicht geschlossene geliftete Wege im
Uberlagerungsraum besitzen. Darauf wollen wir nun genauer eingehen.

Beispiel 6.2

Wir betrachten wieder die Uberlagerung der S' durch die reelle Gerade mit ¢ —
(cos 27t sin 27t). Der Weg v : [0,1] — S* mit v(s) = (cos 7s, sin 7s) hat dann in R
den Lift 7(s) = s/2.

Lemma 6 (Hauptlemma der ﬁberlagerungstheorie) Es seip: X — X eine
Uberlagerung. Zu jedem Weg v : [0,1] — X in X und zu jedem Punkt i diber
dem Anfangspunkt v(0) gibt es genau einen Lift ¥ von v mit 4(0) = Z. Diesen
Lift bezeichnen wir mit L,(v,Z). Weiter gilt, dass zueinander homotope Wege zu
homotopen Wegen im Uberlagerungsraum geliftet werden. Fiir zwei Wege ~,5 in
X mit v =, § und einem Punkt & dber v(0) = 6(0) folgt L,(v,%) = L,(4,%).
Insbesondere haben die Lifte L,(vy, &) und L,(9,Z) denselben Endpunkt.

Vor dem Beweis erst einige Folgerungen
Korollar 1 Wir haben die folgenden FEigenschaften:

1. Der Weg Ly(v,%) in X ist durch die Bedingungen p o L,(v,#) = ~v und
L,(7v,%)(0) = & eindeutig bestimmit.

2. Geschlossen nullhomotope Wege werden zu geschlossenen nullhomotopen We-
gen geliftet.
3. Durchliuft ¥ die Faser iiber v(0), so sind die Ly(v, &) genau alle Liftungen von

~; die Anzahl der Liftungen stimmt also mit der Blétterzahl der Uberlagerung
tberein.

4. Fir verbindbare Wege ~,0 in X gilt Ly(y % 6,&) = Lp(vy, &) * Lp(8,7), wobei
§ der Endpunkt von Ly(v,T) ist. Ferner ist L,(6,2)~' = L,(671,2), wobei z
der Endpunkt von L,(0,%) ist.

BEWEIS 1.) Das ist gerade die Aussage des Hauptlemmas. 3.) folgt direkt aus 1.).
O

Nun kommen wir zum Beweis des Hauptlemmas.

Satz 5 Seip: X — X eine Uf)erlagerung und Y ein zusammenhdngender topolo-
gischer Raum und f,g:Y — X stetige Abbildungen mit po f = po g. Gibt es ein
yeY mit f(y) =g(y), so gilt f=g.



BEWEIS Es sei also ein solcher Punkt y € Y vorgelegt und es sei U eine gleichméBig
iiberlagerte Umgebung von pf(y) = pg(y). Es seien U1 und U, die Blitter iiber U,
die f(y) bzw. j(y) enthalten. Dann ist aber W := f~ (Ul) N §~'(Us) eine offene
Umgebung von y in Y. Wegen f(y) = g(y) folgt U, = Uy und damit f(z) = §(z)
fiir alle z € W. Fiir f(y) # g(y) gilt Uy NUsy = 0, also f(z) # §(z) fiir alle z € W.
Damit ist {y € Y| f(y) = g(y)} offen in Y und auch Y\{y € Y| f(y) = g(v)}
ist offen in Y. Die erstere Menge ist aber nach Voraussetzung nichtleer. Weil Y
zusammenhéingend ist, folgt die Aussage. O

Dieser Satz enthélt die Eindeutigkeitsaussage des Lemmas als Spezialfall. Wenn wir
uns f und g als Wege in X mit gemeinsamen Anfangspunkt vorstellen, so miissen
sie iibereinstimmen.

Als néchstes beweisen wir die Existenz des Lifts L, (v, ). Weil 7y : [0,1] — X stetig
ist und [0, 1] kompakt und zusammenhingend, so ist auch das Bild ([0, 1]) kom-
pakt und zusammenhéngend in X. Fiir einen Weg v haben wir damit eine Partition
0=t < -+ < t, =1 des Einheitsintervalls, so dass fiir alle 1 < i < n eine
gleichmiBig iiberlagerte Umgebung U; C X existiert mit y([t;—1,¢;]) C U; exitiert.
Wir wihlen hierzu mit der Kompaktheit aus einer offenen Uberdeckung von ([0, 1])
von gleichméfig iiberlagerten Umgebungen eine endliche Teiliiberdeckung aus und
wihlen eine geeignete Zerlegung von [0, 1]. Es sei dann p; : U; — U; der Hombomor-
phismus p|U , wobei U; ein Blatt ist, iiber das wir noch verfiigen werden. Weiter sei
i ¢ [tiz1,t:i] — U; die Abbildung 4;(t) = p; *(v(t)). Wir withlen nun U als das Blatt
iiber Uy, welches den vorgegebenen Punkt & iiber v(0) enthilt. Dann wéhlen wir
UQ als das Blatt iiber Us, welches den Punkt 4;(¢;) enthilt. Weiter withlen wir Ug
als das Blatt iiber Us, dass den Punkt 42 (¢2) enthilt und so weiter. Die stiickweisen
Liftungen 7; werden so zu einer stetigen Funktion 7 : [0,1] — X zusammengesetzt
und wegen 7(0) = & und po ¥ =y ist ¥ = L,(v, &) der gesuchte Lift von ~.

Es bleibt nun die Aussage iiber homotope Wege zu beweisen. Wir benutzen einen
Hilfssatz iiber die Lifte von Homotopien.

Lemma 7 Istp: X — X eine Uberlagerung, so gibt es zu jeder stetigen Abbildung
H:[0,1? —» X und jedem Punkt T iber H(0,0) eine stetige Abbildung H : [0, 1)
X mitpo H = H und H(0,0) = Z.

BEWEIS Der Beweis erfolgt sehr dhnlich wie der vorhergehende. |

Das nun feststehende Hauptlemme erlaubt es uns, einen Satz zu beweisen, der die
Uberlagerungen mit der Fundamentalgruppe eines Basisraumes X in Bezug setzt.
Die Frage, die wir uns stellen, ist die folgende: Wann gibt es eine stetige Abbildung
f, so dass fiir eine gegebene Uberlagerung p : X — X und stetiges f: Y — X gilt,

dass fp f-

Satz 6 (Liftungssatz) FEs seiY ein wegzusammenhdngender und lokal wegzusam-
menhdngender Raum und p : X — X eine Uberlagerung und yo € Y,zo € X und
Foe X vorgegeben wie oben mit f(yo) = xo und p(Zog) = x9. Dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:

1. Es gibt eine stetige Abbildung f:Y — X mit po f = f und f(yo) = Zo.

2. fam(Y,y0) C pum (X, o).
BEWEIS Siche [Mun75]. O



6.2 Das Liftungsverhalten einer Uberlagerung

Wir stellen nun die Frage, welche Liftungen geschlossener Wege in einem Raum X
wiederum in X geschlossen sind und was fiir Konsequenzen fiir die Aquivalenz von
Uberlagerungen folgern. Es sei nun ¢ € X fest und %, Z1, ... Punkte iiber zy.

Satz 7 Der von einer Uberlagerungsabbildung p X — X induzierte Homomor-
phismus p 71'1(5(,560) — m (X, x0) ist injektiv. Das Bild p#m(f(,i) besteht aus
den Homotopieklassen [7y], fir die die Liftung Ly,(vy, %) ein geschlossener Weg in
X ist. Die Untergruppe pum (X, Zo) von m (X, x0) heifit auch charakterisierende
Untergruppe der Uberlagerung p : X — X zum Punkt Z.

BEWEIS Siehe [Mun75]. O

Bemerkung 1 Die charakterisierende Untergruppe pym; ()Z' ,Zo) hingt im Allge-
meinen von der Wahl des FuSpunktes ab.

Satz 8 Es gelten die beiden Aussagen
1. Ist 7 ein Weg in X von Ty nach Ty und o = [poq| € m(X,xo), so ist
pumi(X, %) = appm (X,3H)-a . Ist also X wegzusammenhingend, so sind
je zwei charakterisierende Untergruppen in w1 (X, xo) zueinander konjugiert.

2. Ist U C m(X,z0) zu einer charakterisierenden Untergruppe p#m(f(,;%o)
konjugiert, dann ist U ebenfalls eine charakterisierende Untergruppe, also
U = pum (X, &) fir einen Punkt Zj dber xq.

BewEis 1) Es gilt 1 (X, &) = [§]m1 (X, #)[7] . Wenn wir den Homomorphismus
p4 anwenden, erhalten wir die Behauptung. 2) Es sei U = o L-pym (X, Zo)-« fiir ein
a = [y] € m(X,x0). Fiir 4 = Ly(v,70) und &) = 3(1) ist dann U = pym (X, 7)),
denn wegen 1) gilt pum (X, 7o) = o - pur(X, 3) -a~ L. O
Die Untergruppen der Fundamentalgruppe kénnen wir in Konjugation_sklassen ord-
nen. Mit dem obigen Satz fallen die zu einer wegzusammenhéngenden Uberlagerung

gehorenden charakterisierenden Untergruppen in einer Konjugationsklasse zusam-
men.

Satz 9 Es seip: X — X eine wegzusammenhingende Uberlagerung. Dann ist
C(X,p) = {pgm (X, o) | o € p~"(w0)}

eine Klasse konjugierter Untergruppen von m1(X,xo). Wir nennen sie die charak-
teristische Konjugationsklasse der Uberlagerung.

Wir sehen hier, dass damit der Makel der Abhéngigkeit des F}lﬁpunktes endgiiltig
getilgt ist. Jetzt arbeiten wir weiter an der Klassifikation der Uberlagerungen.

Satz 10 Es sei X ein lokal wegzusammenhingender Raum und p : X — X und
p X' — X zwei wegzusammenhdingende Uberlagerungen von X. Diese Uberlage-
rungen sind genau dann zueinander dquivalent, wenn sie das gleiche Liftungsver-
halten haben, d. h. wenn die charakterisierenden Konjugationsklassen C(f(,p) und
C(X',p') in 7 (X, x0) iibereinstimmen.

Bewels Die Notwendigkeit sehen wir leicht ein. Ist némlich f : X — X' ein
Homéomorphismus mit p’ f = p, so folgt

C(X,p) = {psemi (X, do)| Zo € p~ ' (z0)}
={(p/ o flam(X,&0)| Fo € p~" (x0)}
= {plym (X', 50)| & € P~ (z0)}

=C(X",p).
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Es sei nun C(X, p) = C(X’,p). Wir wiihlen dann ein #5 € p~'(20). Wegen pym (X, o) €
C(X',p') gibt es ein &) € p'~*(xo) mit pym (X, Fo) = Py (X', ). Da mit X auch
X und X’ lokal wegzusammenhéngend sind, existieren nach dem Liftungssatz fiir
beide Liftungsprobleme p: X — X’ Losungen mit p(Z¢) = Z({ und p'(Z() = Zo gilt.
Es gilt dann p’op = p und pop’ = p’, woraus sich durch Ineinandersetzen folgendes
ergibt:

popop=p=poidg

plopop =p =p oidg,.
Da in der ersten Zeile beide Seiten im Punkt Zg und in der zweiten Zeile beide
Seiten im Punkt Z{ iibereinstimmen, folgt p’ o p = id¢ und po p’ =idg,. Da beide

Abbildungen stetlg sind, ist p ein Homdomorphismus mit Inversem p’ und es gilt
p=p' op. Also sind p und p’ dquivalent. O

Satz 11 Die Bldtterzahl einer wegzusammenhdngenden ﬁbeflagerung p: X —
X st der Index der charakterisierenden Untergruppe pumi(X,Zo) in der Gruppe
1 (X, LL'()).

BewEIs Wir miissen erst zeigen, dass die Aussage wohldefiniert ist, also dass der
Index unabhéngig von der Wahl des Punktes Z, liber xg ist. Sei dazu pxm1 (X, &) =
o - pumi(X, 7)) - o=t und (pgmi (X, 7o) - aj)jes die Menge der Rechtsnebenklas-
Sen von pumy (f( ,Zo) in (X, x0), also insbesondere eine disjunkte Zerlegung von
71 (X, x0). Dann ist |J| der Index von pymi (X, ) in 71 (X, z0). Es gilt fiir alle
jeJ:

pum(X,%0) oy =ala-ppm (X, 50)-al -aaj = a-ppm (X, 7)oty

Da dies nach wie vor eine disjunkte Zerlegung von (X, xq) ist, bleibt dies auch
nach Konjugation mit a~' der Fall; es ist also a~' - a - pum (X, 7)) -a~ ' - a; -
o = pum (X, 7) - (@' - a; - @) eine disjunkte Zerlegung von 71 (X, o), diesmal in
Rechtsnebenklassen von pyum; (X ,Z5), und die Anzahl der Rechtsnebenklassen ist in
beiden Fillen |J|. Sei nun (%;),er, = p~'(xo) die Menge aller Punkte iiber z, dann
ist |L| die Bldtterzahl von p, und fiir jedes I € L sei w; ein Weg in X von o nach ;.
Dann ist oy = [p o @] € m1 (X, zo). Wir behaupten nun, dass (pgm (f(,io) “oq)ier
eine Zerlegung von 7 (X, zo) in Rechtsnebenklassen beziiglich pym (X, %) ist. Es
gilt

ppmi(X, &) - o = {[pow] - [pow] : [pod] € ppm(X,&o)},
und [po ] € pumi(X,Z) <= Ly(pow,ip)ist geschlossen in X.

Weiter gilt, dass L,((p o @) - (p o W), %0)(1) = Z; genau dann, wenn [p o W] €
pum1(X, o). Ist [pow] € puami (X, Zo), so gilt Lp((p o w) (powy),Zo)(1) = Ly(po
Wy, To)(1) = Wi (1) = &;. Sei umgekehrt Ly, ((pow)-(poty), Zo)(1) = Z;. Angenommen,
[pow] & pyumi (X, %) und sei Ly(p o, o)(1) = &), mit #; # Z1. Dann gilt L,((po

W) - (pow),To)(1) = Ly(p oWy, &k)(1) = & = Ly(p o Wy, %0)(1) und auBerdem
po Ly(poy,Tx) =po Ly(pow,Zo), also w; = Wy. Das ist ein Widerspruch. Also
gilt [w] € p#wl(f(,i“o) ~a; & Ly(w,%0)(1) = & und damit ist der Satz bewiesen,
denn der Lift mit Anfangspunkt Z, eines Weges w hat genau einen der Punkte
als Endpunkt. O

6.3 Die universelle Uberlagerung

Lemma 8 Es sei p : X — X eine wegzusammenhingende Uberlagerung. Dann
sind dquivalent:
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1. X ist zusammenhdngend.
2. Die Konjugationsklasse C(X,p) ist die triviale Untergruppe in w1 (X, xo)

3. Ein geschlossener Weg «y in X mit Anfangs- und Endpunkt x liftet sich genau
dann in einen geschlossenen Weg in X, wenn v nullhomotop ist.

Eine solche Uberlagerung nennen wir auch universell.

Ist X ein lokal wegzusammenhiingender Raum, so sind je zwei universelle Uberlage-
rungen von X zueinander dquivalent. Wir sprechen daher auch von der universellen
Uberlagerung von X.

Definition 12 Wir nennen einen topologischen Raum X semilokal einfach zusam-
menhéngend, wenn es zu jedem z € X eine Umgebung U gibt, so dass jeder
geschlossene Weg in U nullhomotop ist. Ist X dariiber hinaus auch noch wegzu-
sammenhédngend und lokal wegzusammenhingend, so nennen wir X hinreichend
zusammenhdngend.

Die Bezeichnung hinreichend zusammenhéngend erkliart sich aus dem folgenden
Theorem. Besitzt ein Raum X eine universelle Uberlagerung p : XX , S0 ist jede
beziiglich p gleichméfig iiberlagerte Umgebung U C X einfach zusammenhéngend,
denn jeder geschlossene Weg in U liftet sich in ein Blatt U iiber U, ist also auch
in X geschlossen und damit nullhomotop. Damit ist X semilokal einfach zusam-
menhéngend. Entscheidend ist die Umkehrung dieser Aussage:

Satz 12 Jeder hinreichend zusammenhingende Raum X besitzt eine universelle
Uberlagerung.

BEWEIS Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten. Dazu sei zuerst (U;);cs eine
Uberlagerung von X durch nichtleere, offene, wegzusammenhéingende Mengen mit
den folgenden Eigenschaften:

1. Jeder in U; liegende, geschlossene Weg ist nullhomotop in X. Das ist méglich,
weil X semilokal einfach zusammenhéngend ist. Fiir jedes j € J wéhlen wir
einen Weg v; in X, so dass v;(0) = z¢ der Basispunkt in X ist und v;(1) € U;
ist, so dass weiter gilt:

2. Fiir jedes j € J mit x¢ € U; ist v; der konstante Weg bei z¢. Fiir z € U; N Uj
sei g;j(x) = [viwiwj_lfuj_l] € m (X, z0), wobel w; bzw. w; Wege in U; bzw. U;
sind, die v;(1) bzw. v;(1) mit = verbinden. Diese Definition ist unabhangig
von der Wahl der Wege, denn fiir andere Wege w} und w;-, die dieselben

!

J

; v;l] = [v;ww

Punkte verbinden, sind wegen (1) die Wege w; 'w/ und w;lw

dass gilt [v;ww; vt = pawsw; wiw ww !

) iV Y i
haben wir:

nullhomotop, so
;11};1]. Damit
3. Fir z € U; ist gii(x) = 1. Fur x € U; NU; N Uy, st gi5(2) gk () = gir(x), weil
[viwiwjflvjfl] [vjwiwg to ] = [viwiwy, o . Fiir 2 € U; N U; st damit als
Spezialfall g;;(z) = gj_zl(a:)

4. Ist W C U; N U; und W wegzusammenhéngend, so ist g;;(z) = g¢;;(y) fir
alle z,y € W. Denn ist w ein Weg in W, der x mit y verbindet, so folgt
gij(z) = [viwiwj_lvj_l} = [viwiww_le_lvj_l] = [viwiw(wwj)_lvj_l] und w;w
bzw. w;w sind Wege in U; bzw. U; von v;(1) bzw. v;(1) nach x.

Im néchsten Schritt versehen wir sowohl 71 (X, z¢) als auch J mit der diskreten
Topologie. Dann betrachten wir im Produkt X X m1(X,29) x J den Unterraum
T={(y,o,j) € X xm(X,29) xJ : x €U;}. Dann ist T die disjunkte Vereinigung
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der offenen Mengen U; x a x j. Wir nennen nun zwei Punkte (z, o, 7) und (y, 5,%)
von T dquivalent, wenn z = y und /6’ = gijcv. Dies ist mit der E1genschaft (3) oben
eine Aquivalenzrelation. Es sei nun X = T/ ~und s: T — X die Projektion. Ist
nun V C U; offen in X, so ist das Bild s(V x ax j) offen in X fiir alle o € (X, o).
Mit T = Ui,ﬂUi X ﬁ X 1 gllt

s(Vxaxj)=sts(Vxaxj)nT

*1s(V><a><j)ﬁUUi><5xi
3,3
=T s(V xax j)nU; x B x ).
6,8

Da nach Definition der Quotiententopologie s(V x « x j) genau dann offen ist,
wenn s~ 1s(V x a x j) offen ist, geniigt es zu zeigen, dass s 1s(V x a x j) NU; x
0 x i offen ist fiir alle i € J und 8 € m(X,xp). Dieser Durchschnitt besteht aus
allen Punkten (y,5,i¢) mit y € VNU; und B = g;ja. Sei nun W C V N U; eine
wegzusammenhéingende Umgebung von y in X, so liegt die offene Menge W x (3 x i
in (s71s(V x ax j)NU; x B x i), weil fiir alle z,y € W gilt, dass g;;(x) = g;;(y).
Im letzten Schritt betrachten wir nun die Projektion pr: 7' — X mit (z,«, j) — x.
Wir definieren nun p = pro s—! : X — X und zeigen, dass dies schliellich eine
universelle Uberlagerung~ von X ist. Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir
die Klasse [(1'7047].)} € X gilt 571([(1'70‘7].)}) = {(yvﬁvl) ry=uz,0= gija} und
pr({(y, 5,%) : y=1x,0 = gij(x)a}) = x und v = gpj(z)a und damit gilt:

(

s (27, B)) = {(, ,4) : y =28 = gu(x)7}
={(y,6,1) : y ==, 0 = gix(x)grj(x)a}
={(y,8,1) : y= 2,8 = gij(x)a},

pr({(y, 6,1) : y =, 0 = gij(x)a}) = .

Desweiteren ist p stetig, denn fiir eine offene Menge U C X gilt:

pr Y (U) = (U x m(X,x0) x J)NT,  s(U x 7 (X,x0) x J)NT = U s(UNU; x a X §),
jeJaem (X,x0)

und diese Menge ist offen, also ist das Urbild jeder offenen Menge in X offen in X.
Weiter sind die Mengen U, , = s(U; x a x j) offen in X, und wegen gj;(x) =1ist
UjoNU;j 5 =0 fiir a # 3. Weiter gilt:

p N U;) = U sU;NUixaxi)= | sUxaxj)= ) U,

i€J,aem (X,z0) aem (X,zo) acm (X,zo)

dabei erklart sich das zweite Gleichheitszeichen dadurch, dass es zu jedem Punkt
(z,8,i) mit € U; NU; ein a € m(X,x0) gibt mit § = g;;(x)a und damit ist
8(1177047].) - [(x,a,j)} - [(‘r,glj(x)a?Z)] = [(l’,ﬂ,l)] = S(.’E,,()),i). Wiéhlen wir nun
feste j und «, so ist die Abbildung ¢; : U; — Uj, mit 2 — s(z,aq,j) stetig,
bijektiv und offen, also ein Homoomorphismus. Das Inverse dazu ist offensichtlich
die Abbildung p|U Uj o — Uj, welche ebenfalls ein Homéomorphismus ist. Damit

ist p eine Uberlagerung. Wir zeigen nun, dass X wegzusammenhédngend und einfach
zusammenhéngend ist. Aus der Definition von p folgt, dass die Menge aller Punkte
7 € X {iber einem fest vorgegebenen Punkt » € X genau die Menge aller Punkte
in X ist, die sich in der Form s(z, o, j) schreiben 143t fiir ein o € (X, z9) und ein
j € J,sodass x € Uj. Sei w: [0,1] — X ein geschlossener Weg in X mit w(0) =
w(l) = xo und sei s(zo, o, j) ein fester Punkt iiber zy € U;. Wir werden nun zeigen,
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dass der Lift von w mit Anfangspunkt s(zo, , j) den Endpunkt s(zo, [w]~'a, j) hat.
Weil das Bild w([0, 1]) kompakt ist, kénnen wir aus unserer Uberdeckung (U )jes
eine endliche Teilitberdeckung Uy, ..., U, von w([0, 1]) wahlen mit U; = U;. Dann
gibt es bei geeigneter Numerierung von Uy, ..., U, eine Partition 0 = ¢ty < t; <

- < t, =1 von [0,1], so dass w([t;—1,t;]) € U; fir i € {1,...,n}. Hierbei haben
wir das Zahlenlemma von Lebesgue benutzt. Es sei z; = w(t ) Wir definieren nun
cinen Weg @ : [0,1] — X vermdge

w(t) = s(w(t),a, 1) fiirtg <t <ty
w(t) = s(w(t), go1(x1)a,2) fiir ¢y <t <ty
’lI)(t) = S(W(t),932(1'2)921($1)a, 3) fiir t2 S t S t3

w(t) = s(w(t), gnn-1(Tn-1) - .. gar(z1),n) fiir t,,—1 <t <t,.

Diese Funktion ist stetig, weil

s(w(t), gj.i—1(Tj-1) - ~ga1(z1)e, j) = s(w(t;), gj+1,5(75)g55-1(Tj—1)- . -gar(z1)a, j+1)

nach Definition von s. Es gilt pow = w und w(0) = s(xp,®,1) und wegen der
Eindeutigkeitsaussage ist dies damit der Lift von w mit Anfangspunkt s(zg, a, 1).
Seien nun w; geméf (2) Wege in U; von v;—1(1) nach z;_; und w; gemif (2) Wege

71w§ ein Weg in U; von z; nach x; ;. Sei

in U; von v;(1) nach z;. Dann ist w;l
schlieBlich w; = w|,_, ;- Dann ist der Weg w;/_lwgwi geschlossen in U; und somit
nach Voraussetzung (1) nullhomotop. Es gilt also (wegen (2) sind v; = v, = 29 = 2,

konstante Wege):

"_q

G () o gar (@0) = foww, Ton ] Pyt~ o] gy
= [w] wnw wn Twl,_wn 1wn11w;_% < whwawy w,
= [wy ! Wy ]

[(wl )_1]
= [w”

Also ist w(1) = s(zg, [w] ™1, n). Wegen zo € U,, NU; gilt aber, dass g1, (z0) = 1 (alle
v’s und w’s sind konstante Wege), und damit haben wir w(1) = s(z¢, [w]~1,n) =
s(wo, gin (z0)[w] ™1, 1) = s(x0, [w] ™1, 1). Damit haben wir gezeigt, dass der Lift von w
mit Anfangspunkt s(zg, v, j) in der Tat den Endpunkt s(xg, [w] ta, j) hat. Daraus
ergibt sich, dass wir je zwei Punkte s(xg, «v, j) und s(x1, 3,4) durch einen Weg w €
af~! verbinden kénnen. Damit sind auch je zwei Punkte s(zg, c, j) und s(z1, 3,1)
mit o € U; und z; € U; verbindbar: sei w ein Weg in X mit w(0) = z¢ und
w(l) = z1. Dann ldsst sich L,(w, s(zo,,7))(1) schreiben als s(x1,7v,k) fiir ein
geeignetes v € (X, o) und ein k € J, so dass x € Ug. Wegen x1 € U; lisst sich
dies wiederum schreiben als s(x1, gix(21)7,4) und dieser Punkt ist mit dem oben
gezeigten verbindbar mit s(z1, 3,4). Damit ist X wegzusammenhéingend. AuBerdem
hat w genau dann eine geschlossene Liftung, wenn a = [w™!]a ist fiir ein a €
71(X, 20). Das ist genau dann der Fall, wenn [w~!] = 1, also wenn w nullhomotop
ist. Damit ist die Uberlagerung p eine universelle Uberlagerung. (Il

7 Decktransformationen

Definition 13 Eine Deckbewegung einer Uberlagerung p: X — X ist ein faser-
treuer Homéomorphismus f : X — X. Es gilt also po f = p. Die Deckbewegungen
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einer Uberlagerung bilden offensichtlich eine Gruppe beziiglicher der Hintereinan-
derausfithrung, die wir die Deckbewegungsgruppe D = D(X,p) der Uberlagerung
nennen wollen.

Lemma 9 Operiert die Gruppe G eigeqtlich diskontinuierlich auf dem zusamm-
menhingenden Raum X, so gilt fiir die Uberlagerung p: X — X/G, dass D = G.

BEWEIS Jedes g € G ergibt eine Decktransformation. Ist andererseits f X = X
eine Decktransformation und z € X fest gewihlt, so gibt es wegen p(z) = p(f(z))
ein g € G mit g(x) = f(x) Wegen po g = p = po f sind die Abbildungen g, f :
X — X identisch. ]

Satz 13 Die Deckbewegungsgruppe D(X,p) einer wegzusammenhdingenden Uberla-
gerung operiert eigentlich diskontinuierlich auf dem Uberlagerungsraum X . Insbe-
sondere hat eine von der Identitit verschiedene Deckbewegung keine Fizpunkte und
je zwetr Deckbewegungen, die an einem Punkt tbereinstimmen, sind gleich.

BeEWwEIs Fiir Z € X sei U ein Blatt iiber einer gleichmifig iiberlagerten Umgebung
U von p(¥) mit x € U. Sei f € D und sei ferner UN f(U) # 0. Dann gibt es ein § € U
mit f(§) € U. Nun gilt p(7) = p(f(7)) und auBerdem ist p|; ein Homdomorphismus,
also insebesondere injektiv; damit folgt f () =9. Wegen poidg =p=po f folgt
wiederum mit Satz (5), dass f = id ¢. Damit operiert D eigentlich diskontinuierlich

auf X. Die Fixpunktaussage ist trivial und die Identitiitsaussage folgt mit Satz (5).
O

Wir sehen, dass dquivalente Uberlagerungen isomorphe Decktransformationsgrup-
pen haben; denn sind p : X — X und p’ : X’ — X zwei #quivalente Uberlage—
rungen mit Decktransformationsgruppen D und D', so gilt einerseits p' o f = p
und D' = f~! o Do f. Wir wollen nun die Gruppe D(X,p) aus die Uberlagerung
charakterisierenden Konjugationsklasse C (X ,p) bestimmen.

Definition 14 Es sei G und U eine Untergruppe von G. Der Normalisator Ng(U)
von U in G ist diejenige Untergruppe von G, die aus allen Elementen g besteht
mit ¢~ 1Ug = U. Ist p : X — X eine Uberlagerung und #, € X ein Punkt iiber
Tg, so bezeichne ./\/'p;‘ym'l(X7 Zo) den Normalisator der Untergruppe p#ﬂ'l(X, Zo) in
Uy (Xa $0).

Nach dieser Definition ist Ng(U) < G fiir jede Untergruppe U < G und Ng(U) ist
die gréBte Untergruppe von G, in der U normal ist. Fiir U < G ist Ng(U) = G.

Satz 14 FEs sei p : X — X eine wegzusammenhdngende Uberlagerung mit lokal
wegzusammenhdngendem Basisraum und g € X ein Punkt iber xo. Dann gibt es
2u jedem a = [w] € pymi(X,&o) genau eine Decktransformation T'(a) : X — X,
die &y nach Ly(w,&o)(1) dberfihrt. Dadurch ist eine Punktion T : Npymi (X, &) —
D(X,p) definiert, die ein surjektiver Homomorphismus ist mit ker I' = P4 (X, o)
und damit induziert dieser Homomorphismus einen Gruppenisomorphismus

T Npumi (X, 30)/pami (X, %) — D(X,p).

Damit ist D(X,p) isomorph zu NU/U, wobei U < m(X,x0) eine zu der Klasse
C(X,p) gehérende Untergruppe ist.

BEWEIS Es sei #) = L, (w, &)(1). Wegen o € Npm (X, %) gilt

p#’i‘(l(jz,{z‘o) = 04_1./\/‘]9#7('1()?75‘0)04 = p#ﬂ'l()?,ii'g).
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Da aus dem lokalen Wegzusammenhang von X auch der lokale Wegzubammenhang
von X folgt, kénnen wir die Liftungsprobleme mit f(z) = Ty bzw. f'(%5) = To
16sen. Genau wie im Beweis des Aquivalenzkriteriums folgt, dass f und f’ zueinander
inverse sind, dass f also ein HomGomorphismus und eine Deckbewegung ist. Diese
ist durch ihren Wert bei zg eindeutig bestimmt und hingt wegen des Lemmas nur
von o = [w] und nicht von der speziellen Wahl von w ab. Damit ist die Existenz klar.
Wir definieren I'(a) = f und iiberpriifen zunichst, ob dies ein Homomorphismus
ist: Sei auch [v] € Npymi (X, 7o) und T([v]) = §. Es gilt:

Ly(v-w, &0)(1) = Ly(v, Fo)-Ly(w, §(i0))(1) = Lp(w, §(F0)(1) = goLy(w, 0)(1) = gof (o).
Dabei gilt das vorletzte Gleichheitszeichen wegen

pogoLp(w,i"O) :poLp(w Tog)=w= poLp(w,g(io))
und Ly (w, §(%0))(0) = §(Zo) = g o Ly(w, T)(0).

Damit stimmen die Deckbewegungen I'([v - w]) = T'([v] - [w]) und §f = T'([v])T([w])
in Zq iiberein, sind also identisch und somit ist I' ein Homomorphismus. Ist nun
[w] € ker T, so folgt Z¢g = Zj, also &g = &, = L,(w, &o)(1). Der Lift von w und damit
allen Wegen in [w] ist also geschlossen und dies ist mit dem vorher gezeigten genau
dann der Fall, wenn [w] € pum (X, Zo) ist. Zu zeigen bleibt noch die Surjektivitiit:
Es sei f € D(X,p) beliebig und @ ein Weg von Z, nach f(&o) und sei o = [po ] €
m1 (X, xg). Weil sowohl 7 als auch # kovariante Funktoren sind, folgt dann

ot pyumi (X, Zo)a = pumi (X, f(#0)) = py fami (X, 30) = (pof)ymi (X, Fo) = pyumi (X, o).

Damit gilt o € Npym (X, 7o) und da fiir ein w € « gilt, dass &{, =, so folgt mit der
Eindeutigkeitsaussage I'(a) = O

Fiir eine universelle Uberlagerung p: X — X wiederum haben wir wegen pum (X, Zo) =
{1} sofort das

Korollar 2 Sei p : X — X die universelle Uberlagerung des lokal wegzusam-
menhdngenden Raumes X und Zo € X ein Punkt diber o € X. Dann gibt es
2u jedem o = [w] € m (X, xo) genau eine Decktransformation T'(a) : X — X, die
Fo nach Ly(w, &o)(1) dberfihrt. Die so definierte Funktion T : (X, x0) — D(X,p)
ist ein Isomorphismus von Gruppen.

Wir haben nun die Mittel zusammen, um bis auf Aquivalenz die Uberlagerungen
D X — X eines Raumes X durch Untergruppen der Fundamentalgruppe von
X zu bestimmen. Mit dem Aquivalenzkriterium wissen wir, dass die Anzahl der
Uberlagerungen nach oben durch die Anzahl der Konjugationsklassen beschrinkt
ist. Wir werden nun zeigen, dass es in der Tat genausoviele Uberlagerungen wie
Konjugationsklassen gibt.

Satz 15 Sei X ein hinreichend zusammenhdingender Raum mit Basispunkt xg.
Dann gibt es zu jeder Untergruppe H < m1(X,x0) eine wegzusammenhdingende
Uberlagerung p - X — X und einen Punkt & iber xo mit D41 (X Zo)=H.

BEWEIS Sei ¢ : X — X die universelle Uberlagerung von X und sei &g € ¢~ (z).
Sei ferner I' : 71 (X, zg) — D(f( p) unser Isomorphismus aus dem obigen Korollar.
Dann ist G = I‘( ) € D(X,p) eine Untergruppe also eine Gruppe von Homéomor-
phismen von X. Der Bahnenraum X = X /G ist wegzusammenhéngend, weil X
wegzusammenhéngend ist und X ein stetiges Bild von X unter der Projektionsab-
bildung s : X — X ist. Die Projektion p : X — X mit p((Z)) = q(&) ist ebenfalls
stetig; es ist namlich ¢ = p o s und q ist stetig, also gilt fiir eine offene Menge
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U C X,dass ¢ }(U) = s71(p~1(U)) offen ist, aber nach Definition der Quotienten-
topologie ist s~ (p~"(U)) genau dann offen, wenn p~*(U) offen ist. Wir zeigen nun,
dass p eine Uberlagerungsabbildung ist: Zunichst bemerken wir, dass s : X > X
eine Uberlagerung ist. Denn operiert D(X ,p) eigentlich diskontinuierlich auf X , SO
operiert auch jede Untergruppe eigentlich diskontinuierlich auf diesem Raum. Fiir
z € X sel nun U eine beziiglich ¢ gleichméfig iiberlagerte Umgebung von z. Wir
nennen zwei Blitter U und U’ #quivalent, wenn es ein g € G gibt mit U’ = gU,
also wenn s(U) = s(U") ist. Das ist eine Aquivalenzrelation. Wir wihlen nun aus
jeder Aquivalenzklasse ein Blatt aus und erhalten so die Blitter U iiber U. Dann
ist p~1(U) = s(q~"(U)) = U;5(U;). Weil s stetig ist, sind die s(U;) paarweise dis-
junkt und werden unter p homéomorph abgebildet, da sowohl ¢| 0, als auch s| 0,

nach Konstruktion Homdomorphismen sind. Damit ist p : X — X eine Uberlage-
rung. Nun sei Zg = s(Zg) € X ein Punkt iiber 2y € X. Fiir o = [w] € m (X, x0)
gilt L,(w,Zp) = so Ly(w, &), da beide Wege von p auf w projiziert werden und
denselben Anfangspunkt T haben. Dieser Weg ist genau dann geschlossen, wenn
der Anfangspunkt & und der Endpunkt I'(cr)(Z0) von Lg(w, Zo) dasselbe Bild un-
ter der Abbildung s haben. Das gilt genau dann, wenn F(a)(:%g) = g(Zo) ist fiir
ein g € G. Dann gilt aber I'(a) € G = T'(H). Also ist « € H, weil I' ein Isomor-
phismus ist. Da aber andererseits ein geschlossener Weg w in X mit Anfangspunkt
o genau dann einen geschlossenen Lift besitzt, wenn [w] € pym (X, %) gilt, folgt
H = pym (X, &). Damit sind wir fertig.

O

Bedenken wir nun, dass die Anzahl der Uberlagerungen nach dem Aquivalenzkrite-
rium begrenzt ist, so haben wir gezeigt, dass

Satz 16 Die universelle Uberlagerung eines hinreichend zusammenhdngenden Raum-
es X tberlagert jede wegzusammenhdngende Uberlagerung von X .

BEWEIS Die Abbildung s aus dem letzten Beweis ist eine Uberlagerung und mehr
Uberlagerungen als die konstruierten kann es mit dem Aquivalenzkriterium nicht
geben. O

Satz 17 (Klassifikationssatz fiir Uberlagerungen) Sei X ein hinreichend zu-
sammenhdngender Raum mit Basispunkt xo. Ordnen wir jeder wegzusammenhdngen-
den Uberlagerung p : X — X ihre charakteristische Konjugationsklasse C(X,p) 2,
so erhalten wir eine Bijektion zwischen der Menge der Aquivalenzklassen der wegzu-
sammenhingenden Uberlagerungen von X und der Menge der Konjugationsklassen
von Untergruppen von m (X, xg).

8 Homologie

Wir stellen hier die Grundziige der Homologietheorien dar. Wir folgen erst [TK04],
stellen am Ende aber auch alternative Homologietheorien dar, wie sie in der algebrai-
schen Topologie vorrangig behandelt werden. Dabei stellen wir das Material wie in
[Mas80] oder [Mun75] vor. Interessanterweise sind diese Homologietheorien alle (in
einem gewissen Sinne von Aquivalenz) gleichwertig. Jedem topologischen Raum X
soll eine Folge von abelschen Gruppen Hy(X), H1(X), H2(X), ... und jeder stetigen
Abbildung f : X — Y von topologischen Rdumen eine Folge von Homomorphismen

fe i Ho(X) = Hy(Y), n=0,1,...

zugeordnet werden. Wir nennen H,(X) die n-dimensionale Homologiegruppe von
X und f, den von f induzierten Homomorphismus. Die wichtigsten Eigenschaften
einer Homologietheorie, die es herauszuarbeiten gilt, sind die folgenden:
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1. Ist f: X — Y ein Homéomorphismus, so ist f. ein Isomorphismus fiir alle
n. Die Struktur der Gruppen H, (X) héngt also nur von der Geometrie von
X ab. Aber es gilt noch mehr: Ist f eine Homotopie-Aquivalenz, so ist f,
ein Isomorphismus. Also héngt die algebraische Struktur von H,,(X) nur vom
Homotopietyp von X ab.

2. Sind zwei Abbildungen fy, f1 : X — Y homotop, so stimmen die induzierten
Homomorphismen fy., fi. fiir alle n iiberein. Also hingt der von fy induzierte
Homomorphismus fy, nur von der Homotopieklasse von fy ab. Damit kénnen
wir z. B. zeigen, dass bestimmte Abbildungen nicht homotop zueinander sind.

3. Fiir jeden topologischen Raum X ist Hy = (X) eine freie abelsche Gruppe
und ihr Rang ist gleich der Méchtigkeit der Wegzusammenhangskomponenten
von X.

4. Ist X ein wegzusammenhéngender Raum, so ist Hy(X) = 71 (X)/[m1, m1].

Definition 15 Ein absteigender Kettenkomplex ist eine Familie C = (Cy,, Opn)nez
von abelschen Gruppen C,, und Homomorphismen 9, : C,, — C,,_1, die wir Rand-
operatoren nennen wollen, so dass 0, o0 0,41 = 0. Wir nennen den Komplex einen
freien Komplex, wenn die Gruppen C), freie abelsche Gruppen sind. Ferner nennen
wir Z,, := ker 0,, die Zykel von C und die Untergruppen B,, := im J,,41 die Rénder.

Es gilt 0, 0 941 = 0 genau dann, wenn im 0,41 C ker 9, gilt. Fiir den Fall, dass
an der Stelle n gilt im 0,,41 = ker 0,,, sagen wir, dass der Komplex an der Stelle n
exakt ist. Ein Komplex, der iiberall exakt ist, heifit auch exakte Sequenz.

Definition 16 Fiir ecinen absteigenden Kettenkomplex C definieren wir H,(C) =
Z, /By, als die n-te Homologiegruppe von C.

Diese Gruppe ist wohldefiniert, weil Z,, als Kern normal in C,, ist. Weiter ist H,,(C)
trivial, wenn der Kettenkomplex an der Stelle n exakt ist. Wir interessieren uns also
fiir Komplexe, wo gerade dies nicht der Fall ist.

Beispiel 8.1
Der Homomorphismus 7 : Z — Zsy mit w(n) =n (mod 2) ist ein surjektiver Homo-
morphismus von Gruppen. Wir haben also eine kurze exakte Sequenz

0 —— 27— 7", 7, 0

mit ¢(n) = 2n. Der erste Isomorphiesatz fiir Gruppen sagt uns dann, dass Z /27 =
Zs.

Jetzt bringen wir einige einfache Tatsachen iiber kurze exakte Sequenzen.

Lemma 10

¢ -t aG, —2—0

ist genau dann eine kurze exakte Sequenz, wenn v surjektiv ist.

BEWEIS Die Sequenz ist genau dann exakt, wenn im 1 = ker ¢. Nun ist ker ¢ = G|
und damit ist die Sequenz genau dann exakt, wenn im ) = Gy. ([

Lemma 11 Die kurze Sequenz

0 — . a —— a

ist genau dann exakt, wenn v injektiv ist.
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BeEWEIS Es ist im¢ = {0}. Also ist ker¢) = {0} genau dann, wenn die Sequenz
exakt ist; und das ist genau dann der Fall, wenn 4 injektiv ist. O

Lemma 12 Fiir eine kurze exakte Sequenz

V3 P2 Y1

Gs Go Gy Go

sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. 13 ist surjektiv,
2. o st der triviale Homomorphismus
3. 1y ist injektiv.
Definition 17 Wir sagen, dass eine kurze exakte Sequenz

p3 P2

0 G3 GQ Gl O

spaltet, wenn es eine Untergruppe H < G5 gibt, so dass Go & H & im 3.

Beispiel 8.2
Es sei (X, A) ein kubisches Paar mit A C X. Dann spaltet fiir k& € Z die kurze
exakte Sequenz des Paares:

0 —— Cr(A) —2— Cr(X) —=— Cp(X,4) —— 0.
Es ist ndmlich Ci(X) = Cr(4) @ H = 1, (Cr(A)) ® H mit

H= D ZQ).

QERK(X)\Ki(A)

Lemma 13 Flir eine kurze exakte Sequenz von Gruppen

0 Gy - g, - 0

ist dquivalent:
1. Die Sequenz spaltet,

2. Der Homomorphismus v¥3 hat ein Linksinverses: Es gibt einen Homomorphis-
mus 7 : Go — G3, so dass P37 = idg, ist.

3. Der Homomorphismus 12 hat ein Rechtsinverses: Es gibt einen Homomor-
phismus k : G1 — Ga, so dass Yok = idg, .

Ein erstes Beispiel fiir eine Diagrammjagd, die in den spéteren Vortrdgen benétigt
wird, ist das folgende

Lemma 14 (5er Lemma) Gegeben sei das folgende kommutative Diagramm von
Gruppen und Homomorphismen mit exakten Zeilen. Sind ¢1, @2, ¢4 und ¢s Isomor-
phismen, so ist auch ¢3 ein Isomorphismus.

A —— Ay o Ay o Ay o A4

T e A e Y

B, B B, B2 Bs Bs B, Ba B
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PROOF Zuerst zeigen wir, dass ¢3 injektiv ist. Sei also a3 € ker¢s. Dann ist
¢3(az) = 0 und B3¢3(as) = 0. Weil jedes kleine Diagramm kommutiert, ist f3¢3(a3) =
paaz(az) = 0. Weil ¢4 injektiv ist, folgt as(as) = 0. Weil die obere Zeile exakt ist,
gibt es ein ay € Ag, so dass az(az) = az. Dann ist ¢zas(as) = ¢3(az) = 0 und
wieder fapa(az) = 0. Also ist ¢o(ag) € ker B2. Weil auch die untere Zeile exakt ist,
so gibt es ein by € By mit B1(b1) = ¢2(az). Weil ¢; surjektiv ist, gibt es zu by genau
ein a1 € Ay mit ¢1(a1) = by. Damit erhalten wir

$1(a1) = b1, Pigi(a1) = daai(ar) = ¢a(az).

Weil ¢o injektiv ist, folgt aus ¢aaq(a1) = ¢a(az), dass ay(ar) = az sein mufl. Weil
az = as(az) = asaq(ay) gilt, und mit der Exaktheit agay = 0 ist, haben wir ag = 0.
Also ist ¢3 injektiv. Nun zur Surjektivitat. Es sei also ein b3 € Bs vorgelegt. Wir
wollen die Existenz eines az € As zeigen mit ¢s(as) = bs. Zu PB3(bs) gibt es ein a4 €
Ay, so dass ¢4(as) = Fs(bs). Mit 845 = 0 erhalten wir SBap4(as) = Bafs(bs) = 0.
Mit der Kommutativitit folgt wieder ¢saq(as) = 0. Also ist ay(as) = 0 und es gibt
ein ag € Az mit az(az) = ag. Dann ist

B3(bs) = palas) = paaz(as) = Psps(as).

Also ist B3(bs) — B3¢3(as) = 0 und bs — p3(as) € ker f5. Dann gibt es ein by € By mit
B2(bs) = bs—¢p3(asz). Weil ¢o ein Isomorphismus ist, gibt es zu by genau ein as € Ag,
so dass ¢a(az) = by und es folgt Baga(az) = bz — P3(as), also wieder Bapa(as) =
¢3a2(a2) = bg — ¢3(a3). Damit ist b3 = (25302(&2) + ¢3((13) = (253(042((12) + (Zg) und
wir sind fertig. O

Es seien A = (Ak, a,g‘)kez, B = (B;€7 GE)kEZ und C = (Ck, 6g)kez Kettenkomplexe.
Ferner sei 0 der triviale Kettenkomplex, in dem jede Gruppe gleich der trivialen
Gruppe ist. Ferner seien ¢ : A — B und ¢ : B — C Kettenabbildungen, d. h. es ist
¢ = (¢ )kez eine Familie von Homomorphismen ¢y : Ay — By, so dass aulerdem
noch fiir alle k gilt, dass Oxdr—1 = ¢r.O. Analog fiir ¥ = (g )kez. In dem folgenden
Diagramm sollen also alle kleinen Diagrame kommutieren.

Ok

Ok41
o A1 Ag Apg ——— -+

¢k+1l ¢kl d)k—ll

Ok+1 Ok
By,

- —— Bp By —— -

Die Sequenz

0 A—2 .Y .¢ 0

nennen wir eine kurze exakte Sequenz, wenn fiir alle k die Sequenzen

0 Ay =2 B o 0

kurz und exakt sind.
Fiir diese Darstellung des Materials und sozusagen wegweisend fiir die weiteren
Anwendungen ist der folgende

Satz 18 FEs sei X ein zusammenhdngender Raum, der eine kubische Menge ist und
f X — X eine stetige Abbildung. Dann

fit Ho(X) — Ho(X)

die Identitit.
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BEWEIS Ist My azyklisch-wertig, so ist in der Homologie die Abbildung f.o :
Hy(X) — Ho(X) durch eine passende Kettenabbildung ¢q : Co(X) — Co(X) be-
stimmt, die wiederum aus My gewonnen werden kann. Es sei also @ € Ko(X). Per
Definition ist M¢(Q) = ch (f(Q)), was ein Elementarwiirfel ist. Sei P € ICo(ch (f(Q))).
Dann definieren wir ¢(Q) = P und es ist f.([Q]) = [P]. Nach [TK04] ist [Q] =

[P] € Hyo(X) und wir haben die Identitdt auf Hy(X). Fiir den Fall, dass M/ nicht
azyklsich-wertig ist, miissen wir den Prozess der Umskalierung durchfiihren. (Il
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